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Про унiтарнi оператори, що є добутком унiтарних

коренiв з одиничного оператора
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Доведено, що будь-який унiтарний оператор U в нескiнченновимiрному гiльбертовому

просторi можна подати як добуток трьох унiтарних операторiв U1, U2, U3 таких, що

Umi

i
= I при mi ∈ N, 1/m1 + 1/m2 + 1/m3 6 1 та m2, m3 — парнi.

Нехай H — нескiнченновимiрний гiльбертiв простiр. Через Uni(H) позначатимемо множину
унiтарних операторiв в H. В [1] було доведено, що будь-який унiтарний оператор U в H
розкладається в добуток чотирьох симетрiй (унiтарних операторiв, що в квадратi дають I),
тобто

∀U ∈ Uni(H) ∃Ui ∈ Uni(H) : U = U1U2U3U4, U2
i = I, dimH = ∞.

Аналогiчний цьому результат, зокрема, було отримано в [2]:

∀n > 3 ∀U ∈ Uni(H) ∃Ui ∈ Uni(H) : U = U1U2U3, Un
i = I, dimH= ∞.

В [3] доведено, що при mi ∈ N, 1/m1 + 1/m2 + 1/m3 > 1 не всi скалярнi операто-
ри можна розкласти в добуток трьох унiтарних, що є коренями степеня mi з I. Але при
1/m1 + 1/m2 + 1/m3 6 1 та за додаткової умови m2,m3 ≡ 0 mod 2 будь-який скаляр-
ний оператор дозволяє вiдповiдний розклад в H, dimH = ∞. У данiй роботi ми доводимо
узагальнення вищенаведених результатiв (теорема 1). Зауважимо, що подiбнi питання роз-
глядалися, наприклад, для суми ортопроекторiв у [4] та для добутку унiтарих з двома
точками в спектрi в [5].

Теорема 1. Будь-який унiтарний оператор U в нескiнченновимiрному гiльбертовому
просторi H є добутком трьох унiтарних операторiв U = ABC таких, що Am1 = Bm2 =
= Cm3 = I при mi > 2, 1/m1 + 1/m2 + 1/m3 6 1 та m2, m3 — парнi.

Доведення. Будь-який унiтарний оператор у нескiнченновимiрному гiльбертовому
просторi розкладається в пряму суму двох унiтарних операторiв, якi дiють в нескiнченно-
вимiрних гiльбертових просторах однакової потужностi [1]. Звiдси, будь-який такий опера-
тор можна розкласти в пряму суму нескiнченної кiлькостi унiтарних операторiв, якi дiють
у просторах однакової потужностi.

Отже, нехай

H =
∞⊕

i=1

Hi, U =
∞⊕

i=1

Ui, Ui ∈ Uni(Hi).

Покладемо H0 — гiльбертiв простiр, iзоморфний до Hi, i > 0, а Ri : Hi → H0 — iзометрiї
з Hi до H0, тобто R∗

iRi = IHi
, RiR

∗

i = IH0
, ∀ i > 0. Позначимо I0 = IH0

.
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Розглянемо трикутну групу

T(m1,m2,m3) = 〈x, y, z | xm1 = ym2 = zm3 = xyz = 1〉.

В умовах теореми ця група нескiнченна [6]. Розглянемо її (лiве) регулярне зображення
пiдгрупою перестановок натуральних чисел. Елементу x буде вiдповiдати деяка перестанов-
ка чисел з N, яку ми позначимо X. Аналогiчно, y вiдповiдає перестановка Y , z вiдповiдає Z.
Зрозумiло, що для перестановок виконуються тi ж самi спiввiдношення Xm1 = Y m2 =
= Zm3 = XY Z = 1, через 1 позначимо тотожну перестановку N.

Визначимо унiтарнi оператори A, B, C ∈ Uni(H) таким чином. Нехай A|Hi
= R∗

X(i)AiRi,
де Ai ∈ Uni(H0), i > 0, — деякi оператори. Звiдси A(Hi) = HX(i), а оператор A, очевидно,
є унiтарним за побудовою. Аналогiчно визначимо B|Hi

= R∗

Y (i)BiRi, Bi ∈ Uni(H0); C|Hi
=

= R∗

Z(i)CiRi, Ci ∈ Uni(H0).
Покажемо, що оператори Ai, Bi, Ci можна пiдiбрати таким чином, що будуть викону-

ватись спiввiдношення

U = ABC, Am1 = Bm2 = Cm3 = I,

для будь-якого наперед заданого U ∈ Uni(H), звiдки випливатиме твердження теореми.
Умова Am1 = I еквiвалентна такiй:

∀n ∈ N : AXm1−1(n) · · ·AX(n)An = I0.

Зауважимо, що ∀n ∈ N : Xm1(n) = n.
Аналогiчно, умови Bm2 = I, Cm3 = I еквiвалентнi вiдповiдно

∀n ∈ N : BY m2−1(n) · · ·BY (n)Bn = I0,

∀n ∈ N : CZm3−1(n) · · ·CZ(n)Cn = I0.

Умова U = ABC еквiвалентна такiй:

∀n ∈ N : AY Z(n)BZ(n)Cn = RnUnR
∗

n.

Зауважимо, що ∀n ∈ N : XY Z(n) = n. Позначимо Qn = RnUnR
∗

n ∈ Uni(H0).
Отже, маємо нескiнченну систему рiвнянь з нескiнченною кiлькiстю невiдомих — Ai, Bi,

Ci, та “коефiцiєнтами” Qi. Покажемо, що ця система має розв’язок.
По-перше, покладемо Ai = I0, ∀ i > 0. Залишиться

∀n ∈ N : BY m2−1(n) · · ·BY (n)Bn = I0,

∀n ∈ N : CZm3−1(n) · · ·CZ(n)Cn = I0,

∀n ∈ N : BZ(n)Cn = Qn.

Звiдси маємо

∀n ∈ N : Cn = B∗

Z(n)Qn

та

∀n ∈ N : B∗

nQZm3−1(n) · · ·B
∗

Z2(n)QZ(n)B
∗

Z(n)Qn = I0.
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Останнє еквiвалентне

∀n ∈ N : BnQ
∗

nBZ(n) · · ·Q
∗

Zm3−2(n)BZm3−1(n)Q
∗

Zm3−1(n) = I0.

Отже, маємо таку систему:

∀n ∈ N : BY m2−1(n) · · ·BY (n)Bn = I0,

∀n ∈ N : BnQ
∗

nBZ(n)Q
∗

Z(n) · · ·BZm3−1(n)Q
∗

Zm3−1(n) = I0,

∀n ∈ N : Cn = B∗

Z(n)Qn.

Рiвняння BY m2−1(n) · · ·BY (n)Bn = I0 називатимемо рiвняннями Y -типу, а
BnQ

∗

nBZ(n)Q
∗

Z(n) · · ·BZm3−1(n)Q
∗

Zm3−1(n) = I0 — рiвняннями Z-типу. Набiр чисел

Oy(n) = {n, Y (n), . . . , Y m2−1(n)} називатимемо Y -орбiтою числа n, а Oz(n) =
= {n,Z(n), . . . , Zm3−1(n)} — Z-орбiтою числа n.

Далi нам знадобиться лема з [3]:
Лема 1. У групi T(m1,m2,m3) = 〈x, y, z | xm1 = ym2 = zm3 = xyz = 1〉 при 1/m1 + 1/m2 +

+ 1/m3 6 1 та m2 = 2l2, m3 = 2l3, l2, l3 ∈ N мають мiсце такi нерiвностi:

∀ k 6= 0: (yl2zl3)k 6= 1, (yl2zl3)kyl2 6= 1, zl3(yl2zl3)k 6= 1.

З леми також випливає, що yl2 6= 1, zl3 6= 1. Зауважимо, що якщо P1 та P2 — перестанов-
ки, що вiдповiдають рiзним елементам групи в регулярному зображеннi, то ∀n : P1(n) 6=
6= P2(n). Тож маємо, що

∀n ∈ N ∀ k 6= 0: Y l2(n) 6= n, Z l3(n) 6= n,

(Y l2Z l3)k(n) 6= n, (Y l2Z l3)kY l2(n) 6= n, Z l3(Y l2Z l3)k(n) 6= n.

Уявимо, що кожне число n ∈ N з’єднано ребрами з Y l2(n) та Z l3(n). З вищенаведених
нерiвностей випливає, що кожне число з’єднано рiвно з двома iншими числами та не має
циклiв. Отже, множина N розбивається на нескiнченнi ланцюги:

· · · − Y l2Z l3(g0)− Z l3(g0)− g0 − Y l2(g0)− Z l3Y l2(g0)− · · ·

· · · − Y l2Z l3(g1)− Z l3(g1)− g1 − Y l2(g1)− Z l3Y l2(g1)− · · ·

. . .− Y l2Z l3(g2)− Z l3(g2)− g2 − Y l2(g2)− Z l3Y l2(g2)− . . .

· · ·

де gi ∈ N — така послiдовнiсть, що gk не з’єднано шляхом з попереднiми gi, i < k. Скiнченна
вийде кiлькiсть ланцюгiв чи нi, нам буде не важливо.

Вiдзначимо, що з леми 1 також можна вивести таку лему
Лема 2. У групi T(m1,m2,m3) = 〈x, y, z | xm1 = ym2 = zm3 = xyz = 1〉 при 1/m1 + 1/m2 +

+ 1/m3 6 1 та m2 = 2l2, m3 = 2l3, l2, l3 ∈ N мають мiсце нерiвностi

∀ r ∈ Z ∀ k 6= 0: (yl2zl3)k 6= yr, (yl2zl3)kyl2 6= yr, zl3(yl2zl3)k−1 6= yr,

∀ r ∈ Z ∀ k 6= 0: (yl2zl3)k 6= zr, (yl2zl3)kyl2 6= zr, zl3(yl2zl3)k−1 6= zr.
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Доведення. Нехай (yl2zl3)k = yr. Тодi (yl2zl3)km2 = yrm2 = 1, що суперечить лемi 1.
Нехай (yl2zl3)kyl2 = yr, тодi (yl2zl3)k = yr−l2 — протирiччя. Нехай zl3(yl2zl3)k−1 = yr. Тодi
(yl2zl3)k = yr+l2 — протирiччя. Iншi нерiвностi доводяться аналогiчно.

З леми 2 випливає, що числа з одного ланцюга, якi не з’єднанi ребром, не можуть
належати однiй Y чи Z орбiтi.

Перейдемо до розв’язання нашої системи рiвнянь. Будемо встановлювати значення Bn

для чисел n у такому порядку: g0, Y
l2(g0), Z

l3Y l2(g0), . . . ; Z l3(g0), Y
l2Z l3(g0), . . . ; g1, Y

l2(g1),
Z l3Y l2(g1), . . . ; Z l3(g1), Y l2Z l3(g1), . . . ; . . . . Тобто взяли gi, пiшли направо по ланцюгу,
“дiйшли” до кiнця, пiшли налiво, перейшли до наступного ланцюга.

Кожне Bn присутнє рiвно в одному рiвняннi типу Y та рiвно в одному рiвняннi ти-
пу Z. Самi значення Bn будемо встановлювати так. Якщо iснують k2, k3 такi, що значення
для BY k2 (n) та BZk2(n) не встановленi, то беремо Bn будь-яким — жодна iз систем не по-
рушиться. Якщо всi BY k(n) (крiм Bn, звiсно) встановленi, але не всi BZk(n) встановленi,
то значення для Bn однозначно знаходиться з вiдповiдного рiвняння Y -типу. Аналогiчно,
якщо встановленi всi BZk(n), але не всi BY k(n), то Bn однозначно знаходиться з вiдповiдного
рiвняння Z-типу. Єдиний “поганий” випадок, коли нам доведеться встановлювати Bn, якщо
всi BY k(n) та BZk(n) вже встановленi. Але насправдi такого нiколи не трапиться. Дiйсно,
нехай ми встановили значення для перших k ланцюгiв. Звiдси випливає, що в кожнiй Y
та Z орбiтi у нас буде парна кiлькiсть встановлених для Bn значень, тому що разом з Bn

будуть встановленi значення для BY l2 (n) та BZl3 (n) (зауважимо, що за рахунок нерiвностей
з леми 2 елементи з одного ланцюга можуть належати однiй орбiтi тодi й тiльки тодi, коли
вони з’єднанi ребром). Отже, пiсля встановлення значень для перших k ланцюгiв у кожнiй
орбiтi залишиться парна кiлькiсть не встановлених значень Bn. Не важко бачити, що в такiй
ситуацiї встановлюючи значення Bn для (k+ 1)-го ланцюга, ми не натрапимо на “поганий”
випадок — на кожному кроцi в Y чи Z орбiтi завжди лишатиметься вiльне значення для
деякого Bn. Таким чином, ми довели, що отриману нами систему рiвнянь можна розв’язати
для будь-яких значень Qi ∈ Uni(H0). Теорему доведено.

Наслiдок. При mi > 2, 1/m1+1/m2+1/m3 = 1 будь-який унiтарний оператор U в не-
скiнченновимiрному гiльбертовому просторi H є добутком трьох унiтарних операторiв
U = ABC таких, що Am1 = Bm2 = Cm3 = I.

Доведення. Для (m1,m2,m3) = (2, 4, 4) чи (3, 2, 6) це є безпосереднiм наслiдком теоре-
ми 1. Випадок (3, 3, 3) виплитває з [2].
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Д.Ю. Якименко

Про унитарные операторы, равные произведению унитарных корней

из единичного оператора

Доказано, что любой унитарный оператор U в бесконечномерном гильбертовом прост-

ранстве можна представить как произведение трех унитарных операторов U1, U2, U3 та-

ких, что Umi

i
= I, где mi ∈ N, 1/m1 + 1/m2 + 1/m3 6 1 и m2, m3 — четные.

D.Yu. Yakymenko

On the unitary operators expressible as a product of unitary roots of

the identity operator

We prove that any unitary operator U in the infinite-dimensional Hilbert space is expressible as a

product of three unitary operators U1, U2, U3 such that Umi

i
= I, where mi ∈ N, 1/m1 + 1/m2 +

+ 1/m3 6 1, and m2, m3 are even numbers.
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