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Отримано новi узагальнення теорем Шура та Бера. Зокрема, доведено автоморфнi ана-
логи теорем Шура та Бера у випадку, коли група внутрiшнiх автоморфiзмiв має скiн-
ченний iндекс у довiльнiй пiдгрупi групи автоморфiзмiв.

Зв’язки, що iснують мiж властивостями фактор-групи групи G за її центром ζ(G) та влас-
тивостями комутанта [G,G], у багатьох випадках є досить близькими. Першим вивчати цi
зв’язки почав I. Шур. Зокрема, з його результатiв випливає, що скiнченнiсть центральної
фактор-групи G/ζ(G) групи G тягне за собою скiнченнiсть комутанта [G,G] групи G [1].
Точнiше, якщо π — це множина простих чисел, а G/ζ(G) є скiнченною π-групою, то [G,G]
також є скiнченною π-групою (див., наприклад, [2]).

З iншого боку, вiдомий такий факт: якщо G збiгається з членом ζk(G) верхнього цен-
трального ряду, що має номер k, то член γk+1(G) нижнього центрального ряду, що має
номер k + 1, є одиничним. Базуючись на теоремi Шура, Р. Бер [3] отримав узагальнен-
ня цього твердження. Вiн довiв, що скiнченнiсть фактор-групи G/ζk(G) тягне за собою
скiнченнiсть γk+1(G). I навпаки, Ф. Холл розглянув дуальну ситуацiю. Вiн довiв [4], що
скiнченнiсть пiдгрупи γk+1(G) тягне за собою скiнченнiсть фактор-групи G/ζ2k(G). Пiсля
цього з’явилося багато узагальнень теореми Шура. Серед них було i нижченаведене.

Нeхай G — група, A — пiдгрупа її групи автоморфiзмiв Aut(G). Як звичайно, покладемо

CG(A) = {g ∈ G | α(g) = g для кожного α ∈ A}, [G,A] = ⟨g−1α(g) | g ∈ G,α ∈ A⟩.

П. Хегартi [5] показав, що зi скiнченностi фактор-групи G/CG(Aut(G)) випливає скiн-
ченнiсть [G,Aut(G)]. Слiд зазначити, що умова скiнченностi фактор-групи G/CG(Aut(G))
є дуже сильною. Зокрема, з цiєї умови випливає, що вся група автоморфiзмiв Aut(G) є скiн-
ченною. Нескiнченнi групи, якi мають скiнченну групу автоморфiзмiв, дослiджувались ба-
гатьма авторами. Зокрема, в серiї статей [6–11] вивчались вiльнi вiд скруту групи, що мають
скiнченну групу автоморфiзмiв.

У зв’язку з цим цiлком природно розглянути ситуацiю, коли A буде деякою власною
пiдгрупою групи Aut(G). У загальному випадку CG(A) не завжди буде нормальною пiд-
групою групи G. Але якщо група внутрiшнiх автоморфiзмiв Inn(G) мiститься в A, то
CG(A) 6 CG(Inn(G)) = ζ(G), зокрема, CG(A) буде нормальною пiдгрупою в G. Очевид-
но, що CG(A) є A-iнварiантною пiдгрупою. З iншого боку, пiдгрупа [G,A] буде нормальною
для будь-якої пiдгрупи A 6 Aut(G). Дiйсно, нехай g, x ∈ G, α ∈ A, тодi

x−1[g, α]x = x−1g−1α(g)x = (gx)−1α(g)x = (gx)−1α(gxx−1)x = (gx)−1α(gx)α(x−1)x =

= [gx, α](α(x))−1x = [gx, α](x−1α(x))−1 = [gx, α][x, α]−1 ∈ [G,A].
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Тому цiлком природно спочатку розглянути ситуацiю, коли Inn(G) 6 A. У данiй роботi
ми розглянемо аналоги теорем Шура, Бера та Холла. Першим результатом є

Tеорема 1. Нехай G — група, A — пiдгрупа групи автоморфiзмiв Aut(G). Припу-
стимо, що A мiстить у собi Inn(G), i нехай iндекс |A : Inn(G)| = k скiнченний. Якщо
фактор-група G/CG(A) скiнченна, то пiдгрупа [G,A] також скiнченна. Бiльш того, якщо
|G/CG(A)| = t, то |[G,A]| 6 ktd, де d = (1/2)(logp t + 1), p — це найменший простий
дiльник числа t.

Наслiдок [5]. Нехай G — група. Припустимо, що фактор-група G/CG(Aut(G)) скiн-
ченна. Тодi пiдгрупа [G,Aut(G)] також є скiнченною.

Починаючи з пiдгруп CG(A) та [G,A], ми можемо побудувати верхнiй та нижнiй
A-центральнi ряди. Покладемо ζ1(G,A) = CG(A), ζ2(G,A)/ζ1(G,A) = ζ1(G/ζ1(G,A)),
i взагалi, якщо для порядкового числа ν ми вже визначили ζν(G,A), то покладемо
ζν+1(G,A)/ζν(G,A) = ζ1(G/ζν(G,A)), a якщо ν — граничне порядкове число, то ζν(G,A) =
=
∪
µ<ν

ζµ(G,A). Останнiй член ζγ(G,A) = ζ∞(G,A) цього ряду називається верхнiм A-гiпер-

центром G, a порядкове число γ — A-центральною довжиною групи G, яке позначатимемо
через zl(G,A). Якщо A мiстить у собi групу внутрiшнiх автоморфiзмiв, то всi члени верх-
нього A-центрального ряду є нормальними пiдгрупами групи G.

Нижнiй A-центральний ряд групи G — це спадний ряд

G = γ1(G,A) > γ2(G,A) > · · · > γν(G,A) > γν+1(G,A) > · · · ,

члени якого визначаються за правилом: γ2(G,A) = [G,A], γν+1(G,A) = [γν(G,A), A] для всiх
порядкових чисел ν тa γλ(G,A) =

∩
µ<λ

γµ(G,A) для граничних порядкових чисел λ. Останнiй

член γδ(G,A) = γ∞(G,A) цього ряду називається нижнiм A-гiпоцентром групи G.
Якщо A = Inn(G), то отримуємо звичайнi поняття верхнього та нижнього центральних

рядiв групи G.
Наступним основним результатом є
Теорема 2. Нехай G — група, A — пiдгрупа групи автоморфiзмiв Aut(G). Припустимо,

що A мiстить у собi Inn(G), i нехай iндекс |A : Inn(G)| = k скiнченний. Припустимо
також, що zl(G,A) = m та G/ζ∞(G,A) скiнченнi. Тодi cкiнченною є i пiдгрупа γm+1(G,A).
Бiльш того, iснує така функцiя β, що |γm+1(G,A)| 6 β(k,m, t), де t = |G/ζ∞(G,A)|.

Функцiя β(k,m, t), що фiгурує в останнiй теоремi, визначається рекурсивно: β(k, 1, t) =
= ktd(1), де d(1) = (1/2)(log2 t + 1), та β(k,m + 1, t) = k(β(k,m, t))d(m+1), де d(m + 1) =
= (1/2)(log2(β(k,m, t)) + 1).

За теоремою 2 скiнченнiсть фактор-групи G/ζm(G,A) тягне за собою скiнченнiсть пiд-
групи γm+1(G,A). Але тодi скiнченним буде i нижнiй A-гiпоцентр групи G. Для його по-
рядку також отримано верхню границю. Як це не парадоксально, але вона виявилася бiльш
простiшою, нiж верхня границя для порядку γm+1(G,A), яка була отримана в теоремi 2.
Для порядку γ∞(G,A) була отримана така границя: |γ∞(G,A)| 6 ktr, де r = (1/2)(log2 t+3).

Наступним i останнiм нашим основним результатом є автоморфний варiант теореми
Холла.

Tеорема 3. Нехай G — група, A — пiдгрупа групи автоморфiзмiв Aut(G). Припустимо,
що A мiстить у собi Inn(G), i нехай iндекс |A : Inn(G)| = k скiнченний. Якщо пiдгрупа
γm+1(G,A) скiнченна для деякого натурального номера m, то фактор-група G/ζ2m(G,A)
також є скiнченною. Бiльш того, iснує така функцiя η, що |G/ζ2m(G,A)| 6 η(k,m, t), де
t = |γm+1(G,A)|.
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М.Р. Диксон, Л.А. Курдаченко, А.А. Пыпка

О некоторых аналогах теорем Шура и Бэра

Получены новые обобщения теорем Шура и Бэра. В частности, доказаны автоморфные ана-
логи теорем Шура и Бэра в случае, когда группа внутренних автоморфизмов имеет конеч-
ный индекс в произвольной подгруппе группы автоморфизмов.

M.R. Dixon, L.A. Kurdachenko, A.A. Pypka

On some analogues of theorems of Schur and Baer

We obtained new generalizations of theorems of Schur and Baer. In particular, we proved auto-
morphic analogues of these theorems in the case, when a group of inner automorphisms has finite
index in an arbitrary subgroup of the group of automorphisms.
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