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На базi методу суперпозицiї проводиться розрахунок дифракцiї антисиметричних хвиль
Релея–Лемба на вертикальнiй границi хвилеводу, утвореному при жорсткому контактi
двох пiвшарiв з однаковими механiчними характеристиками, але рiзної висоти. Прово-
диться аналiз трансформацiї енергiї падаючої хвилi у вiдбитi та пройденi хвилi залежно
вiд частоти при рiзних спiввiдношеннях висот контактуючих шарiв.

Розв’язання багатьох прикладних задач геофiзики, сейсмологiї, неруйнiвного контролю ба-
зується на аналiзi поширення та дифракцiї хвиль рiзної фiзичної природи в нерегулярних
хвилеводах. Нерегулярнiсть може бути як геометрична, наприклад, сходинка, змiна пере-
рiзу хвилеводу, так i фiзична — рiзка змiна властивостей матерiалу в напрямку поширення
хвилi тощо. Неоднорiдностi рiзних типiв iстотно впливають на поширення хвиль в областi
вiдносно високих частот, коли характерний розмiр неоднорiдностi порiвняний з довжиною
хвилi. Як правило, в цьому частотному дiапазонi одновимiрнi теорiї неправомiрнi. Тому для
адекватного опису фiзичних явищ у високочастотнiй областi необхiдно розробляти аналi-
тичнi методи розв’язання граничних задач у тривимiрнiй постановцi.

Другою особливiстю щодо високочастотного дiапазону є можливiсть появи хвиль, що
поширюються, вищих порядкiв, якi суттєво змiнюють хвильову картину в неоднорiдному
хвилеводi незалежно вiд фiзичної природи поля (акустичних, електромагнiтних, пружних
хвиль).

При аналiзi поширення пружних хвиль з’являється ще одна особливiсть, обумовлена
iснуванням у пружному тiлi двох типiв хвиль, — поздовжнiх i поперечних, якi взаємодiють
мiж собою на границi. Ця взаємодiя призводить до появи ряду специфiчних для пружних
хвилеводiв явищ, якi не мають аналога для хвиль iншої фiзичної природи. Для нерегу-
лярних пружних хвилеводiв прикладом таких ефектiв можуть бути резонанснi явища, якi
проявляються в рiзкiй змiнi вiдбитої вiд поверхнi неоднорiдностi енергiї в областi частот,
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в якiй не змiнюється кiлькiсть хвиль, що поширюються. При цьому частота, на якiй спо-
стерiгається рiзка змiна енергiї, вiдбитої вiд неоднорiдностi, iстотно залежить вiд багатьох
факторiв. Зокрема, вiд типу неоднорiдностi, симетрiї коливань, спектральних особливостей
хвилеводу, механiчних характеристик контактуючих середовищ.

Впливу фiзичної неоднорiдностi на трансформацiю енергiї падаючої хвилi у вiдбите
i пройдене поля присвяченi роботи [1–3], в яких показано, що в областi iснування тiльки
однiєї хвилi, що поширюється, iснують частотнi дiапазони, де спостерiгається як рiзке збiль-
шення енергiї пройденого поля, так i дiапазони частот, де збiльшується енергiя вiдбитого
поля. При цьому на нижчих частотах вiдбувається збiльшення прозоростi границi, а збiль-
шення енергiї вiдбитого поля фiксується в бiльш високочастотнiй областi. В областi частот,
в якiй iснує тiльки одна хвиля, що поширюється, рiзкi змiни в ефективностi проходження
та вiдбиття хвиль на границi можуть бути викликанi тiльки значним збудженням неодно-
рiдних хвиль. У роботах [3, 4] знайдено кореляцiю мiж резонансним збiльшенням енергiї
вiдбитого поля i рiвнем збудження неоднорiдних хвиль.

Змiна механiчних характеристик контактуючих середовищ дозволяє змiстити частоти,
на яких вiдбуваються резонанснi явища, i варiювати добротнiсть резонансу. Змiна типу
симетрiї коливань значно сильнiше впливає на частоти резонансiв i ефективнiсть їх про-
яву. В роботi [5] показано, що при змiнi типу симетрiї коливань у складеному хвилеводi
сталої товщини, але з рiзними механiчними характеристиками середовищ, не спостерiгаєть-
ся ефект збiльшення прозоростi границi в областi вiдносно низьких частот, а збiльшення
енергiї вiдбитого поля обумовлено появою поширюваних хвиль вищих порядкiв.

У роботi [6] розглянуто трансформацiю падаючої хвилi в ступiнчастому хвилеводi при
симетричних коливаннях. Показано, що при геометричнiй неоднорiдностi також мають мi-
сце ефекти рiзкої змiни енергiї вiдбитого та пройденого полiв у певних частотних дiапазо-
нах. При цьому в областi бiльш низьких частот вiдбувається рiзке збiльшення прозоростi
границi, i це зумовлено значним збудженням неоднорiдних хвиль. У бiльш високочастотнiй
областi спостерiгається ефект збiльшення енергiї вiдбитого поля, i цей ефект викликаний
появою хвиль вищих порядкiв.

Дана робота присвячена дослiдженню процесу трансформацiї енергiї падаючої хвилi
на сходинцi при антисиметричних коливаннях та аналiзу впливу типу симетрiї на прояв
резонансних властивостей енергiї вiдбитого та пройденого полiв.

Розглядається стацiонарне хвильове поле в пружному хвилеводi, утвореному жорстким
з’єднанням двох пружних пiвшарiв рiзної товщини, але з однаковими механiчними характе-
ристиками. Хвильове поле збуджується першою нормальною хвилею, що приходить з не-
скiнченностi в правому пiвшарi (Z > 0). Поверхнi Y = ±h, Z 6 0, Y = ±H, Z > 0 вiльнi
вiд напружень. Iндекси 0,1 i −2 вiдносяться до падаючої, пройдених i вiдбитих хвиль вiд-
повiдно. В зонi контакту виконуються умови спряження

σ(2)zz (y, 0) + σ(0)zz (y, 0) =

{
σ(1)zz (y, 0), |y| 6 α,
0, α < |y| 6 1,

τ (2)zz (y, 0) + τ (0)zz (y, 0) =

{
τ (1)zz (y, 0), |y| 6 α,
0, α < |y| 6 1,

α = h/H,

u(1)z (y, 0) = u(2)z (y, 0) + u(0)z (y, 0), |y| 6 α,

u(1)y (y, 0) = u(2)y (y, 0) + u(0)y (y, 0), |y| 6 α.

(1)
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Рис. 1

Необхiдно знайти вектори перемiщень у вiдбитому i пройденому полях, якi задоволь-
няють векторне рiвняння Ламе:

µ∆~u(λ+ µ) grad div ~u = ρ
∂2~u

∂t2
. (2)

Додатково до умов спряження (1) повиннi виконуватися умови випромiнювання на не-
скiнченностi, якi полягають у тому, що кожна поширювана нормальна хвиля в пройденому
i вiдбитому полi переносить енергiю вiд границi на нескiнченнiсть.

Для розв’язання поставленої граничної задачi в данiй роботi застосовувався метод су-
перпозицiї. Вирази для вектора перемiщень у вiдбитому та пройденому полях, а також
вiдповiднi цим перемiщенням напруження в рамках методу суперпозицiї наведенi в робо-
тi [5]. Виконання граничних умов на поверхнях Y = ±h, Y = ±H i умов спряження (1)
приводить до системи iнтегро-алгебраїчних рiвнянь. Аналiз асимптотичних властивостей,
невiдомих в цих рiвняннях, проведений згiдно з характером локальної особливостi напру-
жень у кутовiй точцi [7]. Алгоритм розв’язання системи виконаний аналогiчно роботi [5],
i тут на ньому зупинятися не будемо, а перейдемо до аналiзу чисельних результатiв. Розра-
хунки виконанi для матерiалу з коефiцiєнтом Пуассона ν = 0,3 для дiапазону частот нижче
критичної частоти для третьої хвилi, що поширюється у вiдбитому полi (Ω2 6 4,7).

На рис. 1 наведено частотну залежнiсть трансформацiї енергiї падаючої хвилi у вiдбитi
хвилi. Номер кривої вiдповiдає рiзним значенням α: 1 — 0,2; 2 — 0,4; 3 — 0,6; 4 — 0,8.
Для всiх величин α енергiя вiдбитого поля досягає першого локального максимуму на ча-
стотi Ω∗, на якiй у вiдбитому полi з’являється друга хвиля, що поширюється. Процентний
вмiст енергiї, яку переносить ця хвиля, залежить вiд величини α. Чим менше α, тим силь-
нiше збуджується друга мода i тим ближче хвильова картина в ступiнчастому хвилеводi
до хвилеводу з вiльним торцем [8]. Процентний вмiст енергiї другої вiдбитої хвилi залежно
вiд частоти для рiзних величин α показано на рис. 2. Вище критичної частоти для дру-
гої вiдбитої хвилi, що поширюється, для всiх розглянутих величин α ця хвиля збiльшує
свою енергоємнiсть. При цьому для α = 0,2; 0,4 на частотi, на якiй спостерiгається перший
максимум вiдбитого поля, енергiя розсiяного поля в основному визначається другою вiд-
битою хвилею. Проте частота, на якiй енергiя, що переноситься другою вiдбитою хвилею,
максимально не збiгається з частотою, на якiй спостерiгається максимум вiдбитого поля.
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Рис. 2

Зокрема, для α = 0,2 на частотi Ω = 1,6 > Ω∗ друга вiдбита хвиля переносить 64% енергiї
падаючої хвилi, перша вiдбита хвиля — 27, а перша пройдена — 0,9%. При подальшому зро-
станнi частоти в дiапазонi частот, в якому фiксується максимальна ефективнiсть вiдбиття,
енергiя другої вiдбитої моди збiльшується, першої — падає, а пройденої хвилi — зростає.
Незважаючи на те, що ефективнiсть вiдбиття енергiї на границi в основному визначається
рiвнем збудження другої поширюваної хвилi, перша вiдбита хвиля також збуджується до-
сить сильно. Для α = 0,4 характер розподiлу енергiї падаючої хвилi мiж двома вiдбитими
i однiєї пройденою хвилею аналогiчний. При збiльшеннi α ситуацiя змiнюється. Хоча вище
своєї критичної частоти друга вiдбита хвиля, що поширюється, збiльшує свою енергоєм-
нiсть, перша пройдена хвиля залишається визначальною у розподiлi енергiї, яка вноситься
в систему, значна частина енергiї падаючої хвилi проходить у бiльш вузьку частину хвиле-
воду. Для α = 0,6 — 73,7%E0, а для α = 0,8 — 96,1%E0.

Таким чином, перший локальний максимум в енергiї вiдбитого поля обумовлений по-
явою другої вiдбитої хвилi, що поширюється, а рiвень її збудження визначає ефективнiсть
вiдбиття енергiї вiд границi.

На рис. 1 в областi бiльш високих частот спостерiгається другий локальний максимум
енергiї вiдбитого поля. Вiдзначимо, що для всiх величин α в околi частоти другого макси-
муму енергiї у вiдбитому полi iснують двi хвилi, що поширюються. У пройденому полi,
в розглянутому частотному дiапазонi, можуть поширюватися одна або двi хвилi. Зокрема,
для α = 0,2 друга хвиля, що поширюється, в розглянутому частотному дiапазонi у прой-
деному полi не з’являється. Для α = 0,4 друга хвиля з’являється на частотi Ω2 = 3,8; для
α = 0,6 — на частотi Ω2 = 2,6; для α = 0,8 — на частотi Ω2 = 1,9. На цих частотах не
вiдзначаються рiзкi змiни енергiї у вiдбитому, а вiдтак — i у пройденому полях. Очевид-
но, збiльшення ефективностi вiдбиття на бiльш високих частотах викликане особливостями
збудження неоднорiдних хвиль в даному частотному дiапазонi.

На рис. 3 наведено частотнi залежностi модуля амплiтуди нормальної хвилi з першим
комплексним хвильовим числом. Номер кривої, як i на попереднiх рисунках, вiдповiдає
рiзним значенням α. Насамперед вiдзначимо, що для величин α = 0,2; 0,4; 0,6 модуль ам-
плiтуди неоднорiдної хвилi з першим комплексним хвильовим числом перевищує амплiтуду
падаючої хвилi. Зi збiльшенням α (товщини першого пiвшару — пройдене поле) амплiту-
да неоднорiдної хвилi падає, а її максимум змiщується в область бiльш високих частот.
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Рис. 3

При цьому зауважимо, що на частотi, на якiй модуль амплiтуди неоднорiдної хвилi досягає
свого максимального значення, фаза може змiнювати або не змiнювати знак залежно вiд
величини α.

Зокрема, для α = 0,2 (крива 1 ) модуль амплiтуди першої неоднорiдної хвилi переви-
щує амплiтуду падаючої в 1,5 раза на частотi Ω2 = 4,0. При цьому частота, на якiй спо-
стерiгається змiна фази цiєї хвилi, не збiгається з частотою максимуму амплiтуди, фаза
змiнює знак на нижчiй частотi. Вiдзначимо, що при вiдбиттi вiд вiльного торця хвилево-
ду першої згинної хвилi, що поширюється (для ν = 0,3), максимальна величина модуля
амплiтуди неоднорiдної хвилi з першим комплексним хвильовим числом фiксувалася на
частотi Ω2 = 4,17. Частота, на якiй фаза цiєї хвилi змiнювала знак, так само не збiгалася
з частотою максимуму амплiтуди. [8]. Отже, для малих величин α частотнi залежностi для
амплiтуди неоднорiдної хвилi в ступiнчастому хвилеводi багато в чому подiбнi до поведiнки
неоднорiдної хвилi в хвилеводi з вiльним торцем.

Порiвняння рис. 1 i рис. 3 показує, що другий локальний максимум енергiї вiдбитого по-
ля корелює з максимумом амплiтуди неоднорiдної хвилi з першим комплексним хвильовим
числом. Як видно при порiвняннi рисункiв, зi збiльшенням α величина максимуму енергiї
i модуля амплiтуди падає i змiщується в бiльш високочастотну область.

Таким чином, при вiдбиттi першої нормальної хвилi вiд границi в ступiнчастому хвиле-
водi простежуються два дiапазони частот, в яких вiдбувається збiльшення енергiї вiдбитого
вiд границi поля. Збiльшення вiдбитої вiд границi енергiї в областi нижчих частот обумовле-
но появою другої хвилi, що поширюються, у вiдбитому полi i її значним збудження поблизу
критичної частоти. Частота, на якiй фiксується максимум, не залежить вiд спiввiдношення
товщин контактуючих хвилеводiв (α), а рiвень збiльшення вiдбитого поля залежить вiд α
i зменшується з ростом α. В областi вищих частот спостерiгається другий максимум в енер-
гiї вiдбитого поля i цей максимум пов’язаний зi значним збудженням неоднорiдних хвиль.
У цьому випадку як частота, на якiй вiдзначається максимум вiдбитого поля, так i його
величина значною мiрою визначаються величиною α. Також зауважимо, що обидва макси-
муми мають мiсце в областi частот, в якiй iснують двi хвилi, що поширюються у вiдбитому
полi.
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Н.С. Городецкая, Е.А. Недилько

Трансформация изгибных волн на вертикальной границе
в ступенчатом волноводе

На основе метода суперпозиции проводится расчет дифракции антисимметричных волн
Рэлея–Лэмба на вертикальной границе волновода, образованного при жестком контакте
двух полуслоев с одинаковыми механическими характеристиками, но разной высоты. Про-
водится анализ трансформации энергии падающей волны в отраженные и прошедшие волны
в зависимости от частоты при разных соотношениях высот контактирующих слоев.

N. S. Gorodetska, O.O. Nedil’ko

Transformation of flexural waves on the vertical boundary in a stepwise
waveguide

The estimation of the diffraction of Rayleigh–Lamb’s waves on the vertical boundary of a waveguide
formed by the strong contact of two half-strips with identical mechanical properties and different
heights has been obtained on the basis of the superposition method. The analysis of the energy
transformation of the incident wave into reflected and transmitted waves depending on the frequency
at the different ratios of the heights of the contacting layers has been performed.
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