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Розв’язано задачу Колмогорова про iснування функцiї з заданими нормами похiдних на
класах кратно монотонних i абсолютно монотонних функцiй у випадку довiльного числа
норм. Також показано зв’язок задачi Колмогорова i проблеми моментiв Маркова.
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1. Позначення та постановка задачi. Через L∞(R−) позначимо простiр iстотно обме-
жених вимiрних функцiй x : R− → R зi звичайною нормою ∥ · ∥ = ∥ · ∥L∞(R−).

Для r ∈ N через Lr
∞(R−) будемо позначати простiр функцiй x : R− → R, що мають

локально абсолютно неперервну похiдну порядку r− 1, x(0) = x, i таких, що x(r) ∈ L∞(R−).
Покладемо Lr

∞,∞(R−) = Lr
∞(R−)

∩
L∞(R−).

Для x ∈ R i r ∈ N покладемо xr+ := (max{x, 0})r.
Ми розглядаємо задачу Колмогорова про iснування функцiї з заданими нормами похi-

дних у нижченаведенiй постановцi.
Задача Колмогорова. Нехай задано клас функцiйX ⊂ Lr

∞,∞(R−) i довiльну систему d
цiлих чисел 0 6 k1 < k2 < . . . < kd = r. Знайти необхiднi i достатнi умови на систему
додатних чисел Mk1 , Mk2 , . . . ,Mkd , якi б гарантували iснування функцiї x ∈ X такої, що
∥x(ki)∥ = Mki , i = 1, . . . , d.

Нехай задано d ∈ N i цiлi числа 0 6 k1 < k2 < . . . < kd = r. Покладемо k := (k1, . . . , kd),
k2 := (k2, k3, . . . , kd) i 2k2 := (k2, k3, . . . , kd−1). Набiр додатних чисел {Mk1 , . . . ,Mkd} бу-
демо позначати через Mk, набори {Mk2 , . . . ,Mkd} i {Mk2 , . . . ,Mkd−1

} — через Mk2 i M2k2

вiдповiдно. Для заданих вектора k := (k1, . . . , kd) i функцiї x ∈ X покладемо

Mk(x) := (Mk1(x), . . . ,Mkd(x)),

де

Mki(x) = ∥x(ki)∥, i = 1, . . . , d.
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Будемо називати набiр додатних чисел Mk допустимим для класу X ⊂ Lr
∞,∞(R−), якщо

iснує функцiя x ∈ X така, що ∥x(ki)∥ =Mki , i = 1, 2, . . . , d (або, бiльш коротко,Mk(x) =Mk).
Множину всiх ненульових допустимих наборiв Mk будемо позначати через Ak(X). Запис
Mk ∈ Ak(X) означає, що множина Mk допустима для класу X.

У наведених позначеннях задачу Колмогорова можна сформулювати таким чином. Для
заданого класу функцiй X ⊂ Lr

∞,∞(R−) i довiльної системи d цiлих чисел k охарактери-
зувати множину Ak(X).

Iсторiю питання та огляд вiдомих результатiв стосовно задачi Колмогорова можна зна-
йти в роботi [1].

2. Класи абсолютно монотонних та кратно монотонних функцiй. Нескiнченно
диференцiйовну на R− функцiю будемо називати абсолютно монотонною, якщо вона i всi
її похiднi невiд’ємнi на R−. Через AM(R−) будемо позначати клас абсолютно монотонних
на R− функцiй.

Справедливе нижчеподане iнтегральне зображення для абсолютно монотонних функцiй,
що було доведено С.Н. Бернштейном [2].

Теорема 1. Функцiя x(t) є абсолютно монотонною тодi i тiльки тодi, коли її можна
подати у виглядi

x(t) =

∞∫
0

etudβ(u), t ∈ R−, (1)

де β(u) — неспадна обмежена функцiя.
Через Lr,r

∞,∞(R−) позначимо клас функцiй x ∈ Lr
∞,∞(R−) таких, що для k = 0, . . . , r − 1

похiднi x(k) є неспадними та опуклими (див. [3]). Функцiї з класу Lr,r
∞,∞(R−) будемо називати

r-кратно монотонними.
Р. Вiльямсон [3] довiв таку теорему.
Теорема 2. Функцiя y(t) є r-кратно монотонною тодi i тiльки тодi, коли

y(t) =
1

r!

∞∫
0

(1 + ut)r+dβ(u), t ∈ R−, (2)

де β(u) — неспадна обмежена функцiя.
Для чисел a1, . . . , ad через diag(a1, . . . , ad) позначимо квадратну дiагональну матрицю

порядку d з числами a1, . . . , ad на головнiй дiагоналi. Для даного вектора c ∈ Rd позначимо
через diag(a1, . . . , ad)c результат множення матрицi diag(a1, . . . , ad) на вектор-стовпець c.
Для множини A ⊂ Rd покладемо

diag(a1, . . . , ad)A := {diag(a1, . . . , ad) c : c ∈ A}.

Зв’язок мiж множинами Ak(AM(R−)) i Ak(L
r,r
∞,∞(R−)) встановлює така теорема.

Теорема 3. Нехай задано цiлi числа 0 6 k1 < k2 < . . . < kd 6 r, k = (k1, . . . , kd). Тодi

Ak(AM(R−)) = diag((r − k1)!, . . . , (r − kd)!)Ak(L
r,r
∞,∞(R−)).

При доведеннi цiєї теореми ми використовуємо (1), (2) i той факт, що усi норми похiдних
порядкiв k1, . . . , kd у функцiй з класiв Lr,r

∞,∞(R−) i AM(R−) досягаються в точцi нуль.
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3. Розв’язок задачi Колмогорова. Нехай m ∈ N, λs > 0, s = 1, . . . ,m, a1 > a2 >
> . . . > as > 0, λ = (λ1, . . . , λm), a = (a1, . . . , am). Функцiю

ϕ(Lr,r
∞,∞(R−),a, λ; t) :=

1

r!

m∑
s=1

λs(as + t)r+

називатимемо Lr,r
∞,∞(R−)-iдеальним сплайном з m вузлами. Функцiю

ϕ(AM(R−),a, λ; t) :=

m∑
s=1

λse
ast

називатимемо AM(R−)-iдеальним сплайном з m вузлами.
Нехай X позначає один з класiв Lr,r

∞,∞(R−) або AM(R−). Нами доведено, що якщо
k = (k1, . . . , kd), 0 < k1 < k2 < . . . < kd 6 r i d парне, то для довiльного Mk ∈ Ak(X)
iснує єдиний X-iдеальний сплайн ϕ(X;Mk; t) з не бiльше нiж d/2 вузлами, для якого
Mk(ϕ(X;Mk)) = Mk.

Розв’язок задачi Колмогорова на класах Lr,r
∞,∞(R−) та AM(R−) дає нижчесформульо-

вана теорема.
Теорема 4. Нехай r, d ∈ N, d > 3 i 0 6 k1 < k2 < . . . < kd = r — невiд’ємнi цiлi числа,

k = (k1, . . . , kd). Нехай X позначає один з класiв Lr,r
∞,∞(R−) або AM(R−). У випадку, коли d

непарне,

{Mk ∈ Ak(X)} ⇐⇒
{

Mk2 ∈ intAk2(X)

Mk1 > ∥ϕ(k1)(X,Mk2)∥

}∨
∨{Mk2 ∈ ∂Ak2(X)

∩
Ak2(X)

k1 > 0

Mk1 = ∥ϕ(k1)(X,Mk2)∥

}∨{Mk2 ∈ ∂Ak2(X)
∩
Ak2(X)

k1 = 0

Mk1 > ∥ϕ(k1)(X,Mk2)∥

}
,

а у випадку, коли d парне,

{Mk ∈ Ak(X)} ⇐⇒
{

Mk2 ∈ intAk2(X)

Mk1 > ∥ϕ(k1)(X,M2k2)∥

}∨
∨{Mk2 ∈ ∂Ak2(X)

∩
Ak2(X)

k1 > 0

Mk1 = ∥ϕ(k1)(X,M2k2)∥

}∨{Mk2 ∈ ∂Ak2(X)
∩
Ak2(X)

k1 = 0

Mk1 > ∥ϕ(k1)(X,M2k2)∥

}
.

Крiм того, Mk ∈ intAk(X) тодi i тiльки тодi, коли Mk2 ∈ intAk2(X) i Mk1 >
> ∥ϕ(k1)(X,Mk2)∥ (при непарному d) або Mk1 > ∥ϕ(k1)(X,M2k2)∥ (при парному d).

4. Зв’язок задачi Колмогорова та проблеми моментiв Маркова. Проблема мо-
ментiв має достатньо давню iсторiю. Першими її почали систематично вивчати П. Л. Чеби-
шов, А.А. Марков та Т. Стiлтьєс. Класичнi результати з цiєї проблематики можна знайти
в монографiях [4, 5]. Ми розглядаємо проблему моментiв у такому формулюваннi.

Проблема моментiв Маркова. Нехай на напiвосi [0,∞) задано систему функцiй
u1, . . . , un. Знайти необхiднi та достатнi умови на набiр чисел c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn, для
того щоб гарантувати iснування неспадної обмеженої функцiї σ такої, що

ck =

∞∫
0

uk(t) dσ(t), k = 1, . . . , n. (3)
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Через M(u1, . . . , un) позначимо множину всiх наборiв c ∈ Rn, якi допускають зобра-
ження (3).

Вiдмiтимо, що, згiдно з означенням, рiвномiрнi норми абсолютно монотонної на R− фун-
кцiї x(t) та її похiдних досягаються у точцi нуль. Внаслiдок iнтегрального зображення (1)
це означає, що для k = 0, 1, . . .

∥x(k)∥ = x(k)(0) =

∞∫
0

ukdβ(u).

Таким чином, справедлива нижчесформульована теорема, яка показує, що розв’язок
задачi Колмогорова на класi абсолютно монотонних функцiй дає також розв’язок проблеми
моментiв Маркова з функцiями u1(t) = tk1 , . . . , ud(t) = tkd .

Теорема 5. Нехай задано d ∈ N, 0 6 k1 < k2 < . . . < kd, k = (k1, . . . , kd). Тодi

Ak(AM(R−)) = M(tk1 , . . . , tkd).
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Решена задача Колмогорова о существовании функции с заданными нормами производных
на классах кратно монотонных и абсолютно монотонных функций в случае произвольного
числа норм. Показана связь задачи Колмогорова и проблемы моментов Маркова.
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multiply monotone functions with given norms of derivatives
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Kolmogorov’s problem about the existence of a function with given norms of derivatives for classes of
multiply monotone functions and absolute monotone functions in the case of an arbitrary number of
norms is solved. The connection of Kolmogorov’s problem with Markov’s moment problem is shown.

Keywords: Kolmogorov’s problem, multiply monotone function, absolute monotone function, ine-
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