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Сформульовано обернену контактну задачу гравiметрiї для контактної поверхнi в класi
Сретенського. Доведено розривнiсть вертикальної похiдної сили тяжiння, яка фiгурує
в її правiй частинi. Цю особливiсть було використано для редукцiї задачi до альтер-
нативної постановки у виглядi iнтегрального рiвняння 1-го роду. Шляхом рiзницевого
аналiзу меж вiдповiдних iнтегралiв виведено ефективний спосiб послiдовного обчислення
контактiв. Задача узагальнюється на n меж та зберiгає коректнiсть у межах класу
Сретенського.

З початку XXI ст. вiдбувається неперервна змiна основної парадигми теорiї iнтерпретацiї
потенцiальних полiв [1]. Вона супроводжується переглядом ключових методологiчних [2],
апаратно-програмних [3] та числових [4] засад тлумачення даних цих полiв. У рамках ство-
рення числового базису нової парадигми особливого значення набуває розробка адекватного
геофiзичнiй практицi апарату математичного моделювання геофiзичних подiв, адаптовано-
го до обробки масивiв даних великої розмiрностi, в тому числi й на комплексах паралельних
обчислень.

Ключове мiсце в рамках нової методологiї належить аналiтичним апроксимацiям се-
редовища й поля. Теоретичне пiдгрунтя такого пiдходу викладено в працi Страхова [2].
У цьому руслi активно розробляються конструктивнi аналiтичнi апроксимацiї геологiчного
середовища. Зокрема, введенi в науковий обiг апроксимацiї на основi типових блоково-шару-
ватих або сферично-цилiндричних елементiв [5]. Постульовано нагальну потребу доповнити
цi конструкцiї апроксимацiями потенцiальних полiв [6]. Це, певною мiрою, було зроблено
в статтi [7], де запропоновано новий математичний базис (диференцiальне рiвняння) для
опису аномалiй сили тяжiння. Також вивчаються апроксимацiї рельєфу поверхнi спостере-
жень шляхом параметризацiї заданими гладкими функцiями [8].

Продовжуючи актуальнi розробки аналiтичних апроксимацiй середовища, ми пропонує-
мо нову апроксимацiйну схему для визначення контакту двох однорiдних тяжiючих тiл,
якi належать до класу Сретенського, за заданим розподiлом вертикальної компоненти ано-
малiй сили тяжiння. Зауважимо, що аналiтичнi конструкцiї методу дозволяють реалiзувати
розпаралелювання обчислень за рахунок рекурентностi виразiв для розв’язання вiдповiд-
ної прямої задачi.

Вiдзначимо, що постановка та розв’язання прямих i обернених задач гравi- й магнiто-
метрiї у фомулюваннi для класу тiл Сретенського започаткованi в працях Є. Г. Булаха [9].
Цi задачi викладено для числової моделi як з одного [10], так i кiлькох [11] рудних тiл. У си-
лу вдалої та зручної параметризацiї вони зручнi для практичного застосування в комплексi
iнтерпретацiї даних рудної геофiзики. Однак формулювання самого класу Сретенського
моделей аномальних тiл дозволяє представити пряму задачу гравiметрiї у структурнiй пос-
тановцi, чого дотепер не було зроблено. Поширення розв’язку цiєї задачi на кiлька кон-
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Рис. 1. Модель рудного тiла, для якої середня площина у смислi Л. Сретенського є неоднозначною

тактних поверхонь вiдповiдатиме сучаснiй практицi моделювання складного геологiчного
середовища за комплексом геофiзичних даних.

Постановка задачi. Нехай на деякiй горизонтальнiй площинi z = 0 (вiсь z спрямована
вниз) заданi значення вертикальної похiдної Uz(x, 0) потенцiалу сили тяжiння, зумовленого
“нескiнченним” шаром C (подовжується в обидва боки за профiль спостережень), видовже-
ним уздовж осi y. Нехай шар C складається з двох пластiв iз постiйною густиною σ = const,
роздiлених горизонтальною контактною поверхнею H. Цей об’єкт належить класу двови-
мiрних тiл, для яких iснує середня площина Z0 (вона проходить через тiло таким чином,
що будь-який перпендикуляр до неї перетинає поверхню тiла лише в двох точках, по рiз-
нi сторони вiд площини). Контактна поверхня H ундулює навколо середньої площини Z0,
не надто ухиляючись вiд неї, у смислi метрики банахового простору ‖H − Z0‖B → min

x∈D
.

У частинному випадку H збiгатиметься iз Z0. Назвемо цей модельний клас тiл — класом
Сретенського Sr(1,D), (структурний варiант), де 1 — означає сталу густину σ, а D — замк-
нену область (поверхню), виповнену тяжiючими масами.

Зауваження 1. Якщо площина спостережень (денна поверхня) не є горизонтальною, її
можна апроксимувати будь-якою конструкцiєю Z = H(x, y), в тому числi однiєю iз пропо-
нованих в статтi [9].

Зауваження 2. Визначення класу Sr(1,D) через поняття середня площина не є конструк-
тивним, оскiльки застерiгає лише вiд вжитку “глечикоподiбних” тiл i нiяк не регламентує
спосiб визначення середньої площини, наприклад, для множини багатокутникiв (рис. 1).

На нашу думку, подолати амбiвалентнiсть означення класу Sr(1,D) можна, залучивши
диференцiальнi характеристики конкретного сiмейства тiл, як, наприклад, зроблено в [8].
Утiм, подiбнi мiркування виходять за рамки даного повiдомлення. Модель горизонтального
цилiндра апрiорi задовольняє вимоги класу Sr(1,D).

Уточнимо характеристику класу Sr(1,D). Поєднуючи iз середньою площиною аномаль-
ного тiла координатну площину ςøη, аналiтично опишемо область D, зайняту тiлом

D = {(ξ, ζ) : a 6 ξ 6 b, ζ(1)(ξ) 6 ζ 6 ζ(2)(ξ)}, (1)

де −∞ < ζ(i) < ∞ — певнi контактнi поверхнi. При цьому межу ∂D областi D можна
представити як об’єднання двох контурiв ∂D1

⋃
∂D2:

∂Di = {(ζ, ξ) : a 6 ξ 6 b, ζ = ζ(i)(ξ), i = 1, 2}. (2)

Розглянемо пiдклас Sr(1,D0) класу Sr(1,D), коли a = −∞, b =∞, а осi координат ξ й x, ζ
й z паралельнi. Тодi, не порушуючи загальностi мiркувань, можна представити область D0
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та її межi в аналiтичному виглядi:

D0 = {(ξ, ζ) : −∞ < ξ <∞, z(1) 6 ζ 6 z(2)},

∂D0i = {(ξ, ζ) : −∞ < ξ <∞, z(i) = ζ(i)(ξ), i = 1, 2}.
(3)

Нехай пiдклас Sr(1,D0) тяжiючих тiл складається з двох контактних поверхонь

z(i) = ζ(i)(ξ), −∞ < ζ <∞, i = 1, 2, (4)

роздiлених середньою площиною z = z0 > 0.
Поставимо задачу: визначити контакти (4) за значеннями вертикальної похiдної Uz(x, 0)

потенцiалу сили тяжiння.
Аналiтичнi властивостi аномалiй. Розв’язати вказану задачу допоможе аналiз влас-

тивостей похiдних потенцiалу сили тяжiння U(x, z). Представимо цi похiднi як

∂U(x, z)

∂x
= 2fσ

x

D

ξ − x
(ξ − x)2 + (ζ − z)2 dξdζ,

∂U(x, z)

∂z
= 2fσ

x

D

ζ − z
(ξ − x)2 + (ζ − z)2 dξdζ,

(5)

де

D = {(ξ, ζ) : −∞ < ξ <∞, 0 6 ξ 6 ζ(ξ)}. (6)

Внаслiдок подання формули (6) таким чином, подвiйнi iнтеграли в формулах (5) можна
переписати у виглядi

∂U(x, z)

∂x
= 2fσ

∞∫

−∞

dξ

ζ(ξ)∫

0

ξ − x
(ξ − x)2 + (ζ − z)2 dζ,

∂U(x, z)

∂z
= 2fσ

∞∫

−∞

dξ

ζ(ξ)∫

0

ζ − z
(ξ − x)2 + (ζ − z)2 dζ.

Зважаючи на результати, що отриманi в статтi [12], пiсля ряду нескладних аналiтичних
перетворень матимемо спiввiдношення

∂U(x, z)

∂x
= 2fσ

∞∫

−∞

arctg
ζ(ξ)− z
ξ − x dζ,

∂U(x, z)

∂z
= fσ

∞∫

−∞

ln
(ξ − x)2 + [ζ(ξ)− z]
(ξ − x)2 + [ζ(x)− z]dζ +





2πfσζ(x), z 6 0,

2πfσ[ζ(x)− 2z], 0 < x < ζ,

−2πfσζ(x), ζ(x) 6 z.

(7)

Отже, функцiя Ux(x, z) щодо z є неперервною, в той час як функцiя Uz(x, z) щодо z
є розривною. На пiдставi дослiдження фундаментальних властивостей (7) контактiв (4),
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згiдно з методикою аналiзу гармонiчних функцiй, розвиненою в публiкацiї [12], отримуємо
при z → −0 такi вирази зовнiшнiх похiдних гравiтацiйного потенцiалу:

∂Ue(x, 0)

∂x
= 2f

2∑

i=1

σi

∞∫

−∞

arctg
ζ(i)(ξ)

ξ − x dζ,

∂Ue(x, z)

∂z
= f

2∑

i=1

σi

∞∫

−∞

{
2πζ(i)(x)− ln

(ξ − x)2 + [ζ(i)(x)]2

(ξ − x)2 + [ζ(i)(ξ)]2
dζ

}
.

(8)

При цьому на середнiй площинi z = z0 (ζ(1)(x) < z0 < ζ(2)(x), −∞ < x < ∞) з тих самих
спiввiдношень (7) знаходимо, що

∂U(x, z0)

∂x
= 2f

2∑

i=1

σi

∞∫

−∞

arctg
ζ(i)(ξ)− z0
ξ − x dζ,

∂U(x, z0)

∂z
=−2πfσ1ζ(1)(x)+2πfσ2[ζ

(2)(x)−2z0]+f
2∑

i=1

σi

∞∫

−∞

ln
(ξ−x)2+[ζ(i)(x)]2

(ξ−x)2+[ζ(i)(ξ)]2
dζ.

(9)

Спосiб розв’язання. Очевидно, отримано розбiжностi значення потенцiалу на поверх-
нi (8) i на середнiй площинi (9). Це нескладно було передбачити, виходячи з спiввiдношен-
ня (7). Однак у цьому протирiччi закладена цiкава можливiсть для розв’язання поставленої
задачi.

Дiйсно, знайдемо внутрiшню межу похiдної при обчисленнi iнтеграла Пуассона:

∂Ui(x, 0)

∂z
=

1

π

∞∫

−∞

∂U(η, z0)

∂z

z0
(η − x)2 − z20

dη (10)

. Представимо пiдiнтегральну функцiю у виглядi

∂U(x, z0)

∂z
= −2fσ1

x

D1

ζ − z
(ξ − x)2 + (ζ − z)2 dξdζ + 2fσ2

x

D2

ζ − z
(ξ − x)2 + (ζ − z)2 dξdζ

для тяжiючої областi Di = {(ξ, ζ) : − ∞ < ξ < ∞, 0 6 ζ 6 ζ(i)(ξ)}. Обчислюючи iнте-
грал (10), отримуємо з урахуванням наведеного вище зображення такий вираз:

∂Ui(x, 0)

∂z
=−2πfσ1ζ(1)(x)+2πfσ2ζ

(2)(x)−f
2∑

i=1

(−1)iσi
∞∫

−∞

ln
(ξ−x)2+[ζ(i)(x)]2

(ξ−x)2+[ζ(i)(ξ)]2
dζ. (11)

Враховуючи значення зовнiшньої межi (8) та виразу (11), знайдемо рiзницю меж

∂Ue(x, 0)

∂z
− ∂Ui(x, 0)

∂z
= 4πfσ1ζ

(1)(x)− 2fσ1

∞∫

−∞

ln
(ξ − x)2 + [ζ(i)(x)]2

(ξ − x)2 + [ζ(i)(ξ)]2
dζ.
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Щоб спростити подальшi викладки, позначимо цю рiзницю потенцiалiв через функцiю
W (x):

W (x) =

{
∂Ue(x, 0)

∂z
− ∂Ui(x, 0)

∂z

}
.

Вiдтак, нами отримано нелiнiйне iнтегральне рiвняння

ζ(1)(x)− 1

2π

∞∫

−∞

ln
(ξ − x)2 + [ζ(1)(x)]2

(ξ − x)2 + [ζ(2)(ξ)]2
dζ =W (x) (12)

для визначення першого наближення контакту z(1) = ζ(1)(x), −∞ < x < ∞. Розв’язання
подiбних рiвнянь започатковане в публiкацiї [12].

Визначивши iз останнього рiвняння функцiю ζ(1)(x), можна обчислити наближення поля

∂U1(x, 0)

∂z
= −2πfσ1ζ(1)(x)− fσ1

∞∫

−∞

ln
(ξ − x)2 + [ζ(1)(x)]2

(ξ − x)2 + [ζ(2)(ξ)]2
dζ. (13)

А це, в свою чергу, дозволяє знайти в “чистому виглядi” ефект вiд подальшого контак-
ту — у виглядi рiзницi граничного та попереднього значень вертикальної похiдної потенцiалу
сили тяжiння:

∂U2(x, 0)

∂z
=
∂Ue(x, 0)

∂z
− ∂U1(x, 0)

∂z
.

Маючи цю величину, можна з рiвняння, аналогiчного рiвнянню (13), тобто

2πdσ2ζ
(2)(x)− fσ2

∞∫

−∞

ln
(ξ − x)2 + [ζ(1)(x)]2

(ξ − x)2 + [ζ(2)(ξ)]2
dζ =

∂U2(x, 0)

∂z
, (14)

обчислити чергове наближення контакту z(2) = ζ(2)(x), −∞ < x < ∞. Таким чином, було
знайдено “верхню” i “нижню” межi областi (1), що й розв’язує поставлену задачу (4). До
речi, власне, самi контакти ζ(i)(ξ) можна апроксимувати конструкцiями, описаними в [11].

Зауваження 3. Наведенi вище математичнi викладки легко узагальнюються на випа-
док n меж z(i) = ζ(i)(x), −∞ < x <∞, якщо мiж кожною парою цих меж можна провести
середню площину (тобто якщо цi межi не виходять за межi класу Sr(1,D)).

Таким чином, нами введено в науковий обiг новi апроксимацiйнi конструкцiї (12) й (13),
(14), за допомогою яких можна ефективно вiдновити будову шаруватого геологiчного се-
редовища, зображеного парами z(i) = ζ(i)(x), i = 1, 2 (“верхня” i “нижня” межi) контактiв,
обмежених властивостями класу Сретенського Sr(1,D).

Доведено, що на класi Sr(1,D) послiдовнi наближення ζ(i)(x) однозначнi й стiйкi (збi-
гаються до заданого точного розв’язку ζ(0)(x)), якщо похибка вхiдних даних не переви-
щує 3% вiд максимальної амплiтуди аномалiй Uz(x, 0) [13].

Дискретизацiю iнтегральних рiвнянь (12) й (13), (14) доцiльно здiйснити за допомогою
вiдомих методiв скiнченновимiрної редукцiї iнтегральних рiвнянь 1-го роду [14]. Алгоритм
розв’язання задачi пройшов первинну апробацiю на працездатнiсть. У перспективi передба-
чається поширення аналiтичних викладок на тривимiрний випадок та апробацiя алгоритму
на практичних матерiалах.
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Ю.И. Дубовенко

Об определении контакта в модельном классе Сретенского

Сформулирована обратная контактная задача гравиметрии для контактной поверхности
в классе Сретенского. Доказана разрывность вертикальной производной силы тяжести,
фигурирующей в ее правой части. Эта особенность использована для сведения задачи к аль-
тернативной постановке в виде интегрального уравнения 1-го рода. Путем разностного
анализа границ соответствующих интегралов выведен эффективный способ последователь-
ного вычисления контактов. Задача обобщается на n границ и сохраняет корректность
в рамках класса Сретенского.
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Yu. I. Dubovenko

On the definition of a contact within the Sretenskii model class

The inverse contact problem of gravity inversion for a density interface within the Sretenskii class is
posed. A discontinuity of the gravity vertical derivative, which appears on problem’s right-hand side,
is proved. This feature is used to reduce the problem to the alternative statement in the form of the
1st kind integral equation. By means of the residual analysis of the boundaries for the corresponding
integrals, an efficient technique for the successive calculation of the density interface is developed.
The problem is generalized onto the case of n boundaries, while preserving its correctness within
the Sretenskii class.
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