
оповiдi
НАЦIОНАЛЬНОЇ

АКАДЕМIЇ НАУК

УКРАЇНИ

4 • 2015

ФIЗИКА

УДК 539.17

В.Ю. Денисов, Т.О. Маргiтич

Вплив деформацiй вищих мультипольностей на висоту

бар’єра ядер

(Представлено академiком НАН України I.М. Вишневським)

Дослiджено енергiю взаємодiї двох ядер з урахуванням лiнiйних членiв, пов’язаних
з квадрупольною, октупольною, гексадекапольною деформацiями поверхонь ядер та квад-
ратичними членами за параметром квадрупольної деформацiї. При визначеннi повної
енергiї враховувалися кулонiвська та ядерна енергiї взаємодiї ядер, а також енергiя де-
формацiї поверхнi кожного ядра. Показано, що бар’єр та енергiя взаємодiї двох ядер зале-
жать вiд їх деформацiї, та визначено значення цих деформацiй для найменшого бар’єра.
Рiзниця мiж бар’єром для сферичних ядер та найнижчим бар’єром для деформованих
ядер, з урахуванням зазначених вище деформацiй, зростає зi збiльшенням маси та за-
ряду взаємодiючих ядер. Найбiльший вплив на висоту бар’єра має квадрупольна дефор-
мацiя, врахування октупольної деформацiї незначно зменшує бар’єр, а гексадекапольна
деформацiя має найменший вплив на значення висоти бар’єра.

Значення висоти бар’єра ядра важливе для проходження i аналiзу реакцiї пiдбар’єрного
злиття, синтезу надважких елементiв та рiзноманiтних навколобар’єрних реакцiй [1–8]. Ви-
сота бар’єра ядро-ядерного потенцiалу залежить вiд деформацiї ядер та їх взаємної орiєн-
тацiї [1–9].

Мiнiмальну висоту бар’єра з урахуванням лише квадрупольної деформацiї детально до-
слiджено у роботi [10]. Мета даної роботи — визначення мiнiмальної висоти бар’єра енергiї
взаємодiї двох ядер з урахуванням квадрупольної, октупольної та гексадекапольної дефор-
мацiй поверхнi обох ядер. Для цього було обчислено енергiю взаємодiї для систем двох
однакових ядер з деформацiєю поверхнi мультипольностi l = 2, 3, 4.

Енергiя взаємодiї ядер з урахуванням їх деформацiї. Для обчислення мiнiмаль-
ної висоти бар’єра при зiштовхуваннi двох ядер необхiдно врахувати їх деформацiї. Повна
потенцiальна енергiя взаємодiї ядер визначається як сума кулонiвського, ядерного та обер-
тового потенцiалiв, а також енергiї деформацiї кожного ядра:

Vfull(R,Θ1,Θ2, ϕ, βi2, βi3, βi4) = Vcoul(R,Θ1,Θ2, ϕ, βi2, βi3, βi4) +

+ Vnucl(R,Θ1,Θ2, ϕ, βi2, βi3, βi4) + Vrot(R) + Vdef(βi2, βi3, βi4), (1)
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де R — вiдстань мiж центрами мас ядер; Θ1, Θ2, ϕ — кути Ейлера, що задають взаємну
орiєнтацiю ядер; βi2, βi3, βi4 — параметри квадрупольної, октупольної та гексадекапольної
деформацiй поверхнi вiдповiдного ядра i (i = 1, 2), якi пов’язанi з радiусом поверхнi ядра

Ri(θ) = R0i[1 + βi2Y20(θ) + βi3Y30(θ) + βi4Y40]. (2)

Кулонiвський потенцiал взаємодiї двох аксiально-деформованих ядер залежить вiд ку-
тiв, що задають взаємну орiєнтацiю ядер у просторi, та параметрiв квадрупольної дефор-
мацiї ядер i має вигляд [1, 2, 5, 9, 10]:

Vcoul(R,Θ1,Θ2, ϕ, βi2, βi3, βi4) =
Z1Z2e

2

R

{
1 +

∑

l=2,3,4

[f1l(R,Θ1, R10)β1l +

+ f1l(R,Θ2, R20)β2 l] + f2(R,Θ1, R10)β
2
12 + f2(R,Θ2, R20)β

2
22 +

+ f3(R,Θ1, R10,Θ2, R20)β12β22 + f4(R,Θ1, R10, ϕ,Θ2, R20)β12β22

}
, (3)

де Z1 та Z2 — кiлькiсть протонiв у вiдповiдному ядрi; e — заряд протона;

f1l(R,Θi, Ri0) =
3Rl

i0

(2l + 1)Rl
Yl0(Θi); (4)

f2(R,Θi, Ri0) =
6
√
5R2

i0

35
√
πR2

Y20(Θi) +
3R4

i0

7
√
πR4

Y40(Θi); (5)

f3(R,Θ1, R10,Θ2, R20) =

=
27R2

10R
2
20

80πR4
+ [17 cos2(Θ1) cos

2(Θ2)− 5 cos2(Θ1)− 5 cos2(Θ2) + 1]; (6)

f4(R,Θ1, R10, ϕ,Θ2, R20) =

=
27R2

10R
2
20

40πR4
[cos2(ϕ) sin2(Θ1) sin

2(Θ2)− 2 cos(ϕ) sin(2Θ1) sin(2Θ2)] (7)

— функцiї, якi описують залежнiсть потенцiалу вiд орiєнтацiї кутiв; Ri0 — радiус i-го ядра;
Yl0(Θi) — сферичнi гармонiки мультипольностi l [11]. Цей вираз враховує всi лiнiйнi та
квадратичнi члени за параметром квадрупольної деформацiї кожного iз ядер. Значення
октупольної та гексадекапольної деформацiй, як правило, меншi за квадрупольну дефор-
мацiю i пов’язанi спiввiдношенням β2i2 ≈ βl>2. Таким чином, вираз, що мiстить одночасно
лiнiйнi та квадратичнi члени квадрупольної деформацiї, а також лiнiйнi члени з парамет-
рами деформацiй вищих мультипольностей, має точнiсть порядку β2i2. Наступнi її члени
будуть з поправкою порядку β3i2 (або β2βl>2), тобто замалi, щоб значно впливати на вели-
чину енергiї взаємодiї деформованих ядер.

Ядерна частина енергiї взаємодiї ядер отримана у наближеннi теореми proximity [12]
i пов’язана з потенцiалом взаємодiї сферичних ядер V (R) [13]:

Vnucl(R,Θ1,Θ2, ϕ, β12, β22) =
C10 + C20

Cdef
V (R). (8)
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Тут Cdef = [(C
‖
1 + C

‖
2 )(C

⊥
1 + C⊥

2 )]
1/2 — узагальнена кривизна; Cio = 1/Ri0 — кривизна i-го

сферичного ядра, а V (R) — ядерна частина потенцiалу взаємодiї сферичних ядер, для якого
вiдстань мiж поверхнями ядер d така, як i для деформованих, а вiдстань мiж центрами
мас взаємодiючих сферичних ядер дорiвнює R = R1 + R2 + d. Ядерну частину взаємодiї
сферичних ядер вiзьмемо з роботи [13]:

V (R) = −1,989843CF (R −R12 − 2,65)[1 + 0,003525139

(
A1

A2
+
A2

A1

)3/2

−

− 0,4113263(I1 + I2)], (9)

де s = R − R12 − 2,65 Фм, C = R1R2/R12, R12 = R1 + R2,

Ri = Rip

(
1− 3,413817

R2
1p

)
+ 1,284589

(
I1 −

0,4Ai

Ai + 200

)
. (10)

Радiус протонної поверхнi Rip в (9) дорiвнює:

Rip = 1,24A
1/3
i

(
1 +

1,646

Ai
− 0,191Ii

)
, (11)

де Ai та Ni — кiлькiсть нуклонiв та нейтронiв у кожному ядрi, а параметр Ii = (Ni−Zi)/Ai.
Функцiя F (s) для випадку s > 0 (ядра знаходяться на великiй вiдстанi) була апроксимована
експоненцiйною залежнiстю

F (s) =

{
1−s2

[
0,0541026C exp

(
− s

1,760580

)
−0,5395420(I1+I2) exp

(
− s

2,424408

)]}
×

× exp

( −s
0,7881663

)
, (12)

а для малих вiдстаней мiж ядрами функцiя F параметризується полiномом −5,65 6 s 6 0:

F (s) = 1− s

0,7881663
+ 1,229218s2 − 0,2234277s3 − 0,1038769s4 −

− C(0,1844935s2 + 0,07570101s3) + (I1 + I2)(0,04470645s
2 + 0,03346870s3). (13)

За допомогою цього потенцiалу добре описано емпiричнi бар’єри мiж сферичними ядра-
ми [1].

Узагальнена кривизна Cdef в (7) пов’язана з кривизнами C
‖
i , C⊥

i поверхонь i-го ядра у
найближчих їх точках i має вигляд [1]:

C
‖
1 = k1 + k′1, C⊥

1 = k1 − k′1, (14)

C
‖
2 = k2 + k′2 cos(2ϕ), C⊥

2 = k2 − k′2 cos(2ϕ). (15)

Кривизни залежать вiд деформацiйних параметрiв та кутiв, що задають положення
ядер у просторi:

ki(Ri0, βi2, η
′) ≈ Ci0

[
1 +

∑

l=2,3,4

l(l + 1)− 2

2
βilYl0(η

′)− 5β2i2(Y20(η
′))2 +

β2i2
4π

]
, (16)
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k′i(Ri0, βi2, η
′) ≈

≈ −Ci0
3

8π
sin2(η′)[2

√
5πβ20 + 5β220 − 30 cos2(η′)β220 + 15

√
πβ40(7 cos

2(η′)− 1)], (17)

де η′ — кут у власнiй системi координат, що задає точку на поверхнi ядра, яка розташована
найближче до поверхнi iншого ядра.

В моделi рiдкої краплi у випадку аксiальної мультипольної деформацiї поверхнi ядра
енергiя деформацiї дорiвнює [14, 15]:

Vdef(β1l, β2l) =
1

2

∑

l=2,3,4

[χ1l(β1l)
2 + χ2l(β2l)

2]. (18)

Тут χil — коефiцiєнт жорсткостi поверхнi при її деформацiї. Цей коефiцiєнт залежить вiд
коефiцiєнта поверхневого натягу σ та кулонiвської енергiї i для випадку деформацiї муль-
типольностi l має вигляд [14]:

χil =
1

4π
(l − 1)(l + 2)bповA

2/3 − 3

2π

l − 1

2l + 1

e2

r0
Z2A−1/3, (19)

де

bпов = 4πσr20 = as(1− ksI
2); (20)

коефiцiєнти as, ks, r
2
0 визначено у масовiй формулi [15].

Якщо система обертається, то до повного потенцiалу додається обертовий потенцiал,
що має вигляд [10]:

Vrot(R) =
~2

2Mn(A1A2/(A1 +A2))

L(L+ 1)

R2
, (21)

де L — орбiтальний кутовий момент; Mn — маса нуклона. В данiй роботi ми нехтуємо
вкладом обертового потенцiалу, тому L = 0. Вiдмiтимо, що детальне дослiдження вкладу
обертового потенцiалу у випадку квадрупольної деформацiї ядер подано в роботi [10].

Обговорення результатiв. Мiнiмальну висоту бар’єра мають ядра, витягнутi вздовж
осi, що з’єднує їх центри мас при кутах Ейлера Θ1 = Θ2 = ϕ = 0 (рис. 1) [1, 2, 5, 12]. Тому
обчислення потенцiалу проводилися при такiй орiєнтацiї ядер. Бiльше того, при Θ1 = Θ2 = 0
i кулонiвський (3), i ядерний (8) внески в енергiю взаємодiї ядер не залежать вiд ϕ.

Детально розглянемо потенцiал взаємодiї ядер для таких симетричних систем з двох
ядер: 40Ca + 40Ca, 64Ni + 64Ni, 90Zr + 90Zr. В основному станi цi ядра мають сферичну або
майже сферичну форму, при змiнi якої дослiджувався потенцiал взаємодiї ядер та мiнi-
мальний бар’єр залежно вiд деформацiй поверхнi β2, β3 та β4.

На рис. 2 розглянуто залежнiсть висоти бар’єра вiд рiзних комбiнацiй мультипольних
деформацiй поверхонь ядер, що взаємодiють.

Рис. 1. Орiєнтацiя ядер у просторi, що вiдповiдає мiнiмальнiй висотi бар’єра
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Рис. 2. Залежнiсть бар’єра вiд квадрупольної деформацiї для системи ядер 40Ca+40Ca: a — враховано лише
квадрупольну деформацiю ядер; б — враховано квадрупольну та октупольну деформацiї; в — враховано
квадрупольну та гексадекапольну деформацiю; г — враховано квадрупольну, октупольну та гексадекаполь-
ну деформацiю ядер. Висоти бар’єрiв (МеВ) позначенi на контурних картах

Залежнiсть висоти бар’єра лише вiд квадрупольної деформацiї ядер показано на рис. 2, а.
Видно, що з урахуванням цiєї деформацiї змiнюється висота бар’єра. Значення висоти мi-
нiмального бар’єра та величини квадрупольної деформацiї подано в табл. 1.

Для того щоб визначити роль октупольної деформацiї поверхнi ядер, на рис. 2, б наве-
дено значення мiнiмального бар’єра, з урахуванням величин квадрупольної та октупольної
деформацiй. При цьому для кожного значення даних параметрiв квадрупольної деформа-

Таблиця 1. Значення висоти мiнiмального бар’єра та величин деформацiї ядра для мiнiмального бар’єра
для систем 40Ca + 40Ca, 64Ni + 64Ni, 90Zr + 90Zr

Система β2 β3 β4 Vmin, МеВ
40Ca + 40Ca 0,110 0,0 0,0 54,72

0,115 0,16 0,0 54,38
0,115 0,0 0,08 54,70
0,115 0,16 0,08 54,32

64Ni + 64Ni 0,160 0,0 0,0 94,83
0,170 0,08 0,0 93,69
0,170 0,0 0,04 94,61
0,170 0,08 0,04 93,34

90Zr + 90Zr 0,270 0,0 0,0 177,97
0,270 0,08 0,0 174,86
0,275 0,0 0,08 177,54
0,265 0,08 0,04 174,81
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Рис. 3. Залежнiсть бар’єра вiд квадрупольної деформацiї для системи ядер 64Ni + 64Ni. Позначення анало-
гiчнi рис. 2

цiї були взятi такi значення октупольної деформацiї, якi призводять до мiнiмальної висоти
бар’єра. Врахування октупольної деформацiї незначно зменшує мiнiмальну висоту бар’єра
(див. табл. 1).

Також аналiз рис. 2, в дозволяє побачити вплив гексадекапольної деформацiї. У цьому
випадку враховується лише квадрупольна та гексадекапольна деформацiї, вплив якої мен-
ший, нiж вплив октупольної деформацiї. Мiнiмальна висота бар’єра з урахуванням квад-
рупольної та гексадекапольної деформацiй також наведена в табл. 1.

Одночасне врахування квадрупольної, октупольної та гексадекапольної деформацiй при-
зводить до найменшого значення висоти бар’єра (див. рис. 2, г та табл. 1). При цьому
значення β3 та β4 на рис. 2 бралися такi, що вiдповiдали мiнiмальнiй висотi бар’єра для
фiксованого значення β2.

На рис. 3 та 4 наведено аналогiчнi результати для бiльш важких систем двох ядер, що
взаємодiють: 64Ni+64Ni, 90Zr+90Zr. Порiвнюючи результати рис. 2–4 та табл. 1, бачимо, що
бiльш тяжкi ядра мають мiнiмальне значення бар’єра для бiльшої величини квадруполь-
ної деформацiї. Значення деформацiй, якi вiдповiдають мiнiмальним висотам бар’єрiв, та
значення цих бар’єрiв подано в табл. 1.

Таким чином, в роботi показано, що мiнiмальна висота бар’єра спостерiгається для де-
формованих ядер та знайдено величини цих деформацiй (див. рис. 2–4 та табл. 1);

рiзниця мiж висотою бар’єра для сферичних та деформованих ядер зростає зi збiльшен-
ням маси та заряду ядер (див. рис. 2–4);

значення квадрупольної деформацiї, що вiдповiдають мiнiмальному значенню висоти
бар’єра для деформованих ядер, зростають з ростом маси та заряду взаємодiючих ядер
(див. табл. 1);
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Рис. 4. Залежнiсть бар’єра вiд квадрупольної деформацiї для системи ядер 90Zr + 90Zr. Позначення анало-
гiчнi рис. 2

значення квадрупольної деформацiї ядер, що вiдповiдають мiнiмальному значенню ви-
соти бар’єра, слабо залежать вiд врахування деформацiй вищих мультипольностей;

найбiльший вплив на величину мiнiмального значення висоти бар’єра має квадрупольна
деформацiя поверхнi, октупольна деформацiя дає менший внесок. Гексадекапольна дефор-
мацiя впливає незначно;

з ростом маси та заряду ядер вплив октупольної та гексадекапольної деформацiй при
мiнiмальному значеннi потенцiалу зменшується, що пов’язано з ростом величини жорсткостi
χil вiд l та A (див. (18)).

Отже, для реакцiй, якi протiкають при енергiях зiткнень, близьких до бар’єра, та зале-
жать вiд його висоти, необхiдно враховувати квадрупольну, октупольну та гексадекапольну
деформацiї поверхонь обох ядер.
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В.Ю. Денисов, Т.О. Маргитич

Влияние деформаций высших мультипольностей на высоту барьера
ядер
Исследуется энергия взаимодействия двух ядер с учетом линейных членов, связанных
с квадрупольной, октупольной, гексадекапольной деформациями поверхности ядер и ква-
дратичными членами по параметру квадрупольной деформации. При определении полной
энергии учитывались кулоновская и ядерная энергии взаимодействия ядер, а также энер-
гия деформации поверхности каждого ядра. Показано, что барьер и энергия взаимодействия
двух ядер зависят от их деформации, и определены значения этих деформаций для наимень-
шего барьера. Разница между барьером для сферических ядер и наименьшим барьером для
деформированных ядер, с учетом указанных выше деформаций, растет с увеличением мас-
сы и заряда взаимодействующих ядер. Наибольшее влияние на высоту барьера имеет квад-
рупольная деформация, учет октупольной деформации незначительно уменьшает барьер,
а гексадекапольная деформация имеет наименьшее влияние на величину высоты барьера.

V.Yu. Denisov, T. O. Margitych

Influence of deformations with higher multiplicities on the barrier
height of nuclei
The interaction energy between two nuclei with regard for the linear terms associated with the
quadrupole, octupole, and hexadecapole deformations of nuclei surfaces and with quadratic terms of
the quadrupole deformation parameter is studied. The Coulomb and nuclear interaction energies,
as well as the deformation energies of the surfaces of both nuclei, are considered at the evaluation
of the interaction energy. It is shown that the barrier and the interaction energy of two nuclei
depend on the deformations parameters. The minimal barrier heights of two nuclei and the values
of deformations that correspond to them are evaluated. The difference between the barrier hei-
ght of spherical nuclei and the lowest barrier height related to deformed nuclei, in view of the
quadrupole, octupole, and hexadecapole deformations of nuclei surfaces, increases with the mass
and the charge of interacting nuclei. The strongest impact on the barrier height is given by the
quadrupole deformation, the octupole deformation slightly reduces the barrier, and the hexadecapole
deformation weakly affects the value of minimal barrier height.
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