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Доказано, что полугруппы эндоморфизмов двух свободных триоидов изоморфны тогда
и только тогда, когда соответствующие свободные триоиды изоморфны.

Понятие триоида было введено Ж.-Л. Лодэ и М.О. Ронко в [1] для изучения тернарных
плоских деревьев. Алгебра (T,⊣,⊢,⊥) с тремя бинарными ассоциативными операциями ⊣,
⊢ и ⊥ называется триоидом, если для всех x, y, z ∈ T выполняются следующие условия:

(T1) (x ⊣ y) ⊣ z = x ⊣ (y ⊢ z),

(T2) (x ⊢ y) ⊣ z = x ⊢ (y ⊣ z),

(T3) (x ⊣ y) ⊢ z = x ⊢ (y ⊢ z),

(T4) (x ⊣ y) ⊣ z = x ⊣ (y⊥z),

(T5) (x⊥y) ⊣ z = x⊥(y ⊣ z),

(T6) (x ⊣ y)⊥z = x⊥(y ⊢ z),

(T7) (x ⊢ y)⊥z = x ⊢ (y⊥z),

(T8) (x⊥y) ⊢ z = x ⊢ (y ⊢ z).

Триалгебры и триоиды, которые являются основой триалгебр, изучались в различных
работах (см., например, [2–4]). Хорошо известно, что понятие триоида тесно связано с поня-
тием димоноида [5]. Напомним, что непустое множество T с двумя бинарными ассоциатив-
ными операциями ⊣ и ⊢, удовлетворяющими аксиомам (T1)–(T3), называется димоноидом.
Димоноиды играют важную роль при решении актуальных проблем теории алгебр Лейб-
ница. Заметим, что если операции триоида или димоноида совпадают, то он становится
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полугруппой. Таким образом, триоиды и димоноиды являются обобщением полугрупп. Бо-
лее общую информацию о триоидах, димоноидах, а также их различные примеры можно
найти, в частности, в [1, 5–7].

Одной из классических задач алгебры, которую впервые рассматривал Э. Галуа (следуя
словам С. Улама [8]), является проблема определимости математической структуры полу-
группой своих эндоморфизмов. Пусть End(A) — полугруппа эндоморфизмов алгебраичес-
кой системы A. Что можно сказать о системах A и B, если полугруппа End(A) изоморфна
End(B)? Эта проблема изучалась многими авторами. Существует целый ряд алгебраичес-
ких систем, свойства которых определяются их полугруппами эндоморфизмов (см., напри-
мер, [9–11]). Проблема определимости для свободных алгебр в наперед заданном много-
образии была поставлена Б.И. Плоткиным [12] в его лекциях по универсальной алгебраи-
ческой геометрии. Решение этой проблемы для свободных групп было получено Е. Фор-
манеком [13]. Для свободных полугрупп и свободных моноидов проблему определимости
решили Г. Машевицкий и Б.М. Шайн [14]. В данной работе мы доказываем определимость
свободных триоидов своими полугруппами эндоморфизмов.

1. Свободный триоид. Пусть T1 = (T1,⊣1,⊢1,⊥1) и T2 = (T2,⊣2,⊢2,⊥2) — произволь-
ные триоиды. Отображение ϕ : T1 → T2 называется гомоморфизмом T1 в T2, если для всех
x, y ∈ T1

(x ⊣1 y)ϕ = xϕ ⊣2 yϕ, (x ⊢1 y)ϕ = xϕ ⊢2 yϕ, (x ⊥1 y)ϕ = xϕ ⊥2 yϕ.

Биективный гомоморфизм ϕ : T1 → T2 называется изоморфизмом T1 на T2. В этом
случае триоиды T1 и T2 называются изоморфными.

Пусть X — произвольное непустое множество, X = {x | x ∈ X} и Ft+(X) — свободная
полугруппа на множестве X

⋃
X. Через Ft(X) обозначим подмножество из Ft+(X), которое

состоит из слов, содержащих в своей записи по крайней мере один символ x (x ∈ X). Для
каждого w ∈ Ft(X) через w̃ обозначим слово, полученное из w заменой каждого элемента
x, x ∈ X, на x. Допустим, если w = xxxxxyz, то w̃ = xxxxxyz.

На множестве Ft(X) определим три бинарные операции по правилам:

u ⊣ v = uṽ, u ⊢ v = ũv, u ⊥ v = uv.

Предложение 1. Алгебраическая система (Ft(X),⊣,⊢,⊥) является свободным три-
оидом.

Доказательство. Понятно, что операции ⊣, ⊢ и ⊥ являются ассоциативными. Кроме
того, для всех u, v, w ∈ Ft(X) выполняются аксиомы триоида (T1)–(T8):

(u ⊣ v) ⊣ w = uṽw̃ = u˜̃vw = u ⊣ (v ⊢ w),

(u ⊢ v) ⊣ w = ũvw̃ = u ⊢ (v ⊣ w),

(u ⊣ v) ⊢ w = ũṽw = ũṽw = u ⊢ (v ⊢ w),

(u ⊣ v) ⊣ w = uṽw̃ = uṽw = u ⊣ (v⊥w),

(u⊥v) ⊣ w = uvw̃ = u⊥(v ⊣ w),

(u ⊣ v)⊥w = uṽw = u⊥(v ⊢ w),

(u ⊢ v)⊥w = ũvw = u ⊢ (v⊥w),

(u⊥v) ⊢ w = ũvw = ũṽw = u ⊢ (v ⊢ w).

8 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2015, №4



Покажем теперь, что триоид (Ft(X),⊣,⊢,⊥) — свободный. Аналогично представлению
элементов свободного триоида ранга 1 (см. лемму 1.10 в [1]), произвольный элемент w ∈
∈ Ft(X) представляется одним из следующих двух способов:

w = u
(0)
1 u

(0)
2 · · · u(0)k0

u
(1)
1 u

(1)
2 · · · u(1)k1

u
(2)
1 u

(2)
2 · · · u(2)k2

· · · u(j−1)
kj−1

u
(j)
1 u

(j)
2 · · · u(j)kj

=

= (u
(0)
1 ⊢ · · · ⊢ u(0)k0

) ⊢ (u
(1)
1 ⊣ · · · ⊣ u(1)k1

) ⊥ · · · ⊥ (u
(j)
1 ⊣ · · · ⊣ u(j)kj

),

где u(i)l ∈ X, 1 6 l 6 ki для всех i ∈ {0, 1, . . . , j}, или

w = u
(1)
1 u

(1)
2 · · · u(1)k1

u
(2)
1 u

(2)
2 · · · u(2)k2

· · · u(j−1)
kj−1

u
(j)
1 u

(j)
2 · · · u(j)kj

=

= (u
(1)
1 ⊣ · · · ⊣ u(1)k1

) ⊥ (u
(2)
1 ⊣ · · · ⊣ u(2)k2

) ⊥ · · · ⊥ (u
(j)
1 ⊣ · · · ⊣ u(j)kj

),

где u(i)l ∈ X, 1 6 l 6 ki для всех i ∈ {1, 2, . . . , j}.
Пусть (T ′,⊣′,⊢′,⊥′) — произвольный триоид. Каждый гомоморфизм Φ свободного

триоида (Ft(X),⊣,⊢,⊥) в триоид (T ′,⊣′,⊢′,⊥′) однозначно определяется отображением
ϕ : X → T ′. Для того чтобы задать Φ, достаточно для указанных выше двух видов w ∈
∈ Ft(X) положить

wΦ = (u
(0)
1 ϕ ⊢′ u

(0)
2 ϕ ⊢′ · · · ⊢′ u

(0)
k0
ϕ) ⊢′ (u

(1)
1 ϕ ⊣′ u

(1)
2 ϕ ⊣′ · · · ⊣′ u

(1)
k1
ϕ) ⊥′⊥′ · · ·

⊥′ (u
(j)
1 ϕ ⊣′ u

(j)
2 ϕ ⊣′ · · · ⊣′ u

(j)
kj
ϕ)

и

wΦ = (u
(1)
1 ϕ ⊣′ u

(1)
2 ϕ ⊣′ · · · ⊣′ u

(1)
k1
ϕ) ⊥′ (u

(2)
1 ϕ ⊣′ u

(2)
2 ϕ ⊣′ · · · ⊣′ u

(2)
k2
ϕ) ⊥′⊥′ · · ·

⊥′ (u
(j)
1 ϕ ⊣′ u

(j)
2 ϕ ⊣′ · · · ⊣′ u

(j)
kj
ϕ).

Далее доказательство этого утверждения является точно таким же, как и доказатель-
ство соответствующего утверждения для свободного триоида ранга 1 (см. предложение 1.9
в [1]).

Элементы из Ft(X) называются словами, а X является порождающим множеством
свободного триоида (Ft(X),⊣,⊢,⊥). Через |ω| мы обозначаем длину слова ω ∈ Ft(X).
В частности, для X = {x} имеем

Ft(X) = {x, xx, xx, xx, xxx, xxx, xxx, xxx, xxx, xxx, xxx, . . .}.

Заметим, что эндоморфизм Φ свободного триоида (Ft(X),⊣,⊢,⊥) на произвольном мно-
жестве X является автоморфизмом тогда и только тогда, когда ограничение Φ на X при-
надлежит симметрической группе S(X) на множестве X. Итак, группа автоморфизмов
Aut(Ft(X),⊣,⊢,⊥) изоморфна группе S(X).

2. Определимость. Говорят, что алгебраическая система A из некоторого класса Ω
определяется с точностью до изоморфизма своей полугруппой эндоморфизмов в классе Ω,
если для любой алгебраической системы B ∈ Ω из того, что End(A) ∼= End(B), следует
A ∼= B. Заметим, справедливость обратной импликации очевидна.
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Пусть FX = (Ft(X),⊣,⊢,⊥) — свободный триоид на множестве X и u ∈ Ft(X). Эндо-
морфизм θu ∈ End(FX) назовем константным, если xθu = u для всех x ∈ X.

Лемма 2. (i) Для всех u ∈ Ft(X), f ∈ End(FX) имеем θuf = θuf .
(ii) Эндоморфизм f свободного триоида FX является константным эндоморфизмом

тогда и только тогда, когда ψf = f для всех ψ ∈ Aut(FX).
(iii) Эндоморфизм f свободного триоида FX является константным идемпотентным

эндоморфизмом тогда и только тогда, когда f = θx для некоторого x ∈ X.
Доказательство. (i) Пусть u ∈ Ft(X) и f ∈ End(FX). Тогда для всех x ∈ X получаем

x(θuf) = (xθu)f = uf = xθuf .

(ii) Предположим, что эндоморфизм f ∈ End(FX) константный, и пусть ψ ∈ Aut(FX).
Тогда f = θu для некоторого u ∈ Ft(X), при этом

x(ψθu) = (xψ)θu = u = xθu

для всех x ∈ X . Таким образом, ψθu = θu.
Обратно, допустим ψf = f для всех ψ ∈ Aut(FX) и некоторого f ∈ End(FX). Tогда

для фиксированного x ∈ X получаем xf = x(ψf) = (xψ)f = yf , где y = xψ. Поскольку
{xψ | ψ ∈ Aut(FX)} = X, то af = bf для всех a, b ∈ X. Отсюда следует, что f = θu при
u = xf .

(iii) Пусть f ∈ End(FX) — константный идемпотент. Тогда f = θu, u ∈ Ft(X), и согласно
утверждению (i) данной леммы θu = θuθu = θuθu . Это означает, что u = uθu, откуда следует
|u| = 1, т. е. u ∈ X .

Обратно, для всех w ∈ Ft(X) и x ∈ X имеем

wθ2x = (u
(0)
1 u

(0)
2 · · · u(0)k0

u
(1)
1 u

(1)
2 · · · u(1)k1

u
(2)
1 u

(2)
2 · · · u(2)k2

· · · u(j)1 u
(j)
2 · · · u(j)kj

)θ2x =

= (xx · · · x︸ ︷︷ ︸
k0

xx · · · x︸ ︷︷ ︸
k1

xx · · · x︸ ︷︷ ︸
k2

· · · xx · · · x︸ ︷︷ ︸
kj

)θx = xx · · · x︸ ︷︷ ︸
k0

xx · · · x︸ ︷︷ ︸
k1

xx · · · x︸ ︷︷ ︸
k2

· · · xx · · · x︸ ︷︷ ︸
kj

= wθx,

или

wθ2x = (u
(1)
1 u

(1)
2 · · · u(1)k1

u
(2)
1 u

(2)
2 · · · u(2)k2

· · · u(j)1 u
(j)
2 · · · u(j)kj

)θ2x =

= (xx · · · x︸ ︷︷ ︸
k1

xx · · · x︸ ︷︷ ︸
k2

· · · xx · · · x︸ ︷︷ ︸
kj

)θx = xx · · · x︸ ︷︷ ︸
k1

xx · · · x︸ ︷︷ ︸
k2

· · · xx · · · x︸ ︷︷ ︸
kj

= wθx.

Следовательно, θ2x = θx и лемма доказана.
Основным результатом работы является такая теорема:
Теорема 3. Пусть FX = (Ft(X),⊣,⊢,⊥) и FY = (Ft(Y ),⊣,⊢,⊥) — свободные триоиды

такие, что End(FX) ∼= End(FY ). Тогда триоиды FX и FY изоморфны.
Доказательство. Пусть Ψ — произвольный изоморфизм моноида End(FX) на End(FY ).

Согласно утверждению (ii) леммы 2 для некоторого константного эндоморфизма θx, x ∈ X,
свободного триоида FX и для всех α ∈ Aut(FX) имеем αθx = θx. Учитывая, что Ψ есть
гомоморфизм, получаем

θxΨ = (αθx)Ψ = αΨθxΨ.
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Поскольку Aut(FX)Ψ = Aut(FY ), то по утверждению (ii) леммы 2 приходим к выводу,
что θxΨ — константный эндоморфизм свободного триоида FY , т. е. θxΨ = θv для некоторого
v ∈ FY . При этом понятно, что θv есть идемпотент моноида End(FY ). Тогда по утверждению
(iii) леммы 2 θv = θy для некоторого y ∈ Y .

Определим отображение ξ : X → Y , полагая xξ = y тогда и только тогда, когда θxΨ = θy.
Понятно, что ξ — биекция. Таким образом, триоиды FX и FY изоморфны.
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Про визначенiсть вiльних трiоїдiв напiвгрупами ендоморфiзмiв

Доведено, що напiвгрупи ендоморфiзмiв двох вiльних трiоїдiв iзоморфнi тодi й лише тодi,
коли вiдповiднi вiльнi трiоїди iзоморфнi.

Yu.V. Zhuchok

On the determinability of free trioids by semigroups of endomorphisms

We prove that the endomorphism semigroups of two free trioids are isomorphic if and only if the
corresponding free trioids are isomorphic.
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