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Розглядається проблема мiнiмiзацiї квадратичного функцiонала на розв’язках систе-
ми диференцiальних рiвнянь другого порядку. Для дослiдження сформульованої задачi
оптимiзацiї застосовано метод множникiв Лагранжа. Такий пiдхiд дав можливiсть
отримати необхiднi умови оптимальностi. На основi цих умов виведена система ди-
ференцiальних рiвнянь Рiккатi. Розв’язок отриманої системи дозволяє виписати явну
формулу для оптимального керування.
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Посадка справедливо вважається одним з найбiльш важливих i вiдповiдальних етапiв по-
льоту лiтака. Такий висновок пояснюється в першу чергу тiєю обставиною, що основна
частина польоту проходить при приблизно стабiльних кутових i лiнiйних параметрах по-
льоту, тодi як пiд час посадки цi параметри iстотно змiнюються. Саме з цiєї причини згiдно
зi статистичними даними найбiльша кiлькiсть катастроф i аварiй припадає на етап посадки
лiтака. У зв’язку з актуальнiстю проблеми збiльшення надiйностi згаданого етапу польо-
ту лiтака вагомого значення набуває вивчення математичної моделi цього процесу. Одна
з таких моделей розглянута в [1, с. 253–254]. Запропонований метод називається автопiло-
том для посадки лiтака за глiсадою (вiд франц. glissade — ковзання). Однак розгляд задачi
оптимiзацiї в [1] має декiлька недолiкiв, через що практичне використання сформульованих
там результатiв неможливе. Зокрема, для системи диференцiальних рiвнянь (1) не вказанi
початковi умови. Про необхiднi умови оптимальностi зовсiм не згадується. Вiдсутнє ви-
ведення системи диференцiальних рiвнянь Рiккатi. Як наслiдок, ця система складається
з трьох, а не з чотирьох (як повинно бути) рiвнянь. Додатковi умови для цiєї системи не
вказанi. Основна мета даної роботи полягає в усуненнi вищезгаданих недолiкiв.

Постановка задачi. Процес посадки лiтака за глiсадою описується такою системою
двох лiнiйних диференцiальних рiвнянь:

dx1(t)

dt
= x2(t),

dx2(t)

dt
= u(t), (1)
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де через t позначено змiнну, що описує час, t0 6 t 6 t1, дiйснi числа t0 та t1 заданi, функ-
цiї x1(t) та x1(t) описують положення лiтака в момент часу t, функцiя u(t) називається
допустимим керуванням i належить до класу кусково-неперервних функцiй. Для системи
рiвнянь (1) заданi початковi умови

x1(t0) = x10, x2(t0) = x20, (2)

де числа x10 i x20 вiдомi.
Якiсть процесу керування оцiнюється за допомогою функцiонала

I(x1, x2, u) =
1

2

t1∫

t0

[fx21(t) + gx22(t) + u2(t)] dt, (3)

де числа f i g також заданi. Задача полягає в знаходженнi допустимого керування u(t), на
якому функцiонал (3) досягає свого найменшого значення. Якщо таке керування iснує, то
воно називається оптимальним керуванням.

Необхiднi умови оптимальностi. Для знаходження оптимального керування вико-
ристаємо метод множникiв Лагранжа. З цiєю метою замiсть функцiонала (3) розглянемо
такий функцiонал

J(p1, p2, x1, x2, u) =
1

2

t1∫

t0

[fx21(t) + gx22(t) + u2(t)] dt+

t1∫

t0

p1(t)

[
x2(t)−

dx1(t)

dt

]
dt+

+

t1∫

t0

p2(t)

[
u(t)− dx2(t)

dt

]
dt, (4)

Далi знаходимо прирiст △J функцiонала (4):

△J = J(p1, p2, x1, x2, u)− J(p1, p2, x1, x2, u),

де p1 = p1+εδp1, p2 = p2+εδp2, x1 = x1+εδx1, x2 = x2+εδx2, u = u+εδu. Пiсля очевидних
спрощень (розкриття дужок, iнтегрування частинами та зведення подiбних членiв) останнє
спiввiдношення матиме вигляд

△J = ε

t1∫

t0

[[
fx1(t) +

dp1(t)

dt

]
δx1(t) +

[
gx2(t) + p1(t) +

dp2(t)

dt

]
δx2(t) +

+ [u(t) + p2(t)]δu(t)

]
dt− p1(t1)δx1(t1)− p2(t1)δx2(t1) +

+ ε

t1∫

t0

δp1(t)

[
x2(t)−

dx1(t)

dt

]
dt+ ε

t1∫

t0

δp2(t)

[
u(t)− dx2(t)

dt

]
dt+

+
ε2

2

t1∫

t0

[f [δx1(t)]
2 + g[δx2(t)]

2 + [δu(t)]2]dt. (5)
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На пiдставi рiвностi (5) можна сформулювати таке твердження.
Теорема 1. Оптимальне керування u(t) в задачi (1)–(3) єдине i визначається iз спiв-

вiдношень

dx1(t)

dt
= x2(t),

dx2(t)

dt
= u(t), (6a)

x1(t0) = x10, x2(t0) = x20, (6b)

dp1(t)

dt
= −fx1(t),

dp2(t)

dt
= −gx2(t)− p1(t), (6c)

p1(t1) = 0, p2(t1) = 0, (6d)

u(t) + p2(t) = 0. (6e)

Виведення системи диференцiальних рiвнянь Рiккатi. Оскiльки система спiв-
вiдношень (6a)–(6e) лiнiйна, то цiлком обгрунтованою є гiпотеза про iснування таких за-
лежностей:

p1(t) = r11(t)x1(t) + r12(t)x2(t), (7)

p2(t) = r21(t)x1(t) + r22(t)x2(t), (8)

де функцiї rij(t) (i = 1, 2; j = 1, 2) потрiбно знайти. Диференцiюючи рiвнiсть (7) та врахо-
вуючи спiввiдношення (6a), (6e), (8), отримаємо рiвняння

dp1(t)

dt
=

[
dr11(t)

dt
− r12(t)r21(t)

]
x1(t) +

[
dr12(t)

dt
− r12(t)r22(t) + r11(t)

]
x2(t).

Порiвнюючи останнє спiввiдношення i спiввiдношення
dp1(t)

dt
= −fx1(t) та враховуючи, що

обидва цi спiввiдношення мають мiсце для довiльних x1, x2, отримаємо такi два рiвняння:

dr11(t)

dt
− r12(t)r21(t) + f = 0, (9)

dr12(t)

dt
− r12(t)r22(t) + r11(t) = 0. (10)

Аналогiчно iз спiввiдношень (8) та (6c) знаходимо

dr21(t)

dt
− r21(t)r22(t) + r11(t) = 0, (11)

dr22(t)

dt
+ r12(t) + r21(t)− r222(t) + g = 0. (12)

На пiдставi спiввiдношень (6d), (7) та (8) отримаємо такi умови:

r11(t1) = 0, r12(t1) = 0, r21(t1) = 0, r22(t1) = 0. (13)

Беручи до уваги попереднi мiркування, приходимо до такого висновку.
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Теорема 2. Функцiї rij(t) (i = 1, 2; j = 1, 2) є розв’язком системи диференцiальних
рiвнянь (9)–(12) та задовольняють умови (13).

Зауваження. Враховуючи умови (13) i порiвнюючи рiвняння (10) та (11), маємо рiвнiсть
r12(t) = r21(t).

Безпосередньо iз теорем 1 та 2 отримаємо таке твердження.
Теорема 3. Оптимальне u(t) керування має вигляд

u(t) = −r21(t)x1(t)− r22(t)x2(t),

де функцiї x1(t) та x2(t) є розв’язком системи диференцiальних рiвнянь

dx1(t)

dt
= x2(t),

dx2(t)

dt
= r21(t)x1(t)− r22(t)x2(t)

i задовольняють початковi умови (2).
Таким чином, розглянуто задачу оптимального керування процесом посадки лiтака,

актуальнiсть якої обумовлена необхiднiстю пiдвищення надiйностi цього етапу польоту. Як
математичну модель процесу обрано лiнiйно квадратичну задачу оптимального керування
для випадку динамiчної системи другого порядку. За допомогою методу множникiв Лагран-
жа отримано необхiднi умови оптимальностi. Встановлено умови, що забезпечують єдинiсть
оптимального керування. Отримано систему диференцiальних рiвнянь Рiккатi та додатковi
умови для неї. Розв’язок цiєї системи дає можливiсть подати оптимальне керування в явнiй
формi. В перспективi важливим є отримання формул для обчислення функцiй r11(t), r12(t),
r21(t), r22(t) методом, запропонованим у [2]. Цiкавим для подальших дослiджень є також
ускладнення розглянутої математичної моделi в напрямках, описаних в [3–5].
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Оптимальное управление динамической системой второго порядка

НТУ Украины “Киевский политехнический институт”

Рассматривается проблема минимизации квадратичного функционала на решениях систе-
мы дифференциальных уравнений второго порядка. Для исследования сформулированной за-
дачи оптимизации применен метод множителей Лагранжа. Такой подход дал возмож-
ность получить необходимые условия оптимальности. На основе этих условий выведена
система дифференциальных уравнений Риккати. Решение полученной системы позволяет
выписать явную формулу для оптимального уравнения.

Ключевые слова: квадратичный функционал, метод множителей Лагранжа, необходимые
условия оптимальности, оптимальное управление, система дифференциальных уравнений
Риккати.
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Optimal control over a second-order dynamical system

NTU of Ukraine “Kiev Polytechnic Institute”

The problem of minimization of the quadratic functional on solutions of the system of differen-
tial equations of the second order is considered. The method of Lagrange multipliers is applied to
research the formulated optimization problem. Such approach has given a chance to obtain necessary
conditions of optimality. On the basis of these conditions, the system of differential Riccati equations
is deduced. The solution of this system permits us to write the closed formula for optimal control.

Keywords: quadratic functional, method of Lagrange multipliers, necessary conditions of opti-
mality, optimal control, system of differential Riccati equations.
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