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Одержано вирази для розв’язкiв системи рiвнянь рiвноваги Ляме у змiщеннях через
компоненти гiперкомплексних моногенних функцiй бiгармонiчної змiнної. Знайдено опис
усiх моногенних функцiй, що мають однiєю з дiйсних компонент дану бiгармонiчну
функцiю, асоцiйовану з розв’язком задачi Фламана для iзотропної пiвплощини.
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Асоцiативну, комутативну над полем комплексних чисел C алгебру другого рангу з оди-
ницею 1, згiдно з роботою [1], будемо називати бiгармонiчною, якщо вона мiстить базис
{e1, e2}, що задовольняє вимоги

(e21 + e22)
2 = 0, e21 + e22 6= 0, (1)

який також будемо називати бiгармонiчним.
Ця алгебра єдина [1], породжується небiгармонiчним базисом {1, ρ}, де ρ2 = 0. Дану

алгебру будемо позначати через B. Обмежимося надалi розглядом бiгармонiчного базису
{e1, e2} з такою таблицею множення:

e1 = 1, e22 = e1 + 2ie2, (2)

де i — уявна комплексна одиниця комплексної площини C. Базис {e1, e2} пов’язаний з нiль-
потентом ρ спiввiдношенням ρ = 2 + 2ie2.

Бiгармонiчний базис (2) введено у розгляд авторами роботи [2].
Розглянемо евклiдову норму ‖a‖ :=

√
|z1|2 + |z2|2, де a = z1e1 + z2e2 ∈ B та z1, z2 ∈ C.

Нехай Dζ є областю бiгармонiчної площини µ := {xe1 + ye2}, де x, y — дiйснi. Нехай
Dz := {z = x + iy ∈ C : ζ = e1x + e2y ∈ Dζ}. Розглядаємо моногеннi в Dζ функцiї, тобто
функцiї виду Φ: Dζ −→ B:

Φ(ζ) = U1(x, y)e1 + U2(x, y)ie1 + U3(x, y)e2 + U4(x, y)ie2, (3)
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x, y ∈ R, що мають класичну похiдну в кожнiй точцi ζ з Dζ . Кожна компонента Uk, k = 1, 4,
є бiгармонiчною функцiєю в D := {(x, y) ∈ R

2 : ζ = x+ e2y ∈ Dζ} (див., наприклад, [3, 4]),
тобто задовольняє бiгармонiчне рiвняння в областi D:

∆2U(x, y) ≡
∂4U(x, y)

∂x4
+ 2

∂4U(x, y)

∂x2∂y2
+
∂4U(x, y)

∂y4
= 0. (4)

Для кожної функцiї Φ: Dζ −→ B в зображеннi виду (3) будемо позначати Uk[Φ] := Uk,
k = 1, . . . , 4.

У роботi [4] одержано конструктивний опис усiх моногенних функцiй бiгармонiчної змiн-
ної ζ за допомогою голоморфних функцiй комплексної змiнної i встановлено їх аналiтичнi
властивостi, аналогiчнi властивостям функцiй комплексної змiнної: iнтегральна теорема та
iнтегральна формула Кошi, теорема Морера, теорема єдиностi, тейлорiвськi та лоранiвськi
розвинення. Зокрема, встановлено, що довiльна моногенна функцiя Φ: Dζ −→ B бiгармонiч-
ної змiнної ζ = xe1 + ye2 ∈ Dζ подається через двi аналiтичнi функцiї F , F0 комплексної
змiнної z = x + iy ∈ Dz у виглядi

Φ(ζ) = F (z)e1 −

(
iy

2
F ′(z)− F0(z)

)
ρ ≡ F[u1, v1, u0, v0](z), (5)

де u1(x, y) := ReF (z), v1(x, y) := ImF (z), u0(x, y) := ReF0(z), v0(x, y) := ImF0(z), z = x+iy.
Зауважимо, що в роботi [5] рiвнiсть (5) записана за базисом {1, 2iρ} i встановлена для

моногенних функцiй Φ, визначених у правильних вiдносно осi y областях Dζ , тобто в таких
областях, що з кожною своєю точкою (x, y) ∈ D, y > 0, мiстять i вiдрiзок, що сполучає
точки (x, y) та (x,−y).

У роботах [6, 7] розглянуто асоцiативну, комутативну над полем дiйсних чисел R алгебру
четвертого рангу з одиницею 1, що складається з елементiв виду {a + jb + j2c + j3d}, де
елемент алгебри j задовольняє спiввiдношення

(1 + j2)2 = 0, (6)

а компоненти a, b, c, d є дiйсними числами. Компоненти моногенних функцiй F (x + jy) =
= a(x, y)+ jb(x, y)+ j2c(x, y)+ j3d(x, y), x, y ∈ R, задовольняють бiгармонiчне рiвняння (4).
Встановлено аналiтичнi властивостi даних моногенних функцiй для функцiй, визначених на
вiдрiзку. Кожний елемент даної алгебри можна подати у виглядi c1 + ρc2, де ck, k = 1, 2, —
комплекснi числа. Отже, дана алгебра збiгається з бiгармонiчною алгеброю (з точнiстю до
iзоморфiзму) B. Рiвнiсть (6) показує, що базис {1, j} є бiгармонiчним. Умови моногенностi
Кошi–Рiмана функцiї F (x, y) збiгаються з системою рiвнянь рiвноваги Нав’є плоскої теорiї
пружностi у випадку вiдсутностi об’ємних сил (див. [8, c. 104; 9, c. 368]):





∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

= 0,

∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

= 0,

∆2τxy = 0,

(7)

при ототожненнi σx з c, σy з a, τxy з c.

8 ISSN 1025-6415 Dopov. NAN Ukraine, 2015, №6



1. Моногеннi функцiї i рiвняння рiвноваги Ляме у змiщеннях. Розглянемо сис-
тему рiвнянь рiвноваги Ляме у змiщеннях у випадку вiдсутностi об’ємних сил (див. [10,
c. 100] при F1 = F2 ≡ 0, u := u1, v := u2):





∆u+ γ
∂θ

∂x
= 0,

∆v + γ
∂θ

∂y
= 0,

(8)

де θ := ∂u/∂x + ∂v/∂y, γ = (λ + µ)µ−1, λ i µ — cталi Ляме. Вiдмiтимо, що γ є деякою
додатною сталою, що залежить вiд пружних властивостей середовища; змiщення u(x, y)
i v(x, y) є бiгармонiчними функцiями в областi D, а функцiя поверхневого розширення
θ(x, y) — гармонiчною.

Вiдшуканню розв’язкiв системи (8) присвячено чимало дослiджень, вiдзначимо, наприк-
лад, книгу [11], де автор вiдшуковує полiномiальнi розв’язки.

У роботi [12] одержано частиннi розв’язки системи (8) для областi D, опуклої в на-
прямку осi Oy, через компоненти Uk(x, y), k = 1, 4, моногенної функцiї (3) в областях,
опуклих у напрямку осi y. Зауважимо, що умову опуклостi можна зняти, застосовуючи зо-
браження (5) моногенної функцiї через двi аналiтичнi функцiї комплексної змiнної та умову
моногенностi Кошi–Рiмана (див. [3]). Справедлива теорема.

Теорема 1. Нехай функцiя (3) є моногенною в областi Dζ . Тодi пари функцiй

u(x, y) =
2

γ
U1(x, y)−

2 + γ

γ
U4(x, y), v(x, y) = U2(x, y),

u(x, y) = −
2 + γ

γ
U2(x, y)−

2(1 + γ)

γ
U3(x, y), v(x, y) = U4(x, y),

u(x, y) = −
2

γ
U2(x, y)−

2 + γ

γ
U3(x, y), v(x, y) = U1(x, y)

є розв’язками системи (8).
Аналогiчним чином узагальнюються усi iншi результати роботи [12].
2. Моногеннi функцiї i розв’язки задач типу задачi Фламана для iзотропної

пiвплощини. Задача про зосереджену силу, прикладену перпендикулярно до поверхнi
пружної iзотропної пiвплощини, вiдома як задача Фламана (див. [9, c. 516; 13, с. 109]).

Математично дана задача полягає у вiдшуканнi бiгармонiчної функцiї напружень U
у верхнiй пiвплощинi π+ := {(x, y) ∈ R

2 : y > 0} з крайовими умовами при y = 0:

∂U

∂y
= 0, U = u, (9)

де u — певна дiйснозначна функцiя.
Для розв’язання даної задачi необхiдно знайти бiгармонiчну функцiю напружень U :=

= U у верхнiй пiвплощинi π+ у випадку вiдсутностi навантаження, дотичного до межi
пiвплощини, тобто лише пов’язану крайовою умовою ∂U/∂y = 0 при y = 0. Вiдомо (див. [9,
c. 516]), що функцiя U має вигляд

U(x, y) = ϕ(x, y)− y
∂ϕ(x, y)

∂y
, (10)

де ϕ — довiльна гармонiчна у верхнiй пiвплощинi функцiя.
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Розписуючи покомпонентно моногенну функцiю (5) та застосовуючи рiвнiсть ρ = 2 +
+ 2ie2, одержуємо для кожного ζ = x + e2y ∈ Dζ рiвностi

U1[Φ(ζ)] = u1(x, y)− y
∂u1(x, y)

∂y
+ 2u0(x, y), (11)

U2[Φ(ζ)] = v1(x, y)− y
∂v1(x, y)

∂y
+ 2v0(x, y), (12)

U3[Φ(ζ)] = −

(
2v0(x, y) − y

∂v1(x, y)

∂y

)
, (13)

U4[Φ(ζ)] = 2u0(x, y)− y
∂u1(x, y)

∂y
, (14)

де пари функцiй u1(x, y), v1(x, y) i u0(x, y), v0(x, y), вiдповiдно, є гармонiчно спряженими
функцiями комплексної змiнної z = x + iy.

Розглянемо верхню пiвплощину Π+ := {ζ = xe1 + ye2 ∈ µ : y > 0} бiгармонiчної пло-
щини µ. Має мiсце теорема.

Теорема 2. Нехай функцiя U є загальним розв’язком крайової задачi, що полягає у вiд-
шуканнi бiгармонiчної функцiї в π+ такої, що ∂U/∂y = 0 при y = 0. Нехай u1(x, y), v1(x, y)
є довiльними гармонiчно спряженими функцiями комплексної змiнної z = x+ iy у верхнiй
пiвплощинi {z ∈ C : Im z > 0}. Тодi мають мiсце рiвностi

U(x, y) = Uk[Φk(ζ) + Φk,0(ζ)], k = 1, 4, ∀ ζ = xe1 + ye2 ∈ Π+, (15)

де

Φ1(ζ) := F[u1, v1, 0, ia](z), Φ2(ζ) := F[u1, v1, a, 0](z),

Φ3(ζ) := −F

[
u1, v1,

u1
2
,
v1
2

]
(z), Φ4(ζ) := −Φ3(ζ),

Φ1,0(ζ) := i(−a1x
2 + a2x− a1y

2 − b2y + b3) + e2(2a1y
2 + 2b2y + a3) +

+ ie2(−2a1xy − b2x+ a2y + c),

Φ2,0(ζ) := a1x
2 + a2x+ a1y

2 + b1y + a3 + e2(2a1xy + b1x+ a2y + c) +

+ ie2(2b1y
2 + 2b2y + b3),

Φ3,0(ζ) := 2a1x
2+ 2a2x+ a3+ i(2a1xy+ b1x+ a2y+ c)+ ie2(a1x

2+ a2x+ a1y
2+ b1y+ b3),

Φ4,0(ζ) := 2b1xy+ b2x− a1y+ c+ i(−2b1x
2+ 2a1x+ a2)+ e2(b1x

2 − a1x+ b1y
2+ b2y+ b3),

де a, c, ak i bk, k = 1, 2, 3, є довiльними дiйсними числами.
Для кожного фiксованого k ∈ {1, . . . , 4} формула

Φ̃k(ζ) = Φk(ζ) + Φk,0(ζ) ∀ ζ = xe1 + ye2 ∈ Π+ (16)

описує усi моногеннi в Π+ функцiї такi, що виконується рiвнiсть U(x, y) = Uk[Φ̃k(ζ)].
Теорема доводиться з урахуванням рiвностей (11)–(14) та iнтегруванням умови моно-

генностi Кошi–Рiмана (див. [3]) з певним Uk ≡ 0, k ∈ {1, . . . , 4}.
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Використовуючи одержанi вирази моногенних функцiй та розв’язуючи вiдповiдну за-
дачу Дiрiхле для гармонiчних функцiй, можна описати усi моногеннi функцiї, фiксована
компонента яких є розв’язком задачi Фламана.

Для випадку навантаження силою, що прикладена вздовж поверхнi пружної iзотропної
пiвплощини, можна встановити аналогiчнi результати. При цьому крайовi умови (9) замi-
нюються на такi (див. [9, c. 520]): ∂U/∂y = P (x), U = 0 при y = 0, а функцiя навантажень
має вигляд U(x, y) = yf2(x, y), де гармонiчна в π+ функцiя f2 є розв’язком задачi Дiрiхле:

f2(x, 0) = P (x), а отже, подається iнтегралом Пуасcона f2(x, y) =
y

π

∞∫

−∞

P (t)dt

(x− t)2 + y2
.
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Гиперкомплексные моногенные функции бигармонической
переменной в некоторых задачах плоской теории упругости

Институт математики НАН Украины, Киев

Получены выражения для решений системы уравнений равновесия Ляме в смещениях через
компоненты гиперкомплексных моногенных функций бигармонической переменной. Получе-
но описание всех моногенных функций, которые в качестве одной из действительных ком-
понент имеют бигармоническую функцию, ассоциированную с решением задачи Фламана
для изотропной полуплоскости.

Ключевые слова: бигармоническое уравнение, бигармоническая функция, бигармоническая
алгебра, бигармоническая плоскость, моногенная функция, система уравнений равновесия
Ляме в смещениях, задача Фламана для изотропной полуплоскости.

S.V. Gryshchuk

Hypercomplex monogenic functions of the biharmonic variable in some
problems of plane elasticity theory

Institute Mathematics of the NAS of Ukraine, Kiev

Solutions of the Lamè equilibrium system of equations for displacements are obtained via components
of the hypercomplex monogenic functions of the biharmonic variable. The description of all mono-
genic functions, for which one of the real components is a biharmonic function associated with a
solution of the Flamant problem for an isotropic half-plane, is obtained.

Keywords: biharmonic equation, biharmonic function, biharmonic algebra, biharmonic plane,
monogenic function, Lamè equilibrium system in displacements, Flamant problem for isotropic
semiplane.
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