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Розглянуто навантажену на нескiнченностi пластину з центральною трiщиною змi-
шаного режиму руйнування. Для кусково-лiнiйного закону розподiлу сил зчеплення отри-
мано розв’язок для вiдривiв. Цей розв’язок включено до моделi трiщини iз складною зо-
ною зчеплення. Визначальнi спiввiдношення для параметрiв граничного стану проiлю-
стровано числовими розв’язками для двох комбiнацiй величин розтягуючих та зсувних
зовнiшнiх зусиль.
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Iнженерним розрахункам, що враховують наявнiсть трiщин, придiляється все бiльше уваги
у зв’язку з тим, що вони зосередженi на виявленнi границь опору руйнуванню i довго-
вiчностi конструкцiй, виготовлених з сучасних матерiалiв, таких як армованi пластики,
нанокомпозити тощо. Переважно цi розрахунки базуються на результатах лiнiйної пружної
механiки руйнування (ЛПМР). Коли нелiнiйною поведiнкою матерiалу в околi вершини
трiщини можна знехтувати, ЛПМР дає ефективнi результати при прогнозуваннi гранич-
ного стану трiщини (визначення параметрiв задачi, що забезпечують початок поширення
трiщини). Найважливiшим здобутком пiсля появи ЛПМР стала модель трiщини iз зоною
послаблених зв’язкiв бiля її вершини. Ця зона отримала назву зони передруйнування, або
зони зчеплення (ЗЗ). При незначних розмiрах ЗЗ можна ефективно використовувати кон-
цепцiю квазiкрихкого руйнування, яка використовує найважливiший параметр ЛПМР —
коефiцiєнт iнтенсивностi напружень (КIН).

В багатьох випадках визначення граничного стану при наявностi трiщини в конструкцiї
з композитного матерiалу, бетону або iншого квазiкрихкого матерiалу розмiр ЗЗ виявляєть-
ся недостатньо малим порiвняно з iншими характеристичними розмiрами, що призводить
до невiдповiдностi умовам застосування КIН. Деякi механiзми (утворення мiкротрiщин та
порожнин перед кiнцем трiщини, їх злиття, брiджинг та iншi механiзми на мiкрорiвнi), що
супроводжують розвиток трiщини, можуть призводити до невиконання цих умов. Якщо
розмiр ЗЗ не є достатньо малим, нiж iншi характернi розмiри задачi, незамiнним iнстру-
ментом аналiзу стає модель трiщини з зоною зчеплення (МЗЗ). Складнi фiзичнi ефекти,
якi мають мiсце в околi вершини трiщини, можна змоделювати за допомогою введення
нелiнiйних ефектiв деформування, що знесенi на вiдрiзок на продовженнi трiщини. При
цьому в усiй областi поза цим вiдрiзком матерiал можна вважати лiнiйно-пружним. ЗЗ
моделюється двома поверхнями, якi стягуються силами зчеплення (СЗ). Втрата несучої
здiбностi матерiалом характеризується повним роз’єднанням поверхонь зчеплення. СЗ та
вiдстань мiж поверхнями зчеплення (вiдрив) пов’язанi законом зчеплення–вiдриву (ЗЗВ).
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Для застосування МЗЗ у найпростiшiй формi (для простого режиму руйнування) не-
обхiдно два параметри: енергiя руйнування (граничне значення роботи СЗ) i мiцнiсть зче-
плення (максимальна iнтенсивнiсть СЗ). Цi параметри мають бути визначенi за допомо-
гою стандартизованих тестiв з метою прогнозування розвитку трiщини в iнших структур-
них конфiгурацiях. Окрiм енергiї руйнування та мiцностi зчеплення ЗЗВ включає своїми
параметрами ще й параметри форми, таким чином надаючи бiльшої гнучкостi описанню
трiщиностiйкостi. Iснує набiр базових законiв, що успiшно застосовуються в рамках МЗЗ.
Критичне розкриття трiщини перетворюється на характеристичний розмiр, що залежить
вiд енергiї руйнування, мiцностi зчеплення i ЗЗВ.

При змiшаному режимi руйнування параметрiв трiщиностiйкiсть збiльшується. Енергiя
руйнування φI , мiцнiсть зчеплення σmax та параметри форми для трiщини нормального
вiдриву доповнюються енергiєю руйнування φII , мiцнiстю зчеплення τmax та параметрами
форми для трiщини зсуву, а також параметрами, що пов’язують цi два види руйнування.
Останнi визначаються з умови потенцiйностi поля СЗ [1].

Дослiдження напружено-деформованого стану в рамках МЗЗ проводиться за допомо-
гою апарату методу функцiї комплексної змiнної (МФКЗ) або методу скiнченних елемен-
тiв (МСЕ). В першому випадку довжина ЗЗ знаходиться з умови скiнченностi напружень
у вершинi ЗЗ. В рамках МСЕ вводиться новий характеристичний розмiр (для нормаль-
ного вiдриву — EφI/σ

2
max), що з точнiстю до числового множника збiгається з розмi-

ром ЗЗ.
Сучаснi уявлення про моделювання в рамках МЗЗ викладено в роботах [1–4]. Бiльшiсть

дослiджень, що використовують МЗЗ для розв’язання прикладних задач механiки руйну-
вання, проведено за допомогою МСЕ. Робiт, що застосовують апарат МФКЗ для дослiджень
трiщиностiйкостi при змiшаному типi навантаження з використанням МЗЗ, на сьогоднi не
виявлено. В роботi [5] у формулюваннi МФКЗ наведено розв’язок задачi про перемiщення
берегiв трiщини змiшаного режиму руйнування (до пластини прикладено на нескiнченнос-
тi навантаження σ∞y , σ∞x та τ∞xy), коли нормальнi та дотичнi СЗ розподiленi вздовж ЗЗ зi
сталими iнтенсивностями σmax i τmax вiдповiдно, причому дiлянки прикладання цих сил
збiгаються. В такiй постановцi умови скiнченностi напружень у вершинi ЗЗ призводять до
зв’язку мiж ЗЗ i зовнiшнiм навантаженням у виглядi σ∞y /σmax = τ∞xy/τmax, який не дозволяє
незалежно вводити мiцностi зчеплення для двох режимiв руйнування. Вперше таку пробле-
му вдалося вирiшити в роботi [6] шляхом введення зон прикладання нормальних i зсувних
СЗ з вiдмiнними положеннями хвостiв. Такий принцип моделювання отримав назву склад-
них границь зони зчеплення [3]. В данiй роботi модифiковано розв’язок, одержаний в [5].
Розподiл СЗ при цьому взято у виглядi кусково-лiнiйного закону. Одержанi вирази для
нормального та дотичного вiдривiв дали можливiсть використати МЗЗ. Побудовано систе-
му для визначення значень СЗ у вузлах кусково-лiнiйних розподiлiв для заданої довжини
трiщини та iнтенсивностi зовнiшнього навантаження. Ця система використана у числовому
прикладi для визначення параметрiв граничного стану, коли потенцiал ЗЗВ задано в формi

Ψ(∆I ,∆II) = φI [1− (1−∆I)
α(1−∆II)

β]. (1)

Отриману визначальну систему розв’язано шляхом додавання вузлiв у розподiл СЗ з ви-
користанням попереднього розв’язку як наближення.

Постановка задачi. Визначення перемiщень берегiв трiщини при кусково-лi-
нiйному розподiлi СЗ. Розглянемо класичну задачу механiки руйнування суцiльного
середовища про iдеально гостру трiщину в нескiнченнiй пластинi. На нескiнченностi до
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Рис. 1

пластини прикладено розтягуюче навантаження, напрям прикладання якого збiгається з на-
прямом нормалi до лiнiї розташування трiщини iнтенсивнiстю σ∞y та зсувне навантаження
iнтенсивнiстю τ∞xy (рис. 1, а).

Вважатимемо, що заданi параметри задачi спiввiдносяться таким чином, що руйнування
вiдбувається в режимi нормального вiдриву. В iншому випадку постановку задачi можна
легко переформулювати. Внаслiдок покладеного довжина дiлянки прикладання нормаль-
них сил зчеплення σ(x) є бiльшою за дiлянку прикладання дотичних сил зчеплення τ(x)
(c > b).

Будемо моделювати трiщину розрiзом довжиною 2b вздовж осi Ox. На продовженнi
цього розрiзу вводимо додатковий розрiз довжиною d− b з прикладеними до берегiв самов-
рiвноваженими нормальними СЗ iнтенсивнiстю σ(x), на частинi введеного розрiзу довжи-
ною d− c прикладемо дотичнi СЗ iнтенсивнiстю τ(x). Закони розподiлу σ(x) i τ(x) задаємо
у кусково-лiнiйнiй формi зi збiжними вузлами спiльної дiлянки прикладання (рис. 1, б ).
Вимагатимемо плавного змикання берегiв трiщини, що еквiвалентно умовi скiнченностi на-
пружень σy i τxy у вершинi ЗЗ (в точцi x = d).

Розглянемо контурнi умови (на рис. 1, б взято n = 4, r = 2, m = n − r): у правiй
координатнiй напiвплощинi

σ±y (x) =





(bk − x)σk−1 + (x− bk−1)σk
△bk

, bk−1 6 x 6 bk, k = 1, 2, . . . , n,

0, 0 6 x < b

τ±xy(x) =





(bk+m − x)τk−1 + (x− bk+m−1)τk
△bk+m

, bk+m−1 6 x 6 bk+m, k = 1, 2, . . . , r,

0, 0 6 x < c,

i симетрично для −d 6 x < 0 σ±y (x) = σ±y (−x), τ±xy(x) = τ±xy(−x).
Знайдемо величини нормального та дотичного вiдривiв шляхом розв’язання граничної

задачi для площини з прямолiнiйним розрiзом

∆I(x) =
4

πE

n∑

k=0

σkJk(x), ∆II(x) =
4

πE

r∑

k=0

τkJ
′
k(x), (2)
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якi визначаються за умов скiнченностi напружень

n∑

k=0

σkNk =
πσ∞y
2

,

r∑

k=0

τkN
′
k =

πτ∞xy
2

. (3)

У виразах (2) та (3) введено такi позначення:

J0(x) =
△T1(x)

△b1
+K(b, x), J ′

0(x) =
△Tm+1(x)

△bm+1
+K(bm, x);

Jk(x) =
∆Tk+1(x)

∆bk+1
− ∆Tk(x)

∆bk
(0 < k < n), Jn(x) =

Tn−1(x)

△bn
;

J ′
k(x) = Jm+k(x) (0 < k 6 r, m = n− r);

C(ξ, x) = ln

∣∣∣∣
X̌(ξ)− X̌(x)

X̌(ξ) + X̌(x)

∣∣∣∣, X̌(t) =

√
t+ d

d− t
;

K(ξ, x) = (x− ξ)C(ξ, x)− (x+ ξ)C(−ξ, x);

△Tk(x) = Tk+1(x)− Tk(x);

Tk(x) =
1

2

[
(x+ bk)

2C(−bk, x) + (x− bk)
2C(bk, x)

]
+ X̂(bk)X̂(x);

N0 =
△R1

△b1
− I0, Nk =

△Rk+1

△bk+1
− △Rk

△bk
(0 < k < n), Nn = In −

△Rn
△bn

;

N ′
0 =

△Rm+1

△bm+1
− Im, N ′

k = Nm+k (0 < k 6 r);

△Rk = Rk −Rk−1, Rk = bkIk + X̂k;

Ik = I(bk), X̂k = X̂(bk) (In = I(d) = π, X̂n = X̂(d) = 0);

I(t) = 2 arctg X̌(t), X̂(t) =
√
d2 − t2.

Визначення параметрiв граничного стану за заданим ЗЗВ. Використавши за-
даний ЗЗВ

σ = TI(∆), τ = TII(∆), ∆ = (∆I ,∆II)

та умову скiнченностi напружень у вершинi ЗЗ (3), для заданої докритичної напiвдовжини
трiщини b0 можна записати систему n + r + 4 рiвнянь





TI [∆(bk)] = σk, k = 0, 1, . . . , n,

TII [∆(bn−r+k)] = τk, k = 0, 1, . . . , r,
n∑

k=0

σkNk =
πσ∞y
2

,

r∑

k=0

τkN
′
k =

πτ∞xy
2

(4)

для визначення n + r + 4 невiдомих: 1) положення точки bn — вершини ЗЗ; 2) положення
точки bn−r — хвоста дiлянки прикладання дотичних СЗ; 3) значень σk функцiї σ(x) в точках
сiтки bk, k = 0, 1, . . . , n; 4) значень τk функцiї τ(x) в точках сiтки bn−r+k, k = 0, 1, . . . , r.
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Рис. 2

Величини bk, k = 0, 1, . . . , n, є параметрами геометричних характеристик Nk, N
′
k, Jk, J

′
k.

Три з величин bk — b0 = b, bm = c i bn = d невiдомi, iншi можна розподiлити (наприклад,
рiвновiддалено) мiж b0 i bm, bm i bn.

У граничному станi одного з режимiв руйнування, коли розкриття трiщини в її вершинi
досягає максимального значення ∆max, згiдно з бiльшiстю вiдомих ЗЗВ, вiдповiдне значення
СЗ дорiвнює нулю. Покладаючи у спiввiдношеннях (4) σ0 = 0, отримаємо систему для
визначення параметрiв граничного стану в режимi нормального вiдриву (до цих параметрiв
замiсть σ0 слiд вiднести критичну довжину трiщини b0).

У дану роботу не входить детальний опис методу числового розв’язання системи (4). Вiд-
значимо лише те, що вiн отримується додаванням числа вузлiв у кусково-лiнiйний розподiл
сил зчеплення з використанням попереднього розв’язку як наближення для поточного.

Для числового прикладу використаємо ЗЗВ з потенцiалом (1):

TI(∆) = σmax(1−∆I)
α−1(1−∆II)

β , TII(∆) = τmax(1−∆I)
α(1−∆II)

β−1. (5)
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Рис. 3

Запишемо енергiю руйнування для режимiв нормального вiдриву та зсуву:

φI =

∆Imax∫

0

TI(∆I , 0)d∆I =
σmax∆Imax

α
;

φII =

∆IImax∫

0

TII(0,∆II)d∆II =
τmax∆IImax

β
.

(6)

Умовою потенцiальностi поля (5) є рiвнiсть енергiй руйнування двох режимiв.
Параметри числових розв’язкiв вiзьмемо такими: E = 4 ГПа, φI = φII = 600 Н/м,

σmax = 30 МПа, τmax = 40 МПа, α = 1,3, β = 2. Величини ∆Imax i ∆IImax визначено за
допомогою виразiв (6).

На рис. 2 проiлюстровано параметри граничного стану при σ∞y = 7 МПа, τ∞xy = 9,4 МПа.
Аналогiчнi залежностi на рис. 3 побудовано для τ∞xy = 3 МПа. Пунктирними кривими на
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перших блоках рисункiв зображено проекцiї лiнiй перетину поверхнi ЗЗВ зi смугою мiж
прямими, що проходять через точки ∆(bk−1) i ∆(bk) площини ∆IO∆II , перпендикуляр-
но цiй площинi. На кожному з рисункiв пунктирними прямими зображено вiдповiднiсть
мiж блоками. Кожна точка (кружечок для параметрiв нормального вiдриву, квадратик —
для зсуву) вiдповiдає вузлу кусково-лiнiйного закону розподiлу СЗ. Згадана вiдповiднiсть
проiлюстрована лише для точок b0 i bm — хвостiв вiдрiзкiв прикладання нормальних та
зсувних СЗ вiдповiдно.

Рис. 2 i 3 дозволяють простежити, як змiнюється критична напiвдовжина трiщини при
збiльшеннi iнтенсивностi зовнiшнiх зсувних навантажень (вiд 0,73 см в першому випадку
до 0,55 см — в другому). Зрозумiло, що при подальшому збiльшеннi τ∞xy режим руйнування
буде змiнено, але отримати аналiтичну умову виявилося досить складним завданням.

Цитована лiтература

1. Park K., Paulino G.H. Cohesive zone models: a critical review of traction-separation relationships across
fracture surfaces // Appl. Mech. Reviews. – 2011. – 64, No 6. – P. 060802.

2. Chew H.B., Hong S., Kim K.-S. Cohesive-zone laws for void growth-I. Experimental field projection of
crack-tip crazing in glassy polymers // J. Mech. Phys. Solids. – 2009. – 57. – P. 1357–1373.

3. Hui C.Y., Ruina A., Long R., Jagota A. Cohesive zone models and fracture // J. Adhesion. – 2011. –
87. – P. 1–52.

4. Thouless M.D., Sills R. B. The effect of cohesive-law parameters on mixed-mode fracture // Eng. Fract.
Mech. – 2013. – 109. – P. 353–368.

5. Becker W., Gross D. About the Dugdale crack under mixed mode loading // Int. J. Fract. – 1988. – 37. –
P. 163–170.

6. Jin Z.-H., Sun C.T. Cohesive zone modeling of interface fracture in elastic bimaterials // Eng. Fract.
Mech. – 2005. – 72. – P. 1805–1817.

References

1. Park K., Paulino G.H. Appl. Mech. Reviews, 2011, 64, No 6: 060802.
2. Chew H.B., Hong S., Kim K.-S. J. Mech. Phys. Solids, 2009, 57: 1357–1373.

3. Hui C.Y., Ruina A., Long R., Jagota A. J. Adhesion, 2011, 87: 1–52.

4. Thouless M.D., Sills R.B. Eng. Fract. Mech., 2013, 109: 353–368.

5. Becker W., Gross D. Int. J. Fract., 1988, 37: 163–170.
6. Jin Z.-H., Sun C.T. Eng. Fract. Mech., 2005, 72: 1805–1817.

Надiйшло до редакцiї 26.12.2014Iнститут механiки iм. С.П. Тимошенка
НАН України, Київ

М.Ф. Селиванов

Модель трещины с зоной сцепления при смешанном режиме
разрушения

Институт механики им. С.П. Тимошенко НАН Украины, Киев
Рассмотрена нагруженная на бесконечности пластина с центральной трещиной смешан-
ного режима разрушения. Для кусочно-линейного закона распределения сил сцепления по-
лучено решение для отрывов. Это решение включено в модель трещины со сложной зоной
сцепления. Определяющие соотношения для параметров предельного состояния проиллю-
стрированы численными решениями для двух комбинаций величин растягивающих и сдви-
говых внешних усилий.

Ключевые слова: трещина смешанного режима разрушения, модель трещины с зоной сце-
пления, сложная зона сцепления, закон сцепления-отрыва.
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M.F. Selivanov

A model of crack with cohesive zone for a mixed mode of fracture

S. P. Timoshenko Institute of Mechanics of the NAS of Ukraine, Kiev
The loaded at infinity plate with a central mixed-mode crack is considered. For the piecewise-linear
distribution law for cohesive traction, a solution for separations is given and is included in the
cohesive zone model with multiple cohesive zone fronts. The governing relationships for critical
state parameters are illustrated by numerical solutions for two combinations of the values of tensile
and shear external forces.

Keywords: mixed-mode fracture crack, cohesive zone model, complex cohesive zone, traction-
separation law.
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