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Розглядається лiнiйно-квадратична задача оптимального керування осесиметричними
коливаннями круглої мембрани. Запропоновано формулювання вищезгаданої задачi в по-
лярнiй системi координат. За допомогою методу множникiв Лагранжа отримано не-
обхiднi умови оптимальностi. Доведено єдинiсть оптимального керування. Отримано
систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь Рiккатi та додатковi умови для неї. Розв’я-
зок цiєї системи дає можливiсть виписати формулу для обчислення оптимального ке-
рування.
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Останнi шiстьдесят рокiв характеризуються стрiмким розвитком науки та технiки. Значний
прогрес спостерiгається в лiтакобудуваннi, ракетобудуваннi, суднобудуваннi, у вiйськовiй
та космiчнiй технiцi. В кожнiй iз перерахованих галузей зустрiчаються коливнi процеси.
В одних випадках ними можна скористатись, в iнших — навпаки, їх потрiбно нейтралiзува-
ти через їх негативний вплив на протiкання того або iншого процесу. Це означає, що процеси
коливання потрiбно не тiльки вивчати, але й вмiти ефективно ними керувати. Подiбнi задачi
ефективного керування механiчними процесами саме i дослiджує теорiя оптимального керу-
вання. В теорiї оптимального керування важливе мiсце займає лiнiйно-квадратична задача.
Цей термiн означає, що потрiбно знайти екстремальне значення квадратичного функцiона-
ла на множинi розв’язкiв деякої системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь, правi частини
яких певним чином залежать вiд одного або декiлькох параметрiв (керувань).

У данiй роботi вперше розглядається лiнiйно-квадратична задача оптимального керува-
ння процесом осесиметричних коливань круглої мембрани. Для цiєї задачi отриманi необхi-
днi умови оптимальностi та виведена вiдповiдна система iнтегро-диференцiальних рiвнянь
Рiккатi в полярних координатах.

Постановка задачi. Диференцiальне рiвняння вимушених осесиметричних коливань
круглої мембрани має вигляд

∂2z(t, r)

∂t2
= a2

(
∂2z(t, r)

∂r2
+

1

r

∂z(t, r)

∂r

)
+ u(t, r), (1)

де через t позначено змiнну, що описує час, t0 6 t 6 t1, для змiнної r маємо обмеження
0 6 r 6 R. Дiйснi числа a > 0, R > 0, t0 > 0 та t1 > 0 заданi. Функцiя u(t, r) ∈ L2(Ω) назива-
ється допустимим керуванням, де множина Ω має вигляд Ω = (t, r) : t0 6 t 6 t1, 0 6 r 6 R.
Для рiвняння (1) задано початковi умови

z(t0, r) = f(r),
∂z(t0, r)

∂t
= g(r) (2)

© М.М. Копець, 2015

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2015, №9 33



та крайовi умови

|z(t, 0)| <∞, z(t, R) = 0. (3)

Розв’язком крайової задачi (1)–(3) вважається її узагальнений розв’язок. Якiсть процесу
керування оцiнюється за допомогою такого функцiонала:

I(u, z) =
1

2

R∫
0

z2(t1, r)rdr +
1

2

R∫
0

[
∂z(t1, r)

∂t

]2
rdr +

1

2

t1∫
t0

R∫
0

[z2(t, r) + u2(t, r)]rdrdt. (4)

Допустиме керування, на якому реалiзується мiнiмум функцiонала (4), називається опти-
мальним керуванням. Задача оптимiзацiї (1)–(4) полягає у знаходженнi оптимального ке-
рування.

Необхiднi умови оптимальностi. В переважнiй бiльшостi випадкiв для знаходження
розв’язку задач оптимiзацiї, подiбних до задачi (1)–(4), використовується принцип макси-
муму Понтрягiна або метод динамiчного програмування Белмана. В данiй роботi для цiєї
мети застосовано метод множникiв Лагранжа, суть якого полягає в замiнi функцiонала (4)
таким функцiоналом:

J(ψ, u, z) =
1

2

R∫
0

z2(t1, r)rdr +
1

2

R∫
0

[
∂z(t1, r)

∂t

]2
rdr +

1

2

t1∫
t0

R∫
0

[z2(t, r) + u2(t, r)]rdrdt+

+

t1∫
t0

R∫
0

ψ(t, x)

[
a2
(
∂2z(t, r)

∂r2
+

1

r

∂z(t, r)

∂r

)
+ u(t, r)− ∂2z(t, r)

∂t2

]
rdrdt, (5)

де функцiя ψ(t, x) називається множником Лагранжа. В результатi такої замiни задача
оптимiзацiї (1)–(4) зводиться до задачi вiдшукання мiнiмуму функцiонала (5) iз врахуван-
ням початкових умов (2) та крайових умов (3). Далi шукаємо прирiст ∆J функцiонала (5)
згiдно з формулою

∆J = J(ψ + εδψ, u+ εδu, z + εδz)− J(ψ, u, z).

Застосовуючи метод з роботи [1] та враховуючи вираз (5), отримаємо таке спiввiдно-
шення:

∆J = ε

R∫
0

[
z(t1, r) +

∂ψ(t1, r)

∂t

]
rdr + ε

R∫
0

[
∂z(t1, r)

∂t
− ψ(t1, r)

]
rdr +

+ ε

t1∫
t0

R∫
0

[
z(t, r) + a2

(
∂2ψ(t, r)

∂r2
+

1

r

∂ψ(t, r)

∂r

)
− ∂2ψ(t, r)

∂t2

]
δz(t, r)rdrdt+

+ ε

t1∫
t0

R∫
0

[
a2
(
∂2z(t, r)

∂r2
+

1

r

∂z(t, r)

∂r

)
+ u(t, x)− ∂2z(t, r)

∂t2

]
δψ(t, r)rdrdt+
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+
ε2

2

R∫
0

[δz(t1, r)]
2rdr +

ε2

2

R∫
0

[
∂δz(t1, r)

∂t

]2
rdr +

+
ε

2

2
t1∫
t0

R∫
0

[[δz(t, r)]2 + [δu(t, r)]2]rdrdt. (6)

На пiдставi рiвностi (6) можна сформулювати таке твердження.
Теорема 1. Оптимальне керування u(t, x) в задачi оптимiзацiї (1)–(4) єдине i визна-

чається iз спiввiдношень

∂2z(t, r)

∂t2
= a2

(
∂2z(t, r)

∂r2
+

1

r

∂z(t, r)

∂r

)
+ u(t, r), (7a)

z(t0, r) = f(r),
∂z(t0, r)

∂t
= g(r), (7б)

|z(t, 0)| <∞, z(t, R) = 0, (7в)

∂2ψ(t, r)

∂t2
= a2

(
∂2ψ(t, r)

∂r2
+

1

r

∂ψ(t, r)

∂r

)
+ z(t, r), (7г)

z(t1, r) +
∂ψ(t1, r)

∂t
= 0,

∂z(t1, r)

∂t
− ψ(t1, r) = 0, (7д)

|ψ(t, 0)| <∞, ψ(t, R) = 0, (7е)

u(t, r) + ψ(t, r) = 0. (7ж)

Доведення. Якщо мають мiсце спiввiдношення (7a)–(7ж), то перша варiацiя функцiо-
нала (5) дорiвнює нулю. А це i є необхiдна умова його екстремуму. В цьому випадку рiв-
нiсть (6) матиме вигляд

∆J=
ε2

2

R∫
0

[δz(t1, r)]
2rdr+

ε2

2

R∫
0

[
∂δz(t1, r)

∂t

]2
rdr+

ε

2

2
t1∫
t0

R∫
0

[[δz(t, r)]2+[δu(t, r)]2]rdrdt. (8)

Очевидно, що ∆J > 0 для δu(t, r) ̸= 0. Це означає, що функцiонал (4) досягає свого мi-
нiмального значення на керуваннi u(t, r). Припустимо, що iснує ще одне оптимальне ке-
рування u(t, r) = u(t, r) + δu(t, r). Тодi обидва цi керування задовольняють спiвiдношення
(7a)–(7ж). Крiм того, повинна виконуватись рiвнiсть ∆J = 0. Iз спiввiдношення (8) випли-
ває, що це можливо тiльки в тому випадку, коли δu(t, r) = 0. Тому u(t, r) = u(t, r), що
i завершує доведення теореми 1.

Виведення системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь Рiккатi. Оскiльки систе-
ма спiввiдношень (7a) — (7ж) лiнiйна, то є пiдстави вважати, що мають мiсце такi двi
залежностi:

∂ψ(t, r)

∂t
= −

R∫
0

[
P11(t, r, ρ)z(t, ρ) + P12(t, r, ρ)

∂z(t, ρ)

∂t

]
ρdρ, (9)
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ψ(t, r) =

R∫
0

[
P21(t, r, ρ)z(t, ρ) + P22(t, r, ρ)

∂z(t, ρ)

∂t

]
ρdρ, (10)

де функцiї P11(t, r, ρ), P12(t, r, ρ), P21(t, r, ρ), P22(t, r, ρ) потрiбно знайти. Вважаємо, що ма-
ють мiсце крайовi умови

|P12(t, r, 0)| <∞, P12(t, r, R) = 0, (11)

|P22(t, r, 0)| <∞, P22(t, r, R) = 0. (12)

Подiбно до того, як це було зроблено в [2], одержуємо систему диференцiальних рiвнянь

∂P11(t, r, ρ)

∂t
+a2

(
∂2P12(t, r, ρ)

∂ρ2
+
1

ρ

∂P12(t, r, ρ)

∂ρ

)
+a2

(
∂2P21(t, r, ρ)

∂r2
+
1

r

∂P21(t, r, ρ)

∂r

)
+

+
1

ρ
δ(r − ρ)−

R∫
0

P12(t, r, λ)P21(t, λ, ρ)λdλ = 0, (13)

∂P12(t, r, ρ)

∂t
+ a2

(
∂2P22(t, r, ρ)

∂r2
+

1

r

∂P22(t, r, ρ)

∂r

)
+ P11(t, r, ρ)−

−
R∫
0

P12(t, r, λ)P22(t, λ, ρ)λdλ = 0, (14)

∂P21(t, r, ρ)

∂t
+ a2

(
∂2P22(t, r, ρ)

∂ρ2
+

1

ρ

∂P22(t, r, ρ)

∂ρ

)
+ P11(t, r, ρ)−

−
R∫
0

P22(t, r, λ)P21(t, λ, ρ)λdλ = 0, (15)

∂P22(t, r, ρ)

∂t
+ P12(t, r, ρ) + P21(t, r, ρ)−

R∫
0

P22(t, r, λ)P22(t, λ, ρ)λdλ = 0. (16)

Зiставляючи умови (7д) та рiвностi (9), (10), маємо спiввiдношення

P11(t1, r, ρ) =
1

ρ
δ(r − ρ), P12(t1, r, ρ) = 0, (17)

P21(t1, r, ρ) = 0, P22(t1, r, ρ) =
1

ρ
δ(r − ρ). (18)

Отже, справедливе таке твердження.
Теорема 2. Функцiї P11(t, r, ρ), P12(t, r, ρ), P21(t, r, ρ), P22(t, r, ρ) задовольняють систе-

му iнтегро-диференцiальних рiвнянь (13)–(16), крайовi умови (11), (12) i додатковi умо-
ви (17), (18). Оптимальне керування має вигляд

u(t, r) = −
R∫
0

[
P21(t, r, ρ)z(t, ρ) + P22(t, r, ρ)

∂z(t, ρ)

∂t

]
ρdρ.
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де функцiя z(t, ρ) є розв’язком наступної крайової задачi

∂2z(t, ρ)

∂t2
= a2

(
∂2z(t, ρ)

∂ρ2
+

1

ρ

∂z(t, ρ)

∂ρ

)
−

R∫
0

[
P21(t, r, ρ)z(t, ρ) + P22(t, r, ρ)

∂z(t, ρ)

∂t

]
ρdρ,

z(t0, ρ) = f(ρ),
∂z(t0, ρ)

∂t
= g(ρ),

|z(t, 0)| <∞, z(t, R) = 0.

Таким чином, у роботi розглянуто лiнiйно-квадратичну задачу оптимального керуван-
ня осесиметричними коливаннями круглої мембрани. Актуальнiсть цiєї задачi не викликає
сумнiвiв, оскiльки в основному подiбнi задачi дослiджувались у прямокутнiй декартовiй
системi координат. Автором запропоновано формулювання вищезгаданої задачi в полярнiй
системi координат. За допомогою методу множникiв Лагранжа отримано необхiднi умови
оптимальностi. Доведено єдинiсть оптимального керування. Отримано систему iнтегро-ди-
ференцiальних рiвнянь Рiккатi та додатковi умови для неї. Розв’язок цiєї системи дає мо-
жливiсть виписати формулу для обчислення оптимального керування. Необхiдно також
вiдзначити доцiльнiсть узагальнення одержаних у данiй роботi результатiв на випадок сис-
тем iз дробовими похiдними [3, 4] за допомогою методу розв’язувальних функцiй [5–7].
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М.М. Копец

Оптимальное управление осесимметричными колебаниями круглой
мембраны

НТУ Украины “Киевский политехнический институт”

Рассматривается линейно-квадратическая задача оптимального управления осесимметри-
чными колебаниями круглой мембраны. Предложена формулировка вышеупомянутой задачи
в полярной системе координат. С помощью метода множителей Лагранжа получены не-
обходимые условия оптимальности. Доказана единственность оптимального управления.
Получена система интегро-дифференциальных уравнений Риккати и дополнительные усло-
вия для нее. Решение этой системы дает возможность выписать формулу для вычисления
оптимального управления.

Ключевые слова: задача оптимального управления, квадратичный функционал, метод мно-
жителей Лагранжа, необходимые условия оптимальности, осесимметричные колебания кру-
глой мембраны, система уравнений Риккати.

M.M. Kopets

Optimal control over axisymmetric vibrations of a circular membrane

NTU of Ukraine “Kiev Polytechnic Institute”

The article discusses the linear-quadratic problem of optimal control over axisymmetric vibrati-
ons of a circular membrane. The statement of the aforementioned task in polar coordinates is
suggested. Using the method of Lagrange multipliers, necessary optimality conditions are obtained.
The uniqueness of optimal control is proved. A system of integro-differential Riccati equations and
additional conditions for it are obtained. The solution of this system makes it possible to write
down the formula for calculating the optimal control.

Keywords: optimal control problem, quadratic functional, method of Lagrange multipliers, neces-
sary conditions of optimality, axisymmetric vibrations of a circular membrane, system of Riccati
equations.
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