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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

У зв’язку з широким використанням спеціальних функцій у теорії ймовірностей та мате-
матичній статистиці, механіці суцільного середовища, квантовій механіці, квантовій опти-
ці, астрофізиці, теорії дифракції, аеродинаміці, теорії кодування, біомедицині та ін. інтерес 
до теорії та застосувань спеціальних функцій значно посилився [1—5].

За останні роки зросла увага до узагальнених гіпергеометричних функцій за Райтом [6].
Райтом було запроваджено узагальнення гіпергеометричної функції у вигляді ряду [6]
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У даній роботі запроваджуються нові узагальнення дзета-функції, функції Трікомі та 
вивчаються основні їх властивості. Це відкриває шлях до глибшого, кращого застосування 
цих функцій як у теорії спеціальних функцій, так і в багатьох прикладних науках тощо.
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Ці нові узагальнення виконано за допомогою (τ, β) узагальненої конфлюентної гіпер-
геометричної функції [7]:
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де Re c > Re a ∈ > 0, τ ∈, τ > 0, β ∈, β > 0, τ – β > 1, Γ (a) — класична гамма-функція, 1Φ1 — 
функція Фокса-Райта [6].

Раніше [8] було запроваджено узагальнені гамма-, бета-, псі-функції, функції Лагера, 
Вольтерра.

1. Узагальнена дзета-функція. Як відомо [9], дзета-функція Рімана має вигляд
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Запровадимо узагальнення дзета-функції Рімана у вигляді
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де Re r > 0; r = 0, σ > 1.
Вивчимо основні властивості ζr(α).
Теорема 1. Справедлива рівність
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Re r > 0; r = 0, σ > 1,

де Γnr — узагальнена гамма-функція [8].
Доведення. Розгорнувши 1(1 )te− −−  в ряд за степенями te− , одержимо

,1
1 1

10

1
( ) ; ;

( )
r nt r

n

r
t e a c dt

t

∞ ∞
τ βα− − ⎛ ⎞ζ α Φ −⎜ ⎟⎝ ⎠Γ α ∑∫ == . (9)

Поміняємо порядок підсумовування та інтегрування у (9) (це законно, оскільки ряд 
збігається до інтегрованої функції). А далі після перетворень, враховуючи означення уза-
гальненої гамма-функції, матимемо (8).

Примітки.
1. Використовуючи властивість узагальненої гамма-функції [8], отримуємо цікаву рів-

ність:
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2. Застосувавши рівність [ 9 ]
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одержимо зв'язок узагальненої дзета-функції з функцією Макдональда:
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3. Замінивши t на 2t у (7) та використавши рівність
2 1( 1) csc ( )/ 2t te e h t− −− = , (13)

отримаємо таке інтегральне зображення для функції ζr (α):
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При r = 0 маємо відомий результат для класичної дзета-функції:
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Теорема 2. Для узагальненої дзета-функції справедлива формула
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Доведення. Нехай α = n у формулі для узагальненої Γ-функції, тоді матимемо
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Помноживши на (–1)n–1, просумувавши обидві частини за n, отримаємо
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Тепер із (18) та формули
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Re r > 0; r = 0, σ > 0,
одержимо (16).

Наслідок. Із (16) при r = 0 випливає цікава формула для класичної дзета-функції:
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Значний інтерес становить зв'язок між узагальненою дзета-функцією та інтегральними 
перетвореннями.

Очевидно, що (7) можна записати у вигляді інтегрального перетворення Мелліна:
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Re r > 0; r = 0, σ > 1

Виконавши підстановку t = e–x, одержимо інтегральне перетворення Лапласа:
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Підстановка α = σ + iω у (22) дає перетворення Фур’є:
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Друге узагальнення дзета-функції подамо у вигляді
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де Re r > 0; r = 0, σ > 0, А(α) = Γ(α) (1 – 21–α).
Розгорнувши вираз (1+e–t)–1 у ряд, одержимо
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а після перетворень маємо
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Re r > 0; r = 0, σ > 0.

Узагальнення дзета-функції Гурвіця [9]
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σ > 1, 0 < q � 1,
подамо у вигляді
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0 < q � 1, Re r > 0; r = 0, σ > 0.

Легко зауважити, що
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Теорема 3. Справедлива рівність
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Доведення. Виконавши заміну q на 
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матимемо аналітичне продовження
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2. Узагальнена функція Трікомі. Трікомі у 1927 р. запропонував функцію Ψ (a, c; x) [10]:
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яка визначає розв’язок рівняння [9]
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у півплощині Re x > 0. Область визначення можна розширити поворотом шляху ін тег-
рування.

Запровадимо узагальнення функції Трікомі (36) у вигляді
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Справедливою є така теорема.
Теорема 4. При умовах існування функції ( , ; )rU a c xτ,β  справедливі такі функціональні 

співвідношення:
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Доведення виконуємо за допомогою певних замін α, τ = τ1 + α, β = β1 + γ та простих, але 
громіздких перетворень.
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NEW GENERALIZATIONS OF THE ZETA-FUNCTION
AND THE TRICOMI FUNCTION

New generalizations of the zeta-function and the Tricomi function are presented, and their main properties are stud-
ied. These new generalizations are realized with help of the (τ, β)-generalized confluent hypergeometric function.
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