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Про пластичнi лiнiї розриву у кутовiй точцi
кусково-однорiдного тiла

(Представлено академiком НАН України В.Л. Богдановим)

Розглянуто симетричну задачу про розрахунок пластичних смуг у кутовiй точцi межi
подiлу iзотропних середовищ. Пластична смуга моделюється лiнiєю розриву дотичного
перемiщення. Точний розв’язок вiдповiдної задачi теорiї пружностi побудовано мето-
дом Вiнера–Хопфа. На основi цього розв’язку визначено довжину i напрямок розвитку
пластичних смуг.
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Бiльшiсть праць, що присвяченi плоским задачам про визначення вузьких зон передруй-
нування у рамках моделей з лiнiями розриву перемiщення, вiдноситься до випадкiв, коли
концентраторами напружень є кiнцi трiщин в однорiдних тiлах [1]. Низка дослiджень, якi
проведено в указаному напрямi, стосується iнших кутових точок однорiдного тiла [2–4].
У випадку кусково-однорiдних тiл зони передруйнування визначалися бiля кiнцiв мiжфа-
зних трiщин [5–7] та в кiнцi трiщини, що виходить на межу подiлу середовищ [8, 9].

В [10, 11] здiйснено розрахунки мiжфазних зон передруйнування в кутовiй точцi межi
подiлу iзотропних середовищ у випадках пружнопластичного i крихкого з’єднуючих мате-
рiалiв.

Нижче дано розв’язок задачi про визначення вузької пластичної зони передруйнування
у кутовiй точцi межi подiлу iзотропних середовищ за умови, що частини кусково-однорi-
дного тiла жорстко зчепленi.

Постановка задачi. В умовах плоскої деформацiї розглянемо кусково-однорiдне тiло,
що складене з iзотропних пружнопластичних частин, якi жорстко зчепленi мiж собою. Ме-
жа подiлу середовищ не є гладкою, а мiстить кутовi точки — гострокiнцевi концентратори
напружень. У вiдповiднiй статичнiй задачi теорiї пружностi при наближеннi точки тiла до
такої кутової точки межi подiлу середовищ напруження прямують до нескiнченностi.

Зi зростанням зовнiшнього навантаження бiля кутової точки межi подiлу середовищ,
яка розглядається, з’являється i розвивається пластична зона. Вивчатимемо лише поча-
ткову стадiю розвитку пластичної зони, коли її розмiр значно менший, нiж розмiри тiла,
а задачу вважатимемо симетричною вiдносно бiсектриси кута. Тодi пластична зона мати-
ме вид пари симетричних вузьких смужок, що виходять з кутової точки та розташованi
у бiльш пластичному матерiалi [12].
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Рис. 1

Ставиться задача визначення довжини i напрямку розвитку початкових пластичних
смуг.

Оскiльки матерiал тiла є пружнопластичним, переважнi деформацiї у пластичнiй зо-
нi розвиваються за механiзмом зсуву. Тому смужку-зону моделюватимемо прямою лiнiєю
розриву дотичного перемiщення, на якiй дотичне напруження дорiвнює границi текучостi
на зсув.

З урахуванням малостi пластичної зони приходимо до плоскої статичної симетричної
задачi теорiї пружностi для кусково-однорiдної iзотропної площини з межею подiлу сере-
довищ у формi сторiн кута, яка мiстить два прямолiнiйних розрiзи скiнченної довжини, що
виходять з кутової точки пiд кутом до цiєї межi (рис. 1).

На нескiнченностi реалiзується асимптотика, яка є розв’язком аналогiчної задачi без
розрiзiв (задача К), що породжується єдиним на iнтервалi ]−1; 0] коренем її характеристи-
чного рiвняння (воно наведене нижче). Довiльна стала C, яка входить до цього розв’язку,
вважається заданою. Вона характеризує iнтенсивнiсть зовнiшнього поля i повинна визнача-
тись з розв’язку зовнiшньої задачi. Сталу C можна розглядати як коефiцiєнт iнтенсивностi
напружень у кутовiй точцi межi подiлу середовищ.

Беручи до уваги симетрiю задачi теорiї пружностi, що розглядається (рис. 1), її крайовi
умови запишемо так:

θ = β − α, τrθ = 0, uθ = 0; θ = π − α+ β, τrθ = 0, uθ = 0;

θ = β, ⟨σθ⟩ = ⟨τrθ⟩ = 0, ⟨uθ⟩ = ⟨ur⟩ = 0; (1)

θ = 0, ⟨σθ⟩ = ⟨τrθ⟩ = 0, ⟨uθ⟩ = 0;

θ = 0, r < l, τrθ = τ1; θ = 0, r > l, ⟨ur⟩ = 0; (2)

θ = 0, r →∞, τrθ = Cg(α, β, e0, ν1, ν2)r
λ + o

(
1

r

)
. (3)

У цих формулах β − α 6 θ 6 π − α + β; ⟨a⟩ — стрибок a; λ — єдиний на iнтервалi ] − 1; 0[
корiнь характеристичного рiвняння задачi K:

∆(−x− 1) = 0, ∆(z) = δ0(z) + δ1(z)e+ δ2(z)e
2,

δ0(z) = (sin 2zα+ z sin 2α)[χ1 sin 2z(π − α) + z sin 2α],
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δ1(z) = (1 + χ1)(1 + χ2) sin
2 zπ − (sin 2zα+ z sin 2α)[χ1 sin 2z(π − α) + z sin 2α]−

− [sin 2z(π − α)− z sin 2α](χ2 sin 2zα− z sin 2α),

δ2(z) = [sin 2z(π − α)− z sin 2α](χ2 sin 2zα− z sin 2α),

e =
1 + ν2
1 + ν1

e0, e0 =
E1

E2
, χ1,2 = 3− 4ν1,2.

Тут E1, E2 — модулi Юнга; ν1, ν2 — коефiцiєнти Пуассона. Громiздкий вираз для вiдомої
функцiї g(α, β, e0, ν1, ν2) не наводимо. При α = 0, π/2, π функцiя g дорiвнює нулю. Якщо
Cg > 0, то τ1 = τ ; якщо Cg < 0, то τ1 = −τ (τ — границя текучостi на зсув матерiалу 2).

Розв’язок сформульованої задачi теорiї пружностi (див. рис. 1) є сумою розв’язкiв на-
ступних двох задач. Перша вiдрiзняється вiд неї тим, що замiсть першої з умов (2) маємо

θ = 0, r < l, τrθ = τ1 − Cgrλ, (4)

а на нескiнченностi напруження затухають як o(1/r) (у (3) вiдсутнiй перший доданок).
Друга задача — задача К. Оскiльки розв’язок другої задачi вiдомий, достатньо побудувати
розв’язок першої.

Для побудови точного розв’язку першої задачi будемо використовувати метод Вiнера–
Хопфа у поєднаннi з апаратом iнтегрального перетворення Меллiна [13].

Рiвняння Вiнера–Хопфа задачi. Застосовуючи перетворення Меллiна

m∗(p) =

∞∫
0

m(r)rpdr

з комплексним параметром p до рiвнянь рiвноваги, умови сумiсностi деформацiй, закону
Гука, умов (1) та враховуючи другу з умов (2) i умову (4), приходимо до наступного функ-
цiонального рiвняння Вiнера–Хопфа:

Φ+(p) +
τ1

p+ 1
+

τ2
p+ λ+ 1

= ctgpπG(p)Φ−(p),

G(p) =
[n0(p) + n1(p)e+ n2(p)e

2] sin pπ

[d0(p) + d1(p)e+ d2(p)e2] cos pπ
,

n0(p) = −2[χ1 sin 2p(π − α) + p sin 2α]{[sin 2p(α− β) + p sin 2(α− β)]×

× (sin 2pβ + p sin 2β) + 2[cos 2p(α− β)− cos 2(α− β)](sin2 pβ − p2 sin2 β)},

n1(p) = [sin 2p(α− β) + p sin 2(α− β)]{2[sin 2p(π − α)− p sin 2α](χ2 sin 2pβ − p sin 2β) +

+ 2[χ1 sin 2p(π − α) + p sin 2α](sin 2pβ + p sin 2β) +

+ (1 + χ1)(1 + χ2)[cos 2p(π − α+ β)− cos 2(π − α+ β)]} −

− [cos 2p(α− β)− cos 2(α− β)]{[sin 2p(π − α)− p sin 2α][(1 + χ1)(1 + χ2)−

− 4(χ2 sin
2 pβ + p2 sin2 β)]− 4[χ1 sin 2p(π − α) + p sin 2α](sin2 pβ − p2 sin2 β)−

− (1 + χ1)(1 + χ2)[sin 2p(π − α+ β) + p sin 2(π − α+ β)]},
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n2(p) =−[sin 2p(π −α)− p sin 2α]{[cos 2p(α−β)−cos 2(α−β)][4(χ2 sin
2 pβ +p2 sin2 β)−

= (1 + χ2)
2] + 2[sin 2p(α− β) + p sin 2(α− β)](χ2 sin 2pβ − p sin 2β)},

d0(p) = 2(sin 2pα+ p sin 2α)[χ1 sin 2p(π − α) + p sin 2α],

d1(p) = 2{(1 + χ1)(1 + χ2) sin
2 pπ − (sin 2pα+ p sin 2α)[χ1 sin 2p(π − α) + p sin 2α]−

− [sin 2p(π − α)− p sin 2α](χ2 sin 2pα− p sin 2α)},

d2(p) = 2[sin 2p(π − α)− p sin 2α](χ2 sin 2pα− p sin 2α), τ2 = −Cglλ,

Φ+(p) =

∞∫
1

τrθ(ρl, 0)ρ
pdρ, Φ−(p) =

E2

4(1− ν22)

1∫
0

⟨
∂ur
∂r

⟩∣∣∣∣r=ρl
θ=0

ρpdρ

Тут −ε1 < Re p < ε2, ε1,2 — достатньо малi додатнi числа.
Подiбнi рiвняння розв’язано, наприклад, у [10, 11].
Визначення довжини i напрямку розвитку початкових пластичних смуг. Дов-

жина пластичних смуг визначається з умови обмеженостi напружень бiля кiнця лiнiї роз-
риву дотичного перемiщення.

Має мiсце наступна формула для визначення довжини l початкових пластичних смуг:

l = L

(
|C|
τ

)−1/λ

,

L =

[
2|g|Γ(λ+ 3/2)G+(−1)√
πΓ(λ+ 2)G+(−λ− 1)

]−1/λ

,

G+(p) = exp

[
1

2πi

i∞∫
−i∞

lnG(z)

z − p
dz

]
(Re p < 0),

де Γ(z) — гамма-функцiя.
Слiдуючи [1, 2, 14], у якостi кута нахилу пластичної смуги до межi подiлу середовищ

вибиратимемо те значення β, при якому довжина пластичної смуги буде найбiльшою. Ви-
браний таким чином кут визначає напрямок розвитку початкової пластичної смуги.

Так, якщо E1/E2 = 3, ν1 = ν2 = 0,3, то значенням кута ϕ, що дорiвнюють (10j)◦

(j = 1, 2, . . . , 8), вiдповiдають значення кута β нахилу початкових пластичних смуг до межi
подiлу середовищ, що дорiвнюють 29,4◦; 15,7◦; 6,1◦; 0◦; 83,4◦; 73,3◦; 64,2◦; 55,1◦.
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О пластических линиях разрыва в угловой точке
кусочно-однородного тела

Рассмотрена симметричная задача о расчете пластических полос в угловой точке границы
раздела изотропных сред. Пластическая полоса моделируется линией разрыва касательно-
го смещения. Точное решение соответствующей задачи теории упругости построено ме-
тодом Винера–Хопфа. На основе этого решения определены длина и направление развития
пластических полос.

Ключевые слова: пластическая полоса, угловая точка, граница раздела сред, линия ра-
зрыва касательного смещения, метод Винера–Хопфа.
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On the plastic rupture lines at a corner point of the piecewise
homogeneous body

The symmetric problem of calculation of plastic strips at a corner point of the interface of isotropic
media is considered. The plastic strip is modeled by the line of rupture of a tangent displacement. An
exact solution of the corresponding problem of elasticity theory is constructed by the Wiener–Hopf
method. Basing on this solution, the length and the direction of development of plastic strips are
determined.

Keywords: plastic strip, corner point, interface of media, line of rupture of a tangent displacement,
Wiener–Hopf method.
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