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Про будову груп, неабелевi пiдгрупи яких є серiйними

(Представлено академiком НАН України А.М. Самойленком)

Отримано детальний опис локально скiнченних груп, що не є локально нiльпотентни-
ми, всi неабелевi пiдгрупи яких є серiйними, зростаючими або переставними.
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Вивчення будови груп, усi (власнi) пiдгрупи яких мають деякi фiксованi властивостi, є дав-
ньою класичною проблематикою теорiї груп. Її початок пов’язують з роботою Р. Дедекiн-
да [1], у якiй вiн вивчав скiнченнi групи, всi пiдгрупи яких є нормальними. Цей напрямок
виявився дуже плiдним, його розвиток був продовжений багатьма вiдомими алгебраїста-
ми. Зокрема, досить iнтенсивно розглядалися групи, всi пiдгрупи яких є субнормальни-
ми. Бiльш детальну iнформацiю про цi дослiдження можна знайти у книзi Дж. Леннокса,
С. Стоунхевера [2] та оглядовiй статтi К. Касоло [3]. Iнше поле дослiджень розпочалося з ро-
боти Г. Мiллера, X. Морено [4], в якiй вивчалися скiнченнi груп, усi власнi пiдгрупи яких
є абелевими. Їх результати були узагальненi О.Ю. Шмiдтом [5], який вивчав будову скiнчен-
них груп, усi власнi пiдгрупи яких є нiльпотентними. Виявилося, що отриманi результати
повною мiрою не можуть бути розширенi на нескiнченнi групи, оскiльки iснують нескiнчен-
нi простi групи, всi власнi пiдгрупи яких абелевi (навiть циклiчнi) (див., наприклад, книгу
О.Ю. Ольшанського [6]). З iншого боку, з результатiв статтi [7] випливає, що нескiнченна
локально ступiнчаста група, всi власнi пiдгрупи яких є розширенням чернiковських груп за
допомогою нiльпотентних, обов’язково буде розв’язною. Iнтерес до груп, у яких деякi при-
роднi системи пiдгруп мають заданi властивостi, залишається постiйним. Однiєю з таких
природних систем є система всiх неабелевих пiдгруп. У роботi Г.М. Ромалiса, М. Ф. Сесекi-
на [8] було розпочато вивчення груп, усi неабелевi пiдгрупи яких є нормальними. Такi групи
були названi ними метагамiльтоновими. Вивчення метагамiльтонових груп було продовже-
но В. Т. Нагребецьким, О. О. Махньовим, С.М. Чернiковим. Бiльш того, В. Т. Нагребецький
розглядав також i скiнченнi групи, всi ненiльпотентнi пiдгрупи яких є нормальними. Пов-
ний опис метагамiльтонових груп був отриманий М. Ф. Кузенним, М. М. Семком [9].

У роботi Р. Фiллiпса, Дж. Уiлсона [10] були розглянутi групи, що задовольняють умову
мiнiмальностi для несерiйних ненiльпотентних пiдгруп. Ця робота мiстить деякi результати
(теорема C(i), зокрема) вiдносно груп, усi пiдгрупи яких є серiйними або абелевими. Б. Бру-
но та Р. Фiллiпс, продовжуючи цю тематику, у роботi [11] розглядали групи, всi пiдгрупи
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яких або нормальнi, або локально нiльпотентнi. Вiдмiтимо ще роботи X. Смiта [12, 13],
у яких вiн вивчав групи, всi пiдгрупи яких або субнормальнi, або нiльпотентнi. Також
досить детально в роботi [14] вивчалася будова локально скiнченних груп, усi неабелевi
пiдгрупи яких є субнормальними. Узагальненням субнормальних пiдгруп будуть зроста-
ючi та серiйнi пiдгрупи. Цi узагальнення є доволi широкими. Кожна пiдгрупа локально
нiльпотентної групи буде серiйною, i якщо всi пiдгрупи локально скiнченної групи є серiй-
ними, то така група локально нiльпотентна. Цi мiркування показують, що буде доцiльним
розглядати групи, що не є локально нiльпотентними.

Як було доведено в [10], локально скiнченна група, всi неабелевi пiдгрупи якої є се-
рiйними, або локально нiльпотентна, або чернiковська, або має центр скiнченного iндексу.
Неважко упевнитись у тому, що в другому випадку кожна серiйна пiдгрупа є зростаючою, а
в третьому — субнормальною. Далi, якщо група не є локально нiльпотентною, то вивчення
її будови розпадається на два випадки. Перший випадок — група має неабелеву силовську
p-пiдгрупу для деякого простого числа p. Другий випадок — силовськi p-пiдгрупи є абе-
левими для кожного простого числа p. Для кожного з цих випадкiв отримано детальний
опис, який ми зараз наведемо.

Теорема А. Нехай G — локально скiнченна група, всi неабелевi пiдгрупи якої є серiйни-
ми. Також припустимо, що G не є локально нiльпотентною та має неабелеву силовську
p-пiдгрупу для деякого простого числа p. Тодi мають мiсце такi твердження:

(i) G = P h Q, де Q — абелева силовська p′-пiдгрупа G;
(ii) C = CP (Q) — така G-iнварiантна абелева пiдгрупа P , що фактор P/C є скiнченним

та G-головним;
(iii) G/CG(P/C) є циклiчною p′-групою;
(iv) P/C є ⟨g⟩-головним фактором для будь-якого єлемента g, що не належить до

CG(P/C);
(v) P = CD, де D = [P,Q] — скiнченна неабелева спецiальна p-пiдгрупа та |D/[D,D]| >

> p2;
(vi) C

∩
D = [D,D] = ζ(D) 6 ζ(G) та P є нiльпотентною пiдгрупою, клас нiльпотен-

тностi якої дорiвнює 2;
(vii) D = [P, ⟨g⟩] = [D, ⟨g⟩] для кожного елемента g, що не належить до CG(P/C);
(viii) CG(D) = C × CQ(D/[D,D]) є абелевою.
Навпаки, якщо група задовольняє наведенi вище умови (i)–(viii), то кожна її неабелева

пiдгрупа буде субнормальною.
Теорема B. Нехай G — локально скiнченна група, всi неабелевi пiдгрупи якої є серiй-

ними. Також припустимо, що G не є локально нiльпотентною, а її силовськi s-пiдгрупи
є абелевими для кожного простого числа s. Тодi мають мiсце такi твердження:

(i) знайдеться таке просте число p, що G має нормальну силовську p-пiдгрупу P
та G = P h Q, де Q — абелева силовська p′-пiдгрупа G;

(ii) [P,Q] — мiнiмальна G-iнварiантна пiдгрупа та P = CP (Q) × [P,Q];
(iii) G/CG([P, Q]) є циклiчною p′-групою;
(iv) [P,Q] є мiнiмальною ⟨g⟩-iнварiантною пiдгрупою P для кожного елемента g, що

не належить до CG([P,Q]);
Навпаки, якщо група задовольняє наведенi вище умови (i)–(iv), то кожна її неабелева

пiдгрупа буде нормальною.
У роботi [15] було розпочато вивчення груп, неабелевi пiдгрупи яких є переставними.

Нагадаємо, що пiдгрупа K називається переставною в групi G, якщо KH = HK для
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будь-якої пiдгрупи H групи G. Кожна нормальна пiдгрупа є переставною. С. Стоунхевер
у 1972 р. показав, що кожна переставна пiдгрупа буде зростаючою. Таким чином, можна
використати теореми А i В та отримати нижчеподаний детальний опис локально скiнченних
груп, що не є локально нiльпотентними, неабелевi пiдгрупи яких є переставними. Тут ми
також маємо два випадки залежно вiд того, чи має група неабелеву силовську p-пiдгрупу,
чи всi її силовськi пiдгрупи є абелевими.

Теорема С. Нехай G — локально скiнченна група, всi неабелевi пiдгрупи якої є пе-
реставними. Також припустимо, що G не є локально нiльпотентною та має неабелеву
силовську p-пiдгрупу для деякого простого числа p. Тодi мають мiсце такi твердження:

(i) G = P h Q, де Q — абелева силовська p′-пiдгрупа G;
(ii) P = [P,Q] є скiнченною неабелевою p-пiдгрупою порядку p3; бiльше того, або P

є групою кватернiонiв, або P є групою експоненти p;
(iii) [P, P ] = ζ(P ) 6 ζ(G);
(iv) P/[P, P ] — G-головний фактор порядку p2;
(v) P/[P, P ] є ⟨g⟩-головним фактором для будь-якого елемента g, що не належить до

CG(P/[P, P ]);
(vi) G/CG(P/[P, P ]) є циклiчною p′-групою;
(vii) CG(P ) = [P, P ] × CG(P/[P, P ]) є абелевою пiдгрупою;
(viii) P = [P, ⟨g⟩] для кожного елемента g, що не належить до CG(P/[P, P ]).
Навпаки, якщо група задовольняє наведенi вище умови (i)–(viii), то кожна її неабелева

пiдгрупа буде нормальною.
Теорема D. Нехай G — локально скiнченна група, всi неабелевi пiдгрупи якої є пере-

ставними. Також припустимо, що G не є локально нiльпотентною, а її силовськi s-пiд-
групи є абелевими для кожного простого числа s. Тодi мають мiсце такi твердження:

(i) знайдеться таке просте число p, що G має нормальну силовську p-пiдгрупу P та
G = P h Q, де Q — абелева силовська p′-пiдгрупа G;

(ii) [P,Q] — мiнiмальна G-iнварiантна пiдгрупа та P = CP (Q) × [P,Q];
(iii) G/CG([P,Q]) є циклiчною p′-групою;
(iv) [P,Q] є мiнiмальною ⟨g⟩-iнварiантною пiдгрупою P для кожного елемента g, що

не належить до CG([P,Q]).
Навпаки, якщо група задовольняє наведенi вище умови (i)–(iv), то кожна її неабелева

пiдгрупа буде нормальною.
Наостанок розглянемо деякi неперiодичнi групи, неабелевi пiдгрупи яких є перестав-

ними.
Теорема Е. Нехай G — локально ступiнчаста група, всi неабелевi пiдгрупи якої є пе-

реставними. Також припустимо, що G не є локально нiльпотентною та її 0-ранг не
менше 2. Тодi G є групою одного з нижчевказаних типiв.

(I) G задовольняє такi умови:
(Ia) [G,G] є скiнченною мiнiмальною нормальною пiдгрупою G;
(Ib) [G,G] є елементарною абелевою p-пiдгрупою для деякого простого числа p;
(Ic) CG([G,G]) є абелевою та G/CG([G,G]) є циклiчною p′-групою;
(Id) [G,G] є мiнiмальною ⟨g⟩-iнварiантною пiдгрупою для кожного елемента g, що не

належить до CG([G,G]).
(II) G задовольняє такi умови:
(IIa) P = [G,G] має порядок p3; бiльше того, або P є групою кватернiонiв, або P

є групою експоненти p;
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(IIb) P/[P, P ] є ⟨g⟩-головним фактором для будь-якого елемента g, що не належить
до CG(P/[P, P ]);

(IIc) [P, P ] 6 ζ(G);
(IId) G = P h Q, де Q — абелева пiдгрупа G;
(IIe) G/CG(P/[P, P ]) є циклiчною p′-групою;
(IIf) CG(P ) = [P, P ] × CQ(P/[P, P ]) є абелевою.
Навпаки, якщо група задовольняє наведенi вище умови, то кожна її неабелева пiдгрупа

буде нормальною.
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О строении групп, неабелевы подгруппы которых являются
серийными

Получено подробное описание локально конечных групп, которые не являются локально ниль-
потентными, все неабелевы подгруппы которых являются серийными, возрастающими или
перестановочными.

Ключевые слова: локально конечные группы, серийные подгруппы, возрастающие подгруп-
пы, перестановочные подгруппы.
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On the structure of groups whose non-abelian subgroups are serial

We obtain a detailed description of non locally nilpotent locally finite groups, whose non-abelian
subgroups are serial, ascendant, or permutable.

Keywords: local finite group, serial subgroup, ascendant subgroup, permutable subgroup.

26 ISSN 1025-6415 Dopov. Nac. akad. nauk Ukr., 2016, №7


