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Розглянуто задачу оптимiзацiї процесу осесиметричних коливань кругового кiльця. От-
римано необхiднi умови оптимальностi, якi представленi у виглядi двоточкової крайової
задачi. Для її дослiдження виведена система iнтегро-диференцiаьних рiвнянь Рiккатi
з частинними похiдними. Розв’язок цiєї системи поданий в аналiтичнiй формi. Також
представлено розширену таблицю коренiв трансцендентного рiвняння, в якому пов’я-
занi функцiї Бесселя нульового порядку першого та другого роду. Таке рiвняння виникає
при дослiдженнi процесiв теплопровiдностi та коливних процесiв в тiлах цилiндричної
форми.

Ключовi слова: задача оптимального керування, квадратичний функцiонал, метод мно-
жникiв Лагранжа, необхiднi умови оптимальностi, осесиметричнi коливання кругового
кiльця, система iнтегро-диференцiальних рiвнянь Рiккатi.

Коливанням вважається рух, що повторюється частково або повнiстю з плином часу. Ко-
ливання є найбiльш поширеним рухом серед усiх рухiв, якi iснують в природi. Зокрема,
механiчнi коливання є основними видами рухiв серед усiх механiчних рухiв. Добре вiдомо,
що механiчнi коливання можуть бути як корисними, так i шкiдливими. Наявнiсть небажа-
них коливань обумовлює значнi змiни у функцiонуваннi механiчної системи i в кiнцевому
рахунку може спричинити її руйування. Для їх нейтралiзацiї можна застосувати мето-
ди теорiї оптимального керування, зокрема демпфiрування коливань та стабiлiзацiя руху.
В теорiї оптимального керування важливе мiсце належить лiнiйно-квадратичнiй задачi,
оскiльки вона служить фундаментом для дослiдження багатьох iнших задач оптимiзацiї.
Стаття мiстить дослiдження лiнiйно-квадратичної задачi оптимального керування проце-
сом осесиметричних коливань кругового кiльця. Вперше така задача вивчається в поляр-
нiй системi координат. Автором отриманi необхiднi умови оптимальностi, виведена система
iнтегро-диференцiаьних рiвнянь Рiккатi з частинними похiдними, розв’язок якої представ-
лений в замкненiй формi.

Постановка задачi. Процес вимушених осесиметричних коливань кругового кiльця
описується наступним диференцiаьним рiвнянням з частинними похiдними
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)
+ u(t, r), (1)

де t означає часову змiнну, t0 6 t 6 t1, r є просторовою змiнною, R1 6 r 6 R2. Дiйснi числа
a > 0, 0 < R1 < R2 < ∞, t0 > 0 та t1 > 0 вважаються вiдомими.
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Означення 1. Функцiя u(t, r) ∈ L2(Ω) називається допустимим керуванням, де множи-
на Ω має вигляд Ω = {(t, r) : t0 6 t 6 t1, R1 6 r 6 R2}.

Початковi умови для рiвняння (1) мають вигляд

z(t0, r) = f(r),
∂z(t0, r)

∂t
= g(r), (2)

де функцiї f(r) ∈W 1,0
2 (R1, R2), g(r) ∈ L2(R1, R2) вiдомi. Граничнi умови для рiвняння( (1)

є однорiдними

z(t, R1) = 0, z(t, R2) = 0. (3)

Якiсть процесу керування оцiнюється за допомогою функцiонала

I(u, z) =
1
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R2∫
R1
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[
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t1∫
t0

R2∫
R1

[z2(t, r) + u2(t, r)]rdrdt. (4)

Означення 2. Допустиме керування u(t, r), на якому реалiзуться мiнiмальне значення
функцiонала (4), називається оптимальним керуванням.

Задача оптимального керування (1)–(4) полягає у знаходженнi оптимального керування
u(t, r).

Необхiднi умови оптимальностi. Використовуючи метод, запропонований в [1], отри-
маємо наступне твердження

Теорема 1. Єдине оптимальне керування u(t, r) можна знайти iз наступної системи
спiввiдношень
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z(t0, r) = f(r),
∂z(t0, r)

∂t
= g(r), u(t, r) = −p(t, r),
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z(t1, r) +
∂p(t1, r)

∂t
= 0,

∂z(t1, r)

∂t
− p(t1, r) = 0,

z(t, R1) = z(t, R2) = 0, p(t, R1) = p(t, R2) = 0.

(5)

Система iнтегро-диференцiальних рiвнянь Рiккатi. В подальшому всi рiвностi,
пов’язанi з дельта-функцiєю Дiрака, слiд розумiти як рiвностi в сенсi теорiї узагальнених
функцiй. Оскiльки система спiввiдношень (5) лiнiйна вiдносно функцiй z(t, r) та p(t, r), то
є пiдстави вважати, що мають мiсце наступнi залежностi
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= −

R2∫
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∂t

]
ρdρ, (6)
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P21(t, r, ρ)z(t, ρ) + P22(t, r, ρ)

∂z(t, ρ)

∂t

]
ρdρ. (7)

34 ISSN 1025-6415 Dopov. Nac. akad. nauk Ukr., 2016, №7



де функцiї Pij(t, r, ρ), (i = 1, 2; j = 1, 2) потрiбно знайти. Для цього маємо таку систему
спiввiдношень
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(8)

де δ(r) — дельта-функцiя Дiрака. Граничнi умови для системи рiвнянь (8) заданi наступним
чином{

P12(t, R1, ρ) = P12(t, r, R1) = 0, P12(t, R2, ρ) = P12(t, r, R2) = 0,

P22(t, R1, ρ) = P22(t, r, R1) = 0, P22(t, R2, ρ) = P22(t, r, R2) = 0.
(9)

Рiвностi (6) та (7) обумовлюють такi умови трансверсальностi:

P11(t1, r, ρ) = P22(t1, r, ρ) =
1

ρ
δ(r − ρ), P12(t1, r, ρ) = P21(t1, r, ρ) = 0. (10)

Тепер можна сформулювати наступне твердження.
Теорема 2. Функцiї Pij(t, r, ρ), (i, j = 1, 2) є розв’язком системи рiвнянь (8), задоволь-

няють умовам (9) та (10).
Основний результат. Функцiї Pij(t, r, ρ) шукаємо в такому виглядi

Pij(t, r, ρ) =

∞∑
n=1

pnij(t)

χ2
n

Φ0(λnr)Φ0(λnρ), (11)

де використанi наступнi позначення

Φ0(λr) = J0(λr)Y0(λR2)− J0(λR2)Y0(λr), χ2
n =

2

π2

J2
0 (λnR1)− J2

0 (λnR2)

λ2
nJ

2
0 (λnR1)

,

J0(r), Y0(r) — функцiї Бесселя нульового порядку першого та другого роду вiдповiдно;
pij(t), (i = 1, 2; j = 1, 2) — невiдомi функцiї; λn — додатнi коренi рiвняння J0(λR1)Y0(λR2)−
− J0(λR2)Y0(λR1) = 0, наближенi значення яких подано в табл. 1.
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Таблиця 1. Значення перших шести коренiв рiвняння J0(x)Y0(hx)− J0(hx)Y0(x) = 0

h x1 x2 x3 x4 x5 x6

1,1 31,41230 62,83000 94,24660 125,6630 157,0790 188,4950
1,2 15,70140 31,41260 47,12170 62,83020 78,53850 94,24670
1,5 6,270240 12,55980 18,84510 25,12940 31,41330 37,69690
2,0 3,123030 6,273440 9,418210 12,56140 15,70400 18,84620
2,5 2,073230 4,177300 6,275370 8,371670 10,46720 12,56240
3,0 1,548460 3,129080 4,703800 6,276660 7,848730 9,420390
3,5 1,233870 2,500170 3,760820 5,019610 6,277590 8,792430
4,0 1,024420 2,080940 3,132170 4,181570 5,230150 6,278290
4,5 0,875040 1,781570 2,683150 3,582970 4,481970 5,380530
5,0 0,763191 1,557110 2,346420 3,134030 3,920840 4,707220
5,5 0,676350 1,382590 2,084550 2,784870 3,484420 4,183530
6,0 0,607000 1,243030 1,875070 2,505560 3,135280 3,764580
7,0 0,503245 1,033820 1,560940 2,086630 2,611610 3,136180
8,0 0,429394 0,884531 1,336640 1,787440 2,237580 2,687340

Для дельта-функцiї Дiрака δ(r) отримаємо таку формулу:

δ(r − ρ) =

∞∑
n=1

ρ

ω2
n

Φ0(λnr)Φ0(λnρ).

В результатi одержуємо систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dpn11(t)

dt
− (aλn)

2[pn12(t) + pn21(t)]− pn12(t)pn21 + 1 = 0,

dpn12(t)

dt
− (aλn)

2pn22(t) + pn11(t)− pn12(t)pn22(t) = 0,

dpn21(t)

dt
− (aλn)

2pn22(t) + pn11(t)− pn21(t)pn22(t) = 0,

dpn22(t)

dt
+ pn12(t) + pn21(t)− p2n22(t) = 0.

(12)

З умов (10) безпосередньо випливають наступнi умови:

pn11(t) = 1, pn12(t) = 0, pn21(t) = 0, pn22(t) = 1. (13)

Теорема 3. Функцiї pij(t), (i = 1, 2; j = 1, 2) є розв’язком системи диференцiальних
рiвнянь (12) та задовольняють умовам (13).

Зауваження. Враховуючи умови (13) i порiвнюючи друге та третє рiвняння систе-
ми (12), отримаємо рiвнiсть pn12(t) = pn21(t). Введемо позначення

αn =

√√
(aλn)4 + 1− (aλn)2

2
, βn =

√√
(aλn)4 + 1 + (aλn)2

2
,

hn11(t) = (α2
n + β2

n − 1) cos(2βnt)− (α2
n + β2

n + 1) cosh(2αnt),

hn12(t) = αn(α
2
n + β2

n + 1) sinh(2αnt)− βn(α
2
n + β2

n − 1) sin(2βnt),

hn22(t) = (α2
n + β2

n + 1) cosh(2αnt) + (α2
n + β2

n − 1) cos(2βnt),

gn11(t) = 2αn sin(2βnt) + 2βn sinh(2αnt),
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gn12(t) = 2αnβn[cosh(2αnt)− cos(2βnt)],

gn22(t) = 2βn sinh(2αnt)− 2αn sin(2βnt),

σn1(t) = 2β2
n cosh(2αnt) + 2α2

n cos(2βnt),

σn2(t) = αn(α
2
n + β2

n − 1) sin(2βnt),

σn3(t) = βn(α
2
n + β2

n + 1) sinh(2αnt).

Тодi для обчислення функцiй pij(t) (i = 1, 2; j = 1, 2) справедливi формули

pn11(t) = −
(α2

n + β2
n)[hn11(t1 − t)− gn11(t1 − t)]

σn1(t1 − t) + σn2(t1 − t) + σn3(t1 − t)
,

pn12(t) =
hn12(t1 − t) + gn12(t1 − t)

σn1(t1 − t) + σn2(t1 − t) + σn3(t1 − t)
,

pn21(t) =
hn12(t1 − t) + gn12(t1 − t)

σn1(t1 − t) + σn2(t1 − t) + σn3(t1 − t)
,

pn22(t) =
hn22(t1 − t) + gn22(t1 − t)

σn1(t1 − t) + σn2(t1 − t) + σn3(t1 − t)
,

(14)

Таким чином, ми розглянули задачу оптимiзацiї процесу осесиметричних коливань кру-
гового кiльця. Методом множникiв Лагранжа отримали необхiднi умови оптимальностi.
Довели єдинiсть оптимального керування. Вивели систему iнтегро-диференцiаьних рiвнянь
Рiккатi з частинними похiдними та додатковi умови для неї. Розв’язок цiєї системи дозво-
ляє записати оптимальне керування в явнiй формi. Цiкавими для подальших дослiджень
є ускладнення розглянутої задачi оптимiзацiї в напрямках, описаних в [2–5].
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Оптимизация процесса осесимметричных колебаний кругового
кольца

В статье рассматривается линейно-квадратическая задача оптимального управления осе-
симметричными колебаниями кругового кольца. Актуальность этой задачи не вызывает
сомнений, поскольку в основном такие задачи исследовались в прямоугольной декартовой
системе координат. Автором статьи предложена формулировка вышеупомянутой задачи
в полярной системе координат. С помощью метода множителей Лагранжа получены не-
обходимые условия оптимальности. Доказана единственность оптимального управления.
Получена система интегро-дифференциальных уравнений Риккати и дополнительные усло-
вия для нее. Решение этой системы дает возможность выписать формулу для вычисления
оптимального управления.

Ключевые слова: задача оптимального управления, квадратичный функционал, метод мно-
жителей Лагранжа, необходимые условия оптимальности, осесимметричные колебания кру-
гового кольца, система интегро-дифференциальных уравнений Риккати.
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Optimization of the process of axisymmetric vibrations of a circular ring

The article discusses the linear-quadratic optimal control problem of axisymmetric vibrations of a
circular ring. The urgency of this task arises no doubt, because such problems were mainly investi-
gated in a rectangular Cartesian coordinate system. The author suggestes to use the polar coordi-
nates. Using the method of Lagrange multipliers, the necessary optimality conditions are obtained.
The uniqueness of optimal control is proved. We obtain a system of integro-differential Riccati
equations and additional conditions for it. The solution of this system makes it possible to write
down the formula for calculating the optimal control.

Keywords: optimal control problem, quadratic functional, method of Lagrange multipliers, neces-
sary conditions of optimality, axisymmetric vibrations of a circular ring, system of integro-di-
fferential Riccati equations.
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