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На правильных тетраэдрах в пространстве Лобачевского дана полная классификация простых замкнутых 
геодезических. Найдена асимптотика числа простых замкнутых геодезических длины не больше L при L, 
стремящемся на бесконечность.
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Геодезической называется локально кратчайшая кривая. Замкнутая геодезическая называ-
ется простой, если она не имеет точек самопересечений и не повторяет себя. В 1905 г. в свя-
зи с задачей трех тел А. Пуанкаре выдвинул гипотезу о существовании простой замкнутой 
геодезической на гладкой замкнутой выпуклой поверхности в трехмерном евклидовом 
пространстве. В 1929 г. Л. Люстерник и Л. Шнирельман показали, что на двумерном ри-
мановом многообразии, гомеоморфном сфере, существуют по крайней мере три простые 
замкнутые геодезические [1]. А в 1965 г. А. Фет доказал существование по крайней мере 
двух замкнутых геодезических на компактном римановом многообразии произвольной 
размерности [2].

Из работ Х. Хубера известно, что на полных замкнутых двумерных многообразиях по-
стоянной отрицательной кривизны число замкнутых геодезических длины не больше L 
имеет порядок роста eL/L [3]. И. Ривин [4] и М. Мирзахани [5] изучали рост N (L) — числа 
простых замкнутых геодезических длины не больше L на поверхности постоянной отрица-
тельной кривизны рода g с n каспами (бесконечно удаленными точками). В их работах по-
казано, что асимптотика числа N(L) имеет порядок L6g−6+2n при L → +∞.

Изучались также геодезические на негладких поверхностях. Из определения геодезиче-
ской следует, что на выпуклых многогранниках геодезическая состоит из прямолинейных 
отрезков на гранях многогранника, образовывает равные углы с ребром на соседних гранях 
многогранника и не может проходить через вершину выпуклого многогранника.
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Д. Фукс и К. Фукс дополнили и систематизировали результаты по замкнутым геоде-
зическим на правильных многогранниках в трехмерном евклидовом пространстве [6, 7]. 
Известно, что на правильном тетраэдре в евклидовом пространстве любая замкнутая гео-
дезическая не имеет точек самопересечения. В.Ю. Протасов в своей работе [8] описал про-
стые замкнутые геодезические на произвольных тетраэдрах в евклидовом пространстве и 
дал оценку на их количество в зависимости от наибольшего отклонения от π суммы углов 
при вершинах тетраэдра.

Наша цель найти и описать все простые замкнутые геодезические на правильных тетра-
эдрах в трехмерном пространстве Лобачевского. Величину плоского угла грани тетраэдра 
обозначим через α. Известно, что 0 < α < π/3. Длина ребра тетраэдра равняется 

α⎛ ⎞= ⎜ ⎟− α⎝ ⎠

cos
arcch

1 cos
a . 

Заметим, что в пространстве Лобачевского внутренняя геометрия правильного тетраэдра 
зависит от величины плоского угла грани тетраэдра, в то время как все правильные тетраэ-
дры в евклидовом пространстве подобны. Также в евклидовом пространстве грани много-
гранника имеют нулевую гауссову кривизну, и вся кривизна многогранника сосредоточена 
только в его вершинах. В пространстве Лобачевского гауссова кривизна грани многогран-
ника тождественно равна минус одному. Это значит, что кривизна многогранника в этом 
пространстве определяется не только вершинами, но и гранями. В связи с этим поведение 
замкнутых геодезических на правильном тетраэдре в пространстве Лобачевского отличает-
ся от евклидового случая.

Теорема 1. На каждом правильном тетраэдре в пространстве Лобачевского для произ-
вольной упорядоченной пары взаимно простых натуральных чисел (p, q) существует един-
ственная, с точностью до изометрии тетраэдра, простая замкнутая геодезическая. Ими 
исчерпываются все простые замкнутые геодезические на правильных тетраэдрах в про-
странстве Лобачевского.

Такая геодезическая имеет по p вершин на каждом из двух противоположных ребер те-
траэдра, по q вершин на каждом из противоположных ребер другой пары и по (p + q) вер-
шин на оставшихся противоположных ребрах.

Замечание. Для каждой упорядоченной пары взаимно простых чисел (p, q) существует 
ровно три различных простых замкнутых геодезических типа (p, q) на правильном тетраэ-
дре в пространстве Лобачевского.

Теорема 2. Пусть N (L, α) — число простых замкнутых геодезических длины не больше L 
на правильном тетраэдре в пространстве Лобачевского с плоским углом грани α. Тогда суще-
ствует функция c (α) такая, что

N (L, α) = c (α) L2 + O (L ln L),  (1)

где 

O(L ln L)  C L ln L, при L → +∞, и 
π

α→
α = +∞

3

lim ( )c ; 
α→

α =
π2 20

27
lim ( )

32 (ln 3)
c .

Если плоский угол грани правильного тетраэдра в пространстве Лобачевского стремит-
ся к нулю, то вершины тетраэдра стремятся на бесконечность. А тогда предельная поверх-
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ность является некомпактной поверхностью, гомеоморфной сфере с четырьмя каспами, с 
полной регулярной римановой метрикой постоянной отрицательной кривизны. В таком 
случае род этой поверхности равен нулю. Согласно результатам И. Ривина и М. Мирзаха-
ни на такой поверхности асимптотика числа простых замкнутых геодезических длины не 
больше L равна L2 при L → +∞. Из теоремы 2 мы получили, что если α стремится к нулю, то 
число N (L, α) имеет порядок роста L2 при  L → +∞. Значит, наши результаты согласуются с 
результатами И. Ривина и М. Мирзахани.

Свойства простых замкнутых геодезических.
Лемма 1. Пусть d — наименьшее из расстояний от вершин правильного тетраэдра в про-

странстве Лобачевского до простой замкнутой геодезической на нем. Тогда

⎛ ⎞π + π − α⎜ ⎟>
⎜ ⎟

π − π − α⎝ ⎠

33 2

33 2

1 2 ( 3 )
ln

2 2 ( 3 )
d ,   (2)

где α — плоский угол грани тетраэдра.
Геодезические будем называть эквивалентными, если они пересекают одни и те же ребра 

в одинаковом порядке на тетраэдре.
Лемма 2. На правильном тетраэдре в евклидовом пространстве для каждой простой 

замкнутой геодезической существует эквивалентная ей геодезическая, проходящая через се-
редины двух пар противоположных ребер.

Следствие 1. Развертка тетраэдра вдоль простой замкнутой геодезической состоит из 
четырех равных многоугольников, причем любые два соседние из них можно совместить по-
воротом на угол π относительно середины общего ребра.

В пространстве Лобачевского имеет место аналог леммы 2. Верна
Лемма 3. Простая замкнутая геодезическая на правильном тетраэдре в пространстве 

Лобачевского проходит через середины двух пар противоположных ребер.
Доказательство теоремы 1. Рассмотрим простую замкнутую геодезическую γ′ на пра-

вильном тетраэдре в евклидовом пространстве. В.Ю. Протасов показал, что каждой такой 
геодезической однозначно ставится в соответствие пара взаимно простых чисел (p, q) (тип 
геодезической) таких, что геодезическая имеет p вершин на каждом ребре одной пары проти-
воположных ребер тетраэдра, по q вершин на ребрах другой пары противоположных ребер 
тетраэдра и по (p + q) вершин на каждом ребре третьей пары противоположных ребер тетра-
эдра [8]. Будем считать, что γ′ проходит через середины двух пар противоположных ребер 
тетраэдра. Рассмотрим развертку

 

T ′ тетраэдра вдоль γ′. Углы при вершинах T ′ равны либо 
π/3, либо 2π/3, либо π, либо 4π/3. Возьмем теперь правильные треугольники на плоскости 
Лобачевского с плоским углом при вершине, равным α, и сложим их в том же порядке, в 
котором разворачивались грани тетраэдра вдоль γ′ в евклидовом пространстве. Получим 
многоугольник T, который будет обладать теми же свойствами центральной симметрии, что 
и развертка в евклидовом пространстве (см. следствие 1), и соответствует некоторой раз-
вертке правильного тетраэдра в пространстве Лобачевского. 

Если 0 < α  π/4, то многоугольник T будет выпуклым. Проведем внутри него прямо-
линейный отрезок, который соединяет середины тех же ребер, которые соответствуют сере-
динам ребер для γ′. В силу построения полученный отрезок на T соответствует простой зам-
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кнутой геодезической γ типа (p, q) на правильном тетраэдре в пространстве Лобачевского с 
плоским углом α при вершине грани.

Будем теперь увеличивать α, начиная с π/4. Многоугольник T уже не будет выпуклым. 
Пусть α0 = sup α, для которых построенный отрезок будет лежать внутри T. Тогда он будет 
соответствовать простой замкнутой геодезической γ на правильном тетраэдре в простран-
стве Лобачевского. Из леммы 1 следует, что расстояние от этого отрезка до вершин много-
угольника будет удовлетворять неравенству (2). Значит, существует α1 такое, что α1 > α0, и 
отрезок γ тоже полностью лежит внутри многоугольника. Это противоречит максимально-
сти α0. Следовательно, α0 = π/3. Таким образом, для всех 0 < α < π/3 мы построили простую 
замкнутую геодезическую типа (p, q) на правильном тетраэдре в пространстве Лобачевского. 

Более того, ими исчерпываются все простые замкнутые геодезические на правильных 
тетраэдрах в пространстве Лобачевского, так как каждая такая геодезическая в простран-
стве Лобачевского эквивалентна некоторой простой замкнутой геодезической на правиль-
ном тетраэдре в евклидовом пространстве. Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. Вершину геодезической будем называть узлом зацепления, 
если она и две соседние к ней вершины геодезической лежат на ребрах, исходящих из одной 
вершины тетраэдра, и являются ближайшими к этой вершине тетраэдра вершинами геоде-
зической. Используя результаты работы В.Ю. Протасова [8], можно доказать, что простая 
замкнутая геодезическая γ типа (p, q) на правильном тетраэдре в пространстве Лобачев-
ского устроена следующим образом: отрезки γ1

1 , γ2
1  выходят из узла зацепления и лежат на 

соседних гранях, следующие за ними отрезки γ1
i , γ2

i  , i = 2 … 2p + 2q−1, лежат на одной грани 
тетраэдра и между ними нет других точек геодезической, и последние два отрезка +γ1

2 2p q , 

+γ2
2 2p q  сходятся во второй узел зацепления. Это позволяет оценить снизу длину простой 

замкнутой геодезической типа (p, q) на правильном тетраэдре в пространстве Лобачевского 
через сумму p + q и α. Из этой оценки следует

Лемма 5. Для всех простых замкнутых геодезических типа (p, q) на правильном тетраэ-
дре в пространстве Лобачевского длины не больше L верна оценка

⎛ ⎞⎛ ⎞α
π − π − α −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟π⎜ ⎟⎝ ⎠− ⎜ ⎟⎛ ⎞α⎜ ⎟π − π − α +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠⎝ ⎠+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞α
π − π − α −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟π⎜ ⎟ π − α⎛ ⎞⎝ ⎠ + ⎜ ⎟⎜ ⎟ π + α⎛ ⎞ ⎝ ⎠α⎜ ⎟π − π − α +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠⎝ ⎠

2
3 3

2

2
3 3

2

2
3 3

2

2
3 3

2

4
2 ( 3 ) 1

2ln
4

2 ( 3 ) 1
3

2
4 4

2 ( 3 ) 1
3 3

ln ln
34

2 ( 3 ) 1

L

p q .  (3)

Рассмотрим функцию ψ (x), равную количеству различных упорядоченных пар взаим-
но простых натуральных чисел (p, q) таких, что p + q  x, где x — вещественное положитель-
ное число.

Лемма 6. ψ (x) = 
π2

3

2
x2 + O (x ln x), где O (x ln x)  C x ln x, при x → +∞.
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Пусть N (L, α) — число простых замкнутых геодезических длины не больше L на пра-
вильном тетраэдре в пространстве Лобачевского с плоским углом грани α. Тогда из неравен-
ства (3) получаем, что

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞α⎜ ⎟π − π − α −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟π⎜ ⎟⎝ ⎠−⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞α⎜ ⎟⎜ ⎟π − π − α +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟α = ψ +
⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞α

π − π − α −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟π⎜ ⎟⎜ ⎟ π − α⎛ ⎞⎝ ⎠ + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ π + α⎛ ⎞ ⎝ ⎠α⎜ ⎟⎜ ⎟π − π − α +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

2
3 3

2

2
3 3

2

2
3 3

2

2
3 3

2

4
2 ( 3 ) 1

2ln
4

2 ( 3 ) 1
3

( , ) 3 2
4 4

2 ( 3 ) 1
3 3

ln ln
34

2 ( 3 ) 1

L

N L .  (4)

Применив лемму 6 к формуле (4), получим нужное равенство (1), где

α =
π ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞α⎜ ⎟π − π − α −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟π⎜ ⎟ π − α⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ π + α⎛ ⎞ ⎝ ⎠α⎜ ⎟⎜ ⎟π − π − α +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2
2

3 3
2

2
3 3

2

27 1
( )

32 4
2 ( 3 ) 1

3 3
ln ln

34
2 ( 3 ) 1

c .

Некоторые примеры простых замкнутых геодезических на правильных тетраэдрах в 
пространстве Лобачевского приведены на рисунке.

Авторы выражают благодарность В.А. Горькавому за полезные замечания.
Работа Д.Д. Сухоребской частично поддержана фондом им. Н.И. Ахиезера, 2018.
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КЛАСИФІКАЦІЯ ПРОСТИХ ЗАМКНЕНИХ ГЕОДЕЗИЧНИХ 
НА ПРАВИЛЬНИХ ТЕТРАЕДРАХ У ПРОСТОРІ ЛОБАЧЕВСЬКОГО

На правильних тетраедрах у просторі Лобачевського дана повна класифікація усіх простих замкнених гео-
дезичних. Знайдена асимптотика числа простих замкнених геодезичних довжини не більше L, коли L праг-
не на нескінченність.

Ключові слова: замкнені геодезичні, правильний тетраедр, простір Лобачевського.
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Классификация простых замкнутых геодезических на правильных тетраэдрах в пространстве Лобачевского
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A CLASSIFICATION OF SIMPLE CLOSED GEODESICS 
ON REGULAR TETRAHEDRA IN LOBACHEVSKY SPACE

The full classification of simple closed geodesics on regular tetrahedra in the hyperbolic space is described. The 
asymptotics of the number of simple closed geodesics of length not more than L, with L tending to infinity, is 
found.
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