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Поліноми Мейкснера та їх властивості

Досліджено ряд властивостей спеціального випадку поліномів Мейкснера, заданих своєю твірною функ­

цією. Ці поліноми виникають при застосуванні методу перетворення Келі до розв’язування першої кра­

йо вої задачі для абстрактного диференціального рівняння другого порядку з необмеженим операторним 

коефіцієнтом.
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функ ція Гріна.

ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

МАТЕМАТИКА

У 1934 році Дж. Мейкснер у роботі [1] за допомогою твірної функції
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ввів систему поліномів ,�( ), 0,1 2, ,nP x n = …  які з того часу носять ім’я автора [2]. Стосов­
но функцій ( ), ( )u t f t  в [1], крім того, було зроблено припущення, що вони зображуються 
формальними степеневими рядами за степенями t . Частинними випадками (1) є твірні 
функції для поліномів Ерміта, Лагерра, Ейлера та Бернуллі. Як зазначено у роботі [1], сис­
теми ортогональних поліномів, що визначаються твірними функціями вигляду (1), містять 
тільки поліноми Ерміта, поліноми Лагерра та їх узагальнення, конфлюентні гіпергеоме­
тричні поліноми, а також загальні поліноміальні системи, що породжуються простими лі­
нійними однорідними диференціальними рівняннями. 

Поліноми, які  досліджуються у даній роботі, пов’язані з задачею
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де A — самоспряжений додатно визначений оператор, що діє у гільбертовому просторі H, 
u1 — елемент цього простору. Використовуючи метод перетворення Келі, розв’язок наведе­
ної задачі можна зобразити у вигляді [3] 
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Тут 2 1( ), 0,1, ,kP x k+ = …  — поліноми Мейкснера з твірною функцією (1), у якої
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(I + A)–1A— перетворення Келі оператора A , I  — тотожний оператор. Ці поліноми ві­
діграють таку ж роль, що й поліноми Лагерра в зображенні операторної експоненти, побу­
дованому за допомогою методу перетворення Келі [3—5].

Для побудови наближеного методу без насичення точності на основі формули (2) та 
його обґрунтування потрібно знати властивості поліномів із (2). Вивченню цих властивос­
тей і присвячено дану роботу.

Справедливою є
Лема 1. Для нормованих  поліномів  Мейкснера має місце зображення
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Доведення здійснюється за допомогою методу математичної індукції з використанням 
формул 
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Справджується таке твердження.
Лема 2. Нормовані поліноми Мейкснера ( )kv x , 1, 2,k = … , можна подати у вигляді
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Доведення. Продовжимо vk(x) непарним чином на проміжок [ 1, 0]− , а потім — періо­
дично на всю числову вісь. Для доведення формули (4) застосуємо метод математичної ін­
дукції. Для 1k =  формула (4) є правильною, оскільки
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Припустимо, що формула (4) справджується для деякого k ∈¥ , доведемо її справедли­
вість для наступного значення 1k + . З урахування формули (3) маємо

1

1 0
0

( ) ( ) ( , ) ( )k k kv x v x G x v d+ = − ξ ξ ξ =∫
1

( ) ( )
0

1 1 0

2 sin 2 ( , )sink k
p p

p p

a p x a G x p d
∞ ∞

= =
= π − ξ πξ ξ =∑ ∑ ∫

1
( ) ( )

1 1 0

2 sin 2 (1 ) sin (1 )sin
x

k k
p p

p p x

a p x a x p d x p d
∞ ∞

= =

 
= π − − ξ πξ ξ + − ξ πξ ξ = 

  
∑ ∑ ∫ ∫

( ) ( ) ( )
2 2

1 1 1

1 1
2 sin 2 sin 2 1 sin

( ) ( )
k k k

p p p
p p p

a p x a p x a p x
p p

∞ ∞ ∞

= = =

 = π − π = − π π π 
∑ ∑ ∑ ,

звідки одержуємо
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що й доводить правильність (4). Далі оцінимо за модулем обидві частини формули (4). 
Отже, матимемо
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звідки випливає оцінка (5). У результаті одержимо співвідношення
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що  доводять оцінку (6) зі сталою C , яка не залежить від k . У (7) ми використали нерів­
ність Гаутші  (Gautschi) [6]
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де ( , )B α β  – бета­функція, ( )kΓ  — гамма­функція. Лему повністю доведено.
Наведемо декілька перших поліномів ( )nP x . Зокрема,
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Аналітичні обчислення, проведені за допомогою системи комп’ютерної алгебри Maple, свід­
чать, що всі коефіцієнти 2 1,k tb +  модифікованих поліномів Мейкснера 2 1( ), 0, , 24,kP x k+

)

 ( ), 0, , 24,P x k = …  
є від’ємними, а починаючи з 25k =  коефіцієнти при молодших членах  стають додатними. 
Так, зокрема, для вільних членів маємо

2 2
51, 0 53, 00,1157538231851017 10 , 0,2189767687876768 10 ,b b− −= ⋅ = ⋅… … … .

Разом з тим виконується таке твердження.
Лема 3. Суми коефіцієнтів модифікованих поліномів Мейкснера 2 1( ), 1kP x k+

)
� , є 

від’ємними числами.
Доведення. З (4) випливає, що
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Ряд у правій частині цього виразу є збіжним [7], має тільки від’ємні доданки, отже, його 
сума буде дорівнювати від’ємному числу, яке буде залежати від k  та прямувати до нуля, 
якщо k → ∞ . Таким чином, 
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Наведемо декілька явних формул для коефіцієнтів при старших членах цих поліномів. 
Із формул (3) випливає, що
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Розв’язуючи рекурентні рівняння першого порядку (8), (9), отримуємо
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З наведених формул (10) випливає, що коефіцієнти при трьох старших членах  модифі­
кованих поліномів Мейкснера  2 7( )kP x+

)
 для всіх 0n�  є від’ємними.

Таким чином, система поліномів Мейкснера не утворює ортогональну систему. Це по­
вністю узгоджується з відповідним твердженням статті [1].
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ПОЛИНОМЫ МЕЙКСНЕРА И ИХ СВОЙСТВА

Исследован ряд свойств специального случая полиномов Мейкснера, заданных своей производящей 
функ цией. Эти полиномы возникают при применении метода преобразования Кэли для решения первой 
краевой задачи для абстрактного дифференциального уравнения второго порядка с неограниченным опе­
раторним коэффициентом.

Ключевые слова: полиномы Мейкснера, производящая функция, метод преобразования Кэли, рекуррент­
ные уравнения, функция Грина.
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MEIXNER POLYNOMIALS AND THEIR PROPERTIES

A number of properties of a special case of Meixner polynomials given by their generating function are inves­
tigated. These polynomials arise when applying the Cayley transformation method to solving the first bounda ry­
value problem for an abstract differential equation of the second order with an unbounded operator coefficient.

Keywords: Meixner polynomials, generating function, Cayley transformation method, recurrent equations, Green 
function.


