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Еліптичні задачі з некласичними крайовими 
умовами у розширеній соболєвській шкалі
Представлено членом-кореспондентом НАН України А.Н. Кочубеєм

Розглянуто еліптичні задачі з некласичними крайовими умовами, які містять додаткові невідомі функції 
на межі області задання еліптичного рівняння та крайові оператори порядків, вищих, ніж порядок цього 
рівняння. Досліджено розв’язність вказаних задач і властивості їх розв’язків у розширеній соболєвській 
шка лі. Вона складається з гільбертових узагальнених просторів Соболєва, для яких показником регуляр-
ності є довільна радіальна функція, RO-змінна за Авакумовичем на нескінченності. Встановлено теорему 
про нетеровість вказаних задач на відповідних парах цих просторів і теореми про регулярність та апріорну 
оцінку узагальнених розв’язків задач. Отримано точні достатні умови неперервної диференційовності 
компонент цих розв’язків.

Ключові слова: еліптична крайова задача, узагальнений простір Соболєва, нетерів оператор, регуляр-
ність розв’язку, апріорна оцінка.

ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

МАТЕМАТИКА

Сучасна теорія еліптичних крайових задач найбільш детально розроблена у випадку регу-
лярних крайових умов (див., наприклад, [1, розд. 2]). У цьому випадку виконується класич-
на формула Гріна, що значно полегшує дослідження задач, особливо тоді, коли праві части-
ни є узагальненими функціями. Втім, у застосуваннях виникають еліптичні задачі з більш 
загальними, некласичними, крайовими умовами, для яких не виконується згадана форму-
ла Гріна. Зокрема, так буває, коли порядки крайових операторів більші за порядок еліптич-
ного рівняння, або рівні йому. До таких задач належать і крайові задачі з додатковими не-
відомими функціями на межі евклідової області, де задано еліптичне рівняння; їх уперше 
розглянув Б. Лаврук [2].

У цій роботі досліджуються еліптичні задачі з некласичними крайовими умовами, які 
містять додаткові невідомі функції на межі області та крайові оператори порядків, вищих, 
ніж порядок еліптичного рівняння. Такі задачі вивчено у просторах Соболєва в [3, п. 4.1] і 
[4, п. 2.4]. Наша мета — встановити теореми про характер розв’язності і властивості розв’язків 
цих задач в узагальнених просторах Соболєва, які утворюють розширену соболєвську шка-
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лу [5; 6, п. 2.4.2]. Показником регулярності для цих просторів служить не число (як для 
просторів Соболєва), а радіальна функція, RO-змінна на нескінченності. Використання 
функціонального параметра замість числового дає можливість більш тонко охарактеризу-
вати регулярність узагальнених розв’язків досліджуваних задач, зокрема, отримати точні 
достатні умови неперервної диференційовності компонент цих розв’язків.

1. Постановка задачі. Нехай Ω  — довільна обмежена область у евклідовому просторі 
nR , де 2n� . Припустимо, що її межа Γ  є нескінченно гладким замкненим многовидом ви-

мірності 1n− , причому C∞ -структура на Γ  породжена nR .
Нехай задано цілі числа 1q� , 1λ� , 1, , qm m +λ  та 1, ,r rλ… . В області Ω  розглядаємо 

крайову задачу вигляду 

Au f=  в Ω ,  (1)

,
1

j j k k j
k

B u C v g
λ

=
+ =∑  на Γ , 1, ,j q= +λ .  (2)

Тут : ( , )A A x D=  — лінійний диференціальний оператор (л.д.о.) на :Ω =Ω∪Γ парного поряд ку 
2q, кожне : ( , )j jB B x D=  — крайовий л.д.о. на Γ порядку ord Bj  mj, а кожне , ,: ( , )j k j kC C x Dτ=  — 
дотичний л.д.о. на Γ  порядку ,ord j k j kC m r+� . (Як звичайно, диференціальні оператори 
від’ємного порядку вважаються нуль-операторами.) Усі коефіцієнти цих л.д.о. є нескінчен-
но гладкими функціями, заданими на Ω  і Γ  відповідно. Функція u  на Ω  і функції 1, ,v vλ…  
на Γ  є шуканими у крайовій задачі (1), (2). У роботі всі функції та розподіли вважаються 
комплекснозначними і тому розглядаються комплексні лінійні функціональні простори.

Покладемо 1: max{ , , }qm m m +λ= … . У роботі розглядаємо некласичний випадок, коли 
2m q� . Вважаємо також, що km r−�  для кожного цілого [1, ]k∈ λ  (якщо 0km r+ <  для деякого 

вказаного k , то всі оператори 1, ,, ,k q kC C +λ…  дорівнюють нулю і тому шукана функція kv  
відсутня в крайових умовах (2)).

Надалі припускаємо, що крайова задача (1), (2) є еліптичною в області Ω , тобто л.д.о. 
A  правильно еліптичний на Ω , а система крайових умов (2) накриває A  на Γ  (див., на-
прик лад, [3, п. 3.1.2]).

Прикладом еліптичної крайової задачі вигляду (1), (2) є така задача: 

u fΔ =  в Ω ,

2
1 1 1 2,p p l lu iav g u b v g+

ν ν Γ∂ + = ∂ + Δ =  на Γ .

Тут довільно вибрано цілі числа 0p�  і 1l �  та дійсні функції , ( )a b C∞∈ Γ  такі, що 
| ( ) | | ( ) | 0a x b x+ ≠  для довільного x∈Γ . Як звичайно, Δ  — оператор Лапласа в nR  і ΓΔ  — 
оператор Бельтрамі—Лапласа на Γ , а ν∂  — оператор диференціювання вздовж внутрішньої 
нормалі до межі Γ  області Ω . Для цієї задачі 2 ordm p l= + Δ� . Якщо 0( ) 0a x =  для деякого 

0x ∈Γ , то не можна вилучити невідому функцію 1v  з крайових умов і зберегти при цьому 
гладкість коефіцієнтів і правих частин крайових умов, що отримуються.

2. Розширена соболєвська шкала утворена гільбертовими узагальненими соболєвськи-
ми просторами Hα, для яких показником регулярності служить довільна функція α  з класу 
RO. За означенням, він складається з усіх вимірних за Борелем функцій : [1, ) (0, )α ∞ → ∞ , 
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для яких існують числа 1b >  і 1c�  такі, що 1 ( ) / ( )c t t c− α λ α� �  для довільних 1t�  і 
[1, ]bλ∈  (сталі b  і c  можуть залежати від α ). Ці функції називають RO-змінними за 

В.Г. Авакумовичем на нескінченності (див., наприклад, [7, с. 86]).
Клас RO має простий опис [7, с. 87]: 

1

( )
RO ( ) exp ( )

t

t t d
⎛ ⎞γ τα ∈ ⇔ α = β + τ⎜ ⎟τ⎝ ⎠

∫  для 1t� ,

де дійсні функції β  і γ  вимірні за Борелем і обмежені на півосі [1, )∞ . Як відомо [7, с. 88], 
для кожної функції ROα∈  існують дійсні числа 0 1s s<  і 0 1, (0, )c c ∈ ∞  такі, що 

0 1
0 1( ) / ( )

s s
c t t cλ α λ α λ� �  для всіх , [1, )t λ∈ ∞ . (3)

Позначимо через 0( )σ α  супремум усіх чисел 0s , для яких виконується ліва нерівність в 
(3), а через 1( )σ α  — інфімум усіх чисел 1s , для яких виконується права нерівність в (3). 
Числа 0( )σ α  і 1( )σ α  називають відповідно нижнім і верхнім індексами Матушевської функ-
ції α  (див. [8, п. 2.1.2]).

Нехай ROα∈ . За означенням, лінійний простір ( )nHα R , де n  — натуральне число, 
складається з усіх повільно зростаючих розподілів w  на nR  таких, що їх перетворення 
Фур’є ŵ  локально інтегровне за Лебегом на nR  і задовольняє умову

2 2 2

,
ˆ: ( )| ( ) |n

n

w w d
α

= α 〈ξ〉 ξ ξ < ∞∫R
R

  .

Тут 2 1/2: (1 | | )〈ξ〉 = + ξ  є згладжений модуль вектора nξ∈R . За означенням, 
, nw
α R

   — нор-
ма у цьому просторі.

Простір ( )nHα R  є гільбертів ізотропний випадок просторів, уведених і досліджених 
Л. Хермандером [9, п. 2.2] та Л.Р. Волевичем і Б.П. Панеяхом [10, §  2]. Якщо функція 

( ) st tα ≡  степенева, то ( )nHα R  стає (гільбертовим) простором Соболєва H(s)(Rn) дійсного 
порядку s . Узагалі,

1 0( ) ( )
0 0 1 1( ( ), ( ) ) ( ) ( ) ( )s sn n ns s H H Hα< σ α σ α < ⇒ ⊂ ⊂R R R , (4)

де вкладення неперервні й щільні.
Клас функціональних просторів ( )nHα R , де ROα∈ , виділений в [5, п. 2] і названий 

розширеною соболєвською шкалою (р.с.ш.) на nR . Нам потрібні її аналоги для області 
nΩ⊂R  та її межі Γ . Наведемо відповідні означення (див. [11, п. 2] і [6, п. 2.4.2]). Тепер 

ціле 2n� .
Нехай, як і раніше, ROα∈ . За означенням, лінійний простір ( )Hα Ω  складається зі 

звужень в область Ω  усіх розподілів ( )nw Hα∈ R . Цей простір наділений нормою 

, ,
B: inf { : ( ), }n

nu w w H w uα
α Ω α

= ∈ = Ω
R

R    ,

де ( )u Hα∈ Ω . Він є сепарабельним гільбертовим простором відносно цієї норми, причому 
множина ( )C∞ Ω  щільна у ньому.
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Лінійний простір ( )Hα Γ  складається, коротко кажучи, з усіх розподілів на Γ , які в ло-
кальних координатах дають елементи простору 1( )nHα −R . Дамо детальне означення. Ви-
беремо з C∞ -структури на Γ  деякий скінченний набір локальних карт 1: n

j j
−π ↔ ΓR , де 

{1, , }j p∈ … , а відкриті множини 1, , pΓ … Γ  утворюють покриття многовиду Γ . Крім того, 
нехай функції ( )j C∞χ ∈ Γ , де {1, , }j p∈ … , утворюють розбиття одиниці на Γ, яке задоволь-
няє умову supp j jχ ⊂ Γ . За означенням, лінійний простір ( )Hα Γ  складається з усіх роз-
по ділів h  на Γ  таких, що 1( ) ( )n

j jh Hα −χ π ∈ R  для кожного {1, , }j p∈ … ; тут ( )j jhχ π  є 
зоб раженням розподілу jhχ  у локальній карті jπ . Простір ( )Hα Γ  наділений нормою

1/2

2
, 1,

1

: ( )
p

j j n
j

h hα Γ −α
=

⎛ ⎞
= χ π⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∑ R

     .

Він гільбертів і сепарабельний відносно цієї норми та з точністю до еквівалентності норм 
не залежить від вибору атласу і розбиття одиниці [6, теорема 2.21]. Множина ( )C∞ Γ  щільна 
у цьому просторі.

Гільбертові простори ( )H Gα , де ROα∈ , утворюють р.с.ш. на { , }G∈ Ω Γ . Якщо ( ) st tα ≡  
для деякого дійсного числа s , то ( )H Gα  є соболєвським простором H(s)(Gn) порядку s . 
Для р.с.ш. на G  зберігається властивість (4), якщо у ній замінити nR  на G ; при цьому оби-
два вкладення просторів будуть компактними і щільними.

Розширена соболєвська шкала має важливі інтерполяційні властивості, які відіграють 
ключову роль у її застосуваннях, зокрема до еліптичних операторів і еліптичних крайових 
задач. Вона отримується інтерполяцією з функціональним параметром пар гільбертових 
просторів Соболєва, складається з усіх гільбертових просторів, інтерполяційних відносно 
цих пар і замкнена відносно інтерполяції з функціональним параметром пар гільбертових 
просторів (див. [6, п. 2.4.2] і [11, п. 2 і 5]).

3. Основні результати стосуються властивостей еліптичної крайової задачі (1), (2) у 
просторах, що належать до р.с.ш.

Теорема 1. Розглянемо відображення 1 1( , , , ) ( , , , )qu v v f g gλ +λ→  , де ( )u C∞∈ Ω  і 

1, , ( )v v C∞
λ… ∈ Γ , а функції f  і 1, , qg g +λ  означені за формулами (1) і (2). Воно продовжу-

ється єдиним чином (за неперервністю) до обмеженого лінійного оператора

1/21/2 2

1 1

: ( ) ( ) ( ) ( )
mqr jqk

k j

H H H H
− −+λλ − −η ηρ ηρ ηρ

= =
Λ Ω ⊕ Γ → Ω ⊕ Γ⊕ ⊕   (5)

для довільного параметра ROη∈  такого, що 0( ) 1/ 2mσ η > + . Цей оператор нетерів. Його 

скінченновимірне ядро лежить у просторі ( ) ( ( ))C C∞ ∞ λΩ × Γ  і разом зі скінченним індексом 

не залежить від η .
Тут і далі використано функціональний параметр ( ) :t tρ =  аргументу 1t�  для того, щоб 

не записувати цей аргумент у позначеннях узагальнених соболєвських просторів. Отже, па-
раметр lηρ , де l  — дійсне число, позначає функцію ( ) lt tη . Звісно, RO ROlη∈ ⇔ ηρ ∈ , при-
чому ( ) ( )l

j j lσ ηρ = σ η + , де {0,1}j∈ .
Умова 0( ) 1/ 2mσ η > +  суттєва у теоремі 1. Справді, якщо ord jB m=  для деякого цілого 

[1, ]j q∈ +λ , то відображення ju B u , де ( )u C∞∈ Ω , не можна продовжити до неперервного 
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лінійного оператора, що діє з соболєвського простору ( 1/2)( )mH + Ω  у лінійний топологіч-
ний простір усіх розподілів на Γ .

Дослідимо властивості узагальнених розв’язків крайової задачі (1), (2). Позначимо 
через Dη  область визначення оператора (5), а через 1/2mD + +  — об’єднання усіх просторів 
Dη , де параметр ROη∈  задовольняє умову 0( ) 1/ 2mσ η > + . Вектор

1/2
1( , ) : ( , , , ) mu v u v v + +

λ= … ∈   (6)

називаємо узагальненим розв’язком крайової задачі (1), (2) з правою частиною

1( , ) : ( , , , ) ( ) ( ( ))q
qf g f g g D D +λ
+λ= … ∈ Ω × Γ′ ′ ,

якщо ( , ) ( , )u v f gΛ = , де Λ  — оператор (5) для деякого параметра ROη∈  такого, що 

0( ) 1/ 2mσ η > + . Це означення коректне, оскільки воно не залежить від η . Тут, як звичайно, 
( )D′ Ω  і ( )D′ Γ  — лінійні топологічні простори усіх розподілів у Ω  і на Γ  відповідно.

Нехай відкрита множина nV ⊂R  така, що 0 : VΩ =Ω∩ ≠∅ . Покладемо 0 : VΓ = Γ∩  (мож-
ливий випадок, коли 0Γ =∅ ). Позначимо через loc 0 0( , )Hα Ω Γ , де ROα∈ , лінійний простір 
усіх розподілів ( )u D∈ Ω′  таких, що ( )u Hαχ ∈ Ω  для кожної функції ( )C∞χ∈ Ω , носій якої 
задовольняє умову 0 0suppχ ⊂ Ω ∪Γ . Аналогічно позначимо через loc 0( )Hα Γ  лінійний прос-
тір усіх розподілів ( )h D′∈ Γ  таких, що ( )h Hαχ ∈ Γ  для кожної функції ( )C∞χ∈ Γ , яка за-
довольняє умову 0suppχ ⊂ Γ .

Теорема 2. Нехай ROη∈  і 0( ) 1/ 2mσ η > + . Припустимо, що вектор (6) є узагальненим 
розв’язком еліптичної крайової задачі (1), (2), праві частини якої задовольняють умови 

2

0 0loc ( , )
q

f H
−ηρ∈ Ω Γ  і 

1/2

0loc ( )
m j

jg H
− −

ηρ∈ Γ  для кожного цілого [1, ]j q∈ +λ . Тоді цей розв’язок 

має такі властивості: 0 0loc( , )u Hη∈ Ω Γ  і 
1/2

0loc ( )
rk

kv H
−

ηρ∈ Γ  для кожного цілого [1, ]k∈ λ .

Якщо 0Ω =Ω  і 0Γ = Γ , то loc 0 0( , ) ( )H Hα αΩ Γ = Ω  і loc 0( ) ( )H Hα αΓ = Γ . У цьому випадку 
теорема 2 стосується глобальної регулярності правих частин і розв’язку досліджуваної 
крайової задачі.

Цю теорему доповнює апріорна оцінка узагальненого розв’язку (6). Позначимо через 

η′⋅   і 2q−ηρ
′′⋅   норми у гільбертових просторах, на парі яких діє оператор (5).

Теорема 3. Нехай ROη∈  і 0( ) 1/ 2mσ η > + . Припустимо, що вектор (6) задовольняє 
умову теореми 2. Довільно виберемо число 0l >  і функції , ( )C∞χ ζ∈ Ω  такі, що 

0 0supp suppχ ⊂ ζ ⊂ Ω ∪Γ  та 1ζ =  у деякому околі множини suppχ . Тоді

2( , ) ( ( , ) ( , ) )q lu v c f g u vη − −ηρηρ
′ ′′ ′χ ζ + ζ     �

для деякого числа 0c > , незалежного від ( , )u v  і ( , )f g .
У припущенні про те, що функція η  є правильно змінною за Й. Караматою на нескін-

ченності, версії теорем 1—3 встановлено недавно в [12, п. 4]. Нагадаємо [7, п. 1.1], що воно 
означає таке: ( ) / ( )pt t pση η →  при t →∞  для кожного додатного числа 0p >  і деякого дій-
сного числа σ ; у цьому випадку індекси Матушевської функції η  дорівнюють σ . Випадки, 
коли 0λ =  або усі 2 1jm q −�  досліджені відповідно в [13] і [14]. Для соболєвських просто-
рів ці теореми або їх версії відомі (див., наприклад, [3, п. 4.1] і [4, п. 2.4]).
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4. Застосування. За допомогою р.с.ш. і теореми вкладення Л. Хермандера [9, теоре-
ма 2.2.7] отримуємо тонкі й точні достатні умови l  разів неперервної диференційовності 
компонент узагальненого розв’язку (6) еліптичної крайової задачі (1), (2). Нижче множи-
ни 0Ω  і 0Γ  є такими, як у п. 3, а ( )lC G  — простір l  разів неперервно диференційовних 
функцій на множині nG ⊂R .

Теорема 4. Нехай додатне ціле число 1/ 2 / 2l m n> + − . Припустимо, що вектор (6) задо-
вольняє умову теореми 2 для деякого функціонального параметра ROη∈  такого, що 

0( ) 1/ 2mσ η > +  і

2 1 2

1

( )l nt t dt
∞

+ − −η < ∞∫ .  (7)

Тоді 0 0( )lu C∈ Ω ∪Γ . Умова (7) є точною.
У цій теоремі умова 1/ 2 / 2l m n> + −  є природною з огляду на включення (6), оскіль-

ки воно тягне за собою властивість ( )lu C∈ Ω  для будь-якого додатного цілого числа 
1/ 2 / 2l m n+ −� .

Теорема 5. Нехай {1, , }k∈ λ , а додатне ціле число 1/ 2 / 2kl m r n> + + − . Припустимо, 
що вектор (6) задовольняє умову теореми 2 для деякого функціонального параметра ROη∈  
такого, що 0( ) 1/ 2mσ η > +  і

2( ) 1 2

1

( )
l r nkt t dt

∞
− + − −η < ∞∫ . (8)

Тоді 0( )l
kv C∈ Γ . Умова (8) є точною.

У цій теоремі умова на l  природна з огляду на включення (6), бо воно тягне за собою 
властивість ( )lu C∈ Γ  для кожного додатного цілого числа 1/ 2 / 2kl m r n+ + −� .

За допомогою цих теорем отримуємо достатню умову класичності узагальненого роз-
в’язку (6) досліджуваної задачі, тобто умову, за якої 2 ( ) ( )q mu C C Uδ∈ Ω ∩ ∪Γ  для деякого чис-
ла 0δ > , а ( )

m rk
kv C

+∈ Γ  для кожного {1, , }k∈ λ . Тут покладаємо : { : dist( , ) }U x xδ = ∈Ω Γ < δ . 
Якщо розв’язок задачі класичний, то її ліві частини обчислюються за допомогою класич-
них похідних і є неперервними функціями на Ω  і Γ  відповідно.

Теорема 6. Припустимо, що вектор (6) є узагальненим розв’язком еліптичної крайової 
задачі  (1), (2), праві частини якої задовольняють умови

2 2
1 2

loc loc( , ) ( , )
q q

f H H U
− −η ρ η ρ

δ∈ Ω ∅ ∩ Γ ,

1/2
2 ( )

m j

jg H
− −

η ρ∈ Γ  при кожному 1, ,j q= +λ

для деяких параметрів 1 2, ROη η ∈  таких, що 0 1( ) 1/ 2mσ η > + , 0 2( ) 1/ 2mσ η > +  і

4 1 2 2 1 2
1 2

1 1

( ) , ( )q n m nt t dt t t dt
∞ ∞

+ − − + − −η < ∞ η < ∞∫ ∫ .

Тоді цей розв’язок класичний.
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5. Випадок однорідного еліптичного рівняння. Якщо в еліптичному рівнянні (1) права 
частина 0f =  в області Ω, то версії теорем 1—3 є правильними без обмеження 0( ) 1/ 2mσ η > +  
на параметр ROη∈ . Наведемо для прикладу відповідну версію теореми 1.

Позначимо через ( , )C A∞ Ω  лінійний простір усіх функцій ( )u C∞∈ Ω , які задоволь-
няють умову 0Au =  в області Ω . Окрім того, позначимо через ( , )H Aη Ω , де ROη∈ , лі-
нійний простір усіх розподілів ( )u Hη∈ Ω , які задовольняють цю умову (тепер вона розу-
міється у сенсі розподілів). Цей простір наділяємо нормою з ( )Hη Ω , відносно якої він є 
гільбертовим.

Теорема 7. Розглянемо відображення 1 1( , , , ) ( , , )qu v v g gλ +λ→  , де ( , )u C A∞∈ Ω  та 

1, , ( )v v C∞
λ… ∈ Γ , а функції 1, , qg g +λ  означені за формулою (2). Воно продовжується єди-

ним чином (за неперервністю) до обмеженого лінійного оператора

1/21/2

1 1

: ( , ) ( ) ( )
mqr jk

k j

H A H H
− −+λλ −

η ηρ ηρ

= =
′Λ Ω ⊕ Γ → Γ⊕ ⊕

для довільного параметра ROη∈ . Цей оператор нетерів. Його скінченновимірне ядро ле-
жить у просторі ( , ) ( ( ))C A C∞ ∞ λΩ × Γ  і разом зі скінченним індексом не залежить від η .

За припущення, що функція η  правильно змінна на нескінченності, ця теорема вста-
новлена недавно в [15, теорема 1].

Публікація містить результати досліджень, проведених за грантом Президента України 
за конкурсним проєктом Ф82/45932 Національного фонду досліджень України.
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ELLIPTIC PROBLEMS WITH NONCLASSICAL BOUNDARY 
CONDITIONS IN AN EXTENDED SOBOLEV SCALE

We consider elliptic problems with nonclassical boundary conditions that contain additional unknown func-
tions on the border of the domain of definition of the elliptic equation and also contain boundary operators of 
higher orders with respect to the order of this equation. We investigate the solvability of the indicated prob-
lems and properties of their solutions in an extended Sobolev scale. It consists of Hilbert generalized Sobolev 
spaces for which the order of regularity is a general radial function RO -varying in the sense of Avakumović 
at infinity. We establish a theorem on the Fredholm property of the indicated problems on appropriate pairs 
of these spaces and theorems on the regularity and the a priori estimate of generalized solutions to the prob-
lems. We obtain exact sufficient conditions for components of these solutions to be continuously differentiable.

Keywords: elliptic boundary-value problem, generalized Sobolev space, Fredholm operator, regularity of a solution, 
a priori estimate.


