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Узагальнені поліноми Ерміта, 
їх властивості та диференціальне рівняння, 
яке вони задовольняють

Узагальнення класичних ортогональних поліномів, які б задовольняли лінійні диференціальні рівняння 
ви щих порядків спеціальної структури, вивчали багато математиків (A. Krall, J. Koekoek, R. Koekoek, 
H. Bavinck, L. Littlejohn та ін.). При цьому суттєві вимоги були такими: коефіцієнти біля похідних повинні 
бу ти поліномами певного степеня від незалежної змінної та не залежати від степеня поліномів, що задо-
вольняють ці диференціальні рівняння. Вказані узагальнення в працях згаданих авторів були зроблені для 
всіх класичних ортогональних поліномів, окрім поліномів Ерміта. Дана робота присвячена узагальненню 
класичних поліномів Ерміта в описаному вище сенсі. Побудовано диференціальний оператор нескінченного 
порядку, власними функціями якого є саме ці поліноми. Досліджено ряд властивостей узагальнених 
поліно мів Ерміта, що притаманні класичним ортогональним поліномам (ортогональність, узагальнена 
фор мула Родріга, тричленне рекурентне співвідношення, твірна функція).

Ключові слова: ортогональність, узагальнена формула Родріга, тричленне рекурентне співвідношення, 
твір на функція, диференціальний оператор нескінченного порядку.

ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

МАТЕМАТИКА

Узагальнені класичні ортогональні поліноми, що задовольняють звичайні диференціальні  
рівняння вищих порядків вигляду
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досліджувалися в багатьох роботах, серед яких [1—4]. У цих та інших відомих нам публі-
каціях розглядалися узагальнення всіх класичних ортогональних поліномів, окрім уза-
гальнених поліномів Ерміта. Дана робота якраз присвячена заповненню цієї прогалини.



4 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2020. № 9

В.Л. Макаров

Узагальненими поліномами Ерміта парного степеня з використанням тут і в подаль-
шому позначень із [1] будемо називати поліноми вигляду
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де ( )nL xα  — поліноми Лагерра. Поліноми (1) є наслідком поліномів Соболєва—Лагерра 
, , ( )M N

nL xα , введених і досліджених у роботі [1].
Ортогональність. Скористаємося формулами (2), (3) з роботи [5, с. 193]. Тоді форму-

ла (1) набуде вигляду
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Зауважимо, що для 0M =  поліноми (2) з точністю до мультиплікативної сталої збігаю-
ться з поліномами Ерміта 2 ( )nH x , що й обумовлює їх назву. Якщо ввести диференціальний 
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то для поліномів (2) одержуємо узагальнену формулу Родріга
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Поліноми (1) утворюють ортогональну систему (див. [1])
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Для обчислення останнього інтеграла скористаємося рекурентним співвідношенням для 
поліномів Ерміта. У результаті після нескладних обчислень отримаємо
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що збігається з формулою (4.4) з [2] для 
1
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α = − .

Рекурентне співвідношення. Відомо (див. [5], с. 161, формули (7), (8)), що якщо поліноми
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утворюють ортогональну систему, то вони задовольняють тричленне рекурентне спів-
відношення
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Варто зазначити, що наведена формула для nC  у (5) відрізняється від відповідної форму-
ли у (8) з роботи [5, с. 161] та є більш зручною для випадку, коли відомо тільки значен ня 
коефіцієнтів ортогональних поліномів. Крім того, формули (5) дають підстави сфор му-
лювати таке твердження.
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Тоді поліноми (4), які містять лише парні або лише непарні степені x, будуть утворю вати 
ортогональну систему тоді і тільки тоді, коли їх коефіцієнти визначаються за фор мулами

− −
= +

+ − − + − +−
= + =

= +

−⎡ ⎤= − = ⎢ ⎥⎣ ⎦

Π
∑Π

Π


2 2
2 2

1, 2 1 2 2, 0 2 1, 1
2 2 0

2 2

1
, 1, 2, , .

2

n

kn mn
k m

n n m p m n p mn p
p m p

k
k m

A
n

k A k C k m

A

Наведемо ще одну корисну формулу для обчислення квадрата норм ортогональних 
поліномів, про які йде мова в теоремі:
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Далі підставляємо (6) у (5), замінюємо x  на 2x  і в такий спосіб отримуємо рекурентне 
співвідношення для узагальнених поліномів Ерміта. Зазначимо, що п’ятичленне реку-
рентне співвідношення для поліномів Соболєва—Лагерра, яке ґрунтується на розкладі 
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в роботі [2]. Останнє, шляхом заміни x  на 2x , перетворюється на п’ятичленне рекурент-
не співвідношення для узагальнених поліномів Ерміта, яке через його громіздкість, ми 
тут не наводимо.

Користуючись результатами загальної теорії ортогональних поліномів, із (5), (6) лег-
ко одержати формулу Кристоффеля—Дарбу (див. [5], с. 162, формула (10)), яку через її 
громіздкий вигляд ми також тут наводити не будемо.

Диференціальне рівняння. Запишемо спочатку диференціальне рівняння для уза-
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Твірна функція. Скористаємося формулою (див. [5], с.190, формула (21))
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де ( )J zα  — функція Бесселя першого роду порядку α . Для одержання твірної функції для 
узагальнених поліномів Ерміта нам буде потрібний такий наслідок із формули (9):
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Підсумки. У випадку узагальнених поліномів Ерміта непарного степеня розглядається 
таке зображення:

2 1 1/2, , 0 2
2 1

2 1 1/2 2 1/2 2

2 1 2

( ) ( 1) 2 ! ( )

3 3
2 2

( 1) 2 ! 1 4 ( ) ( )
3 ( 1)! !

3 3
12 2

1 4 ( )
3 ( 1)! !

M n n M
n n

n n
n n

n n

H x n xL x

n n
d

n x M L x M L x
xdxn n

n n
d

M H x M H
dx xn n

+
+

+

+ +

= − =

⎧ ⎡ ⎤ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ + Γ +⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎨ ⎬⎢ ⎥= − + + =⎪ ⎪⎢ ⎥π − π⎣ ⎦ ⎭⎩

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ + Γ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥= + +
⎢ ⎥π − π⎣ ⎦

1( ) .x
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

Для цього випадку мають місце всі аналогічні результати, що й для випадку узагаль нених 
поліномів Ерміта парного степеня, які викладені вище.
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THE GENERALIZED HERMITE POLYNOMIALS, THEIR PROPERTIES, 
AND THE DIFFERENTIAL EQUATION WHICH THEY SATISFY

The generalizations of the classical orthogonal polynomials satisfying higher-order linear differential equations 
of a special structure were studied by a number of authors (A. Krall, J. Koekoek, R. Koekoek, H. Bavinck, 
L. Littlejohn, and several others). The essential requirements were the following. The coefficients of the deri-
vatives must be polynomials of some degree of the independent variable and not dependent on the degree of 
the polynomials satisfying these differential equations. Such generalizations in the works of the above-men-
tio ned authors were made for all classical orthogonal polynomials except for the Hermite polynomials. This pa-
per deals with a generalization of the classical Hermite polynomials in the above sense. We construct a differen-
tial operator of the infinite order whose eigenfunctions are these polynomials. A number of properties of the 
generalized Hermite polynomials that are characteristic of classical orthogonal polynomials (orthogonality, 
generalized Rodrigues’ formula, three-term recurrence relation, generic function) are investigated.

Keywords: orthogonality, Rodrigues’ generalized formula, three-term recurrence relation, generating function, 
differential operator of infinite order.


