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Моделi аксiонної електродинамiки є складним i цiкавим об’єктом для групового аналiзу, 
оскiльки це досить складна система, дослiдження якої вимагає певного узагальнення 
вiдомих пiдходiв. Важливiсть цiєї моделi може бути обґрунтована такими мiркуваннями. 
Фундаментальна теорiя мiкросвiту, що називається квантовою хромодинамiкою, передба-
чає порушення симетрiї вiдносно перетворень комбiнованої iнверсiї СР за взаємодiї кваркiв. 
Оскiльки це порушення нiколи не було пiдтверджено експериментально, довелося шукати 
можливi корекцiї цiєї теорiї. У роботi [1] було побудовано таку корекцiю, яка передбача-
ла iснування додаткового псевдоскалярного поля, що було названо полем аксiонiв. Надалi 
аксiонна електродинамiка дослiджувалася в роботах [2—5]. 

Зараз аксiони розглядаються як основні кандидати на роль частинок, що формують 
темну матерiю. Додатковi аргументи на користь iснування аксiонiв були знайденi у фiзицi 
твердого тiла [6]. 

Результати аналiзу цiєї моделі можуть мати важливе прикладне значення, тому що, 
хоча iснування аксiонiв поки що немає надiйних експериментальних пiдтверджень, во-
ни затребуванi одразу в трьох абсолютно незалежних областях сучасної науки, таких як 
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космологiя, фiзика твердого тiла та квантова  хромодинамiка. В наш час інтерес до аксіонної 
електродинаміки зберігається (див., наприклад, [7]).

У статті наведено групову класифiкацiю моделей аксiонної електродинамiки з самодiєю 
аксiонного поля, а також деякі точні розв’язки, цікаві з фізичної точки зору.

Узагальнений лагранжіан аксіонної електродинаміки має вигляд

1 1
( )

2 4 4
L p p F F F F Vμ μν μν

μ μν μν
κ= − + θ − θ .  (1)

Тут ,F A Aμν μ ν ν μ= ∂ −∂ Aμ  — вектор-потенціал електромагнітного поля; 
1

;
2

F Fμν ρσ
μνρσ= ε  

θ  — аксіонне поле; ;pμ μ= ∂ θ  ( )V θ  — функція від θ ; κ  — безрозмірна константа.
Рівняння Ейлера—Лагранжа, які відповідають лагранжіану (1), мають такий вигляд:

0 0

0

p ,

( ),

0,

0,

p

∇⋅ = κ ⋅
∂ −∇× = κ + ×
∇⋅ =
∂ +∇× =

E B

E B B p E
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B E

 (2)

– .Fθ = κ ⋅ +E B  (3)

Тут B  та E  — вектори магнітного та електричного полів, які пов’язані з компонента-

ми тензора електромагнітного поля таким чином: 0 ;a aE F=  01
;

2
a abc

bcB F= − ε  ;
V

F
∂= −
∂θ

 
2 2 2 2
0 1 2 3;= ∂ −∂ −∂ −∂  , 1,3.a

a
a

a
x
∂∇ = ∂ = =

∂
Система (2), (3) мiстить сiм залежних функцiй 1,B  2,B  3 ,B  1,E  2,E  3 ,E  θ  i один до вiль-

ний елемент ,F  який залежить вiд θ , тобто вона є досить складною.
Знайдемо симетрiї рiвнянь (2), (3) з довiльною функцiєю ( )F θ  вiдносно неперервних 

груп перетворень.
Групова класифiкацiя. Рiвняння (3) мiстить довiльну функцiю ( ),F θ  тому ми можемо 

передбачити, що симетрiї цiєї системи залежатимуть вiд явного вигляду .F  Згiдно з кла-
сичним алгоритмом Лi (див., наприклад, [8]), щоб знайти симетрiї системи (2), (3) вiдносно 
неперервної групи перетворень

, , , ,x xμ μ′ ′ ′ ′→ → θ→θ →B B E E

розглянемо iнфiнiтезимальний оператор

j j
j j

B E
Q μ

μ θ= ξ ∂ +η ∂ + ζ ∂ +σ∂  (4)

та його продовження

(2) ,
i ik

j j
i iki ij j

i i

Q Q
B E

θ θ
∂ ∂= +η +ζ +σ ∂ +σ ∂

∂ ∂
 (5)



5ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2022. № 4

Групова класифікація рівнянь аксіонної електродинаміки

де ,j j
iiB B= ∂  ,j j

iiE E= ∂  ,i iθ = ∂ θ  ik i kθ = ∂ θ  і функцiї ,j
iη  ,j

iζ  ,iσ  ikσ  можуть бути вираженi 
через ,iξ  ,jη  ,jζ  ,σ  з використанням таких спiввiдношень:

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( ),

j j j jj k j k
i i i ii ik k

k l
i i k i ik k i il k

D B D D E D

D D D D

η = η − ξ ζ = ζ − ξ

σ = σ −θ ξ σ = σ −θ ξ
  (6)

де .j j k

j j
i i i iki iB E

D B E θ θ= ∂ + ∂ + ∂ +θ ∂ +θ ∂
Використовуючи (5), умову iнварiантностi для системи (2), (3) можна записати у тако-

му виглядi

(2) 0
0,Q

=
=


  (7)

де   — многовид, заданий спiввiдношеннями (2), (3). Цей многовид заданий у евклiдовому 
просторi, базис якого створюють залежнi i незалежнi змiннi системи рiвнянь (2), (3), а та-
кож похiднi вiд залежних змiнних. Обраховуючи функцiї (6), пiдставляючи результат у (7) 
i прирiвнюючи коефiцiєнти при лiнiйно-незалежних функцiях ,jE  ,jB  θ  та їх похiдних, ми 
отримуємо таку визначальну систему диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними 
для коефiцiєнтiв ,μξ  ,jη  jζ  та σ :

0, 0, 0,

, 0, ,

a aB E

x xx xν μμ ν

μ μ μ
θ

μ ν μ ν

ξ = ξ = ξ =

ξ = ξ ξ + ξ = μ ≠ ν
 (8)

0, 0, 0,a aE B θθσ = σ = σ =  (9)

0
0( 2 )( ) ( ) 0,a a a a a a
x

F kE B B E Fθ θσ+ σ − ξ + − κ ζ + η −σ =   (10)
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Тут нижнi iндекси позначають похiднi вiдносно вiдповiдних змiнних: a aB B
μ ∂μξ =

∂
 i т. д., і в 

останнiх двох рядках не вiдбувається підсумовування за iндексами, що повторюються.
Згiдно з рiвнянням (8), функцiї μξ  не залежать вiд  ,aE  θ  і є векторами Кiллiнга в 

просторi незалежних змiнних. Їх загальний вигляд задається формулами

2 ,x f x f x x c x dx eμ μ ν μ ν μν μ μ
ν ν νξ = − + + +   (13)

де fμ , ,d  eμ  та c cμν νμ= −  — довiльнi константи.
З (9) випливає, що 1 2,σ = ϕ θ+ϕ  де 1ϕ  та 2ϕ  — функції вiд xμ . Пiдставляючи цей вираз 

в (10), отримуємо рівняння

0 0
0 0

1 2 1 12( ) 2 ( ) a ax x
F F F E Bθ θϕ θ +ϕ + ξ −ϕ + κ ξ −ϕ +

1 2 1( ) 2 0.a a a aB E pμ
μ+ κ ζ + η −θ ϕ − ϕ − ∂ ϕ =    (14)

Нехай члени

,Fθθ  ,Fθ  F  та 1 (15)

є лiнiйно незалежними. Тодi з (14) випливає, що

0
0

1 2 0, 0a a a a
x

B Eϕ = ϕ = ξ = ζ + η =  (16)

i, отже, 0σ = . Пiдставляючи (16) та (13) в (11), отримуємо умову 0,f ν =  тому (13) редуку-
ється до вигляду

.c x eμ μν μ
νξ = +  (17)

Тодi з (12), (16) та (17) випливає, що 

0 0, .a ab b b c a ab b b c
abc abcc B c E c E c Bη = + ε ζ = −ε   (18)

Пiдставляючи (17) та (18) в (4) i використовуючи умову 0σ = , ми отримаємо лiнiйну 
комбiнацiю таких iнфiнiтезимальних операторiв:

0 0

0 0 0

, ,

,

( ),

b a b a

c c

a a

a b a b
ab a b b a B B E E

b b
a a a abc B E

P P

J x x B B E E

J x x E B

= ∂ = ∂

= ∂ − ∂ + ∂ − ∂ + ∂ − ∂

= ∂ + ∂ + ε ∂ − ∂

 (19)

де abcε  — одиничний антисиметричний тензор, , , 1, 2, 3a b c = .
Оператори (19) утворюють базис алгебри Лi p(1,3) групи Пуанкаре P(1,3). 
Знайдена симетрiя розширяється у тих випадках, коли члени (15) є лiнiйно залежними. 

Існує три випадки, коли це вiдбувається. При цьому довiльна функцiя F  у рiвняннi (3) 
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набуває однієї з таких форм: 0,F =  F c=  та F be  де ,c  a  та b  — ненульовi константи. 
Вiдповiднi додатковi базиснi елементи алгебри iнварiантностi мають вигляд

4 0 0, ,i i
i i

i i B E
P D x x B Eθ= ∂ = ∂ + ∂ − ∂ − ∂  якщо ( ) 0,F θ =

4 ,P θ= ∂  якщо ( ) ,F cθ =   (20)

42 ,X aD P= −  якщо .aF be θ=   (21)

Оператор 4P  вiдповiдає зсувам залежної змiнної θ , D  — оператор дилатацiї, який гене-
рує вiдповiднi масштабнi перетворення залежних та незалежних змiнних, X  вiдповiдає 
комбiнацiї зсувiв i масштабних перетворень. Вiдзначимо, що довiльнi параметри a , b  та c  
можна звести до постiйних значень 1a = ± , 1b = ±  і 1c = ±  за допомогою масштабних пере-
творень залежних і незалежних змiнних. 

Отриманi результати можна сформулювати у виглядi такого твердження. 
Теорема 1. Максимальною неперервною групою iнварiантностi системи (2), (3) з 

довiльною функцiєю ( )F θ  є група Пуанкаре. У випадках, вказаних у (20) та (21), ця симетрiя 
задається розширеними 11-параметричними групами Пуанкаре, тоді як для тривiального F  
група симетрiї є 12-параметричною. 

Зазначимо, що iнфiнiтезимальнi оператори (19) можуть бути записанi в термiнах по тен-
цi альних змiнних Aμ  i 4A = θ . При цьому цi оператори набувають бiльш компактної форми:

, .A AP J x x A A
ν μμ μ μν μ ν ν μ μ ν= ∂ = ∂ − ∂ + ∂ − ∂  (22)

Вибрані радіальні та циліндричні розв’язки. Наведемо декілька точних розв’язкiв 
рiвнянь (2), (3), якi можуть бути цiкавi з фiзичної точки зору. Спочатку розглянемо 

розв’язки, якi містять поле точкового заряду, тобто 
3

, 1, 2, 3,a
a

x
E q a

r
= =  де 2 2 2

1 2 3 ,r x x x= + +  

а q  є константою. Масштабуванням залежних змінних ax  можна звести параметр q  до 1. 
Вiдповiдний вектор aB  є тривiальним, тобто 0aB = , а для  існує два розв’язки: 

3
a ac x

r
θ =  

і 

1 0 2 0
1

( ( ) ( )),x r x r
r

θ = ϕ + +ϕ −

де 1ϕ  та 2ϕ  — довiльнi функцiї від 0x r+  та 0x r−  вiдповiдно, ac  — довiльнi констан-
ти і підсумовування відбувається за iндексами, що повторюються: 1, 2, 3.a =  Цi розв’язки 
вiдповiдають тривiальним нелiнiйним членам у (2), (3).

Радiальнi розв’язки, якi породжуються нетривіальними умовами в правій частині рів-
нянь (2), (3) з 2F m= − θ  можна знайти в такому вигляді:

1 03 3
, , sin( ) ,

q
a a r

a a
qx q x

B E c mx e
r r

−θ
= = θ =
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де 1c  та 0q >  — довiльнi параметри. Компоненти магнiтного поля aB  є особливими при 
0r = , тоді як aE  та θ  обмеженi для ∞  .
Наведемо розв’язки, якi залежать вiд двох просторових змiнних. Позначимо через 

2 2
1 2x x x= + , тодi функцiї

⎛ ⎞
= − = = = = = θ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
1 2 2

1 2 3 1 2 33 3
1

, 0, , , arctan
x x x

E B E B E B b
xx x

, (23)

де b  — число.
Особливiстю розв’язкiв (23) є те, що вiдповiдне електричне поле зменшується зі збіль-

шенням x  як поле точкового заряду у тривимiрному просторi, тоді як вiдповiдна ефективна 
задача є двовимірною.

Отже, у результатi групового аналiзу знайдено, що максимальною неперервною групою 
iнварiантностi системи (2), (3) з довiльною функцiєю ( )F θ  є група Пуанкаре.

Використовуючи тривимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи Пуанкаре, отримано широ-
кий клас точних розв’язкiв для електромагнiтного та аксiонного полiв [9—11]. Цi розв’язки 
містять довiльнi параметри, а деякi й довiльнi функцiї. Найбiльш загальнi з них мiстять 
шiсть таких функцiй.

Автор висловлює вдячність А.Г. Нікітіну за постановку задачі та корисні дискусії.
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GROUP CLASSIFICATION OF EQUATIONS OF AXION ELECTRODYNAMICS

We carry out the group classification of axion electrodynamics models with axiom field self-action. To do this, we 
first classify the interaction functions that correspond to non-equivalent symmetry groups and find these 
symmetries. Some exact solutions that are interesting from a physical point of view.
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