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Комп’ютерне моделювання впливу кільцевого 
включення із функціонально-градієнтного матеріалу 
на концентрацію напружень навколо кругового отвору 
у тонких пластинах і циліндричних оболонках
Представлено членом-кореспондентом НАН України В.С. Гудрамовичем

Проведено комп’ютерне моделювання та скінченноелементний аналіз напружено-деформованого стану тонких 
пластин і тонкостінних циліндричних оболонок з круговим отвором за наявності оточуючого його кільцевого 
включення із функціонально-градієнтного матеріалу (ФГМ). Досліджено вплив розмірів ФГМ-включення та 
закону змінення його модуля пружності на концентрацію параметрів напружено-деформованого стану пластин 
і оболонок в околі отвору. Отримано поля розподілу інтенсивностей напружень і деформацій пластинчато-
оболонкових елементів конструкцій в зонах локальної концентрації напружень. Встановлено, що за використання 
кільцевого ФГМ-включення з певними механічними властивостями і геометричними параметрами можна 
зменшити коефіцієнт концентрації напружень і відповідні інтенсивності деформацій в околі отвору більш 
ніж на 35 %. Закон змінення модуля пружності ФГМ-включення та ширина включення суттєво впливають не 
тільки на величину концентрації параметрів напружено-деформованого стану пластини та оболонки, а й на 
характер розподілу напружень по їх поверхнях. Результати проведеної серії широкомасштабних обчислювальних 
експериментів показують, що використання кільцевого включення із ФГМ дає змогу знизити інтенсивності як 
напружень, так і деформацій навколо отвору, що відкриває перспективи знаходження раціональних параметрів 
включень щодо питання максимально можливого зниження локальної концентрації напружень.

Ключові слова: тонка пружна пластина, тонкостінна циліндрична оболонка, круговий отвір, функ ціо наль-
но-градієнтний матеріал, кільцеве включення, напружено-деформований стан, коефіцієнт концентрації 
напружень, метод скінченних елементів.

Тонк остінні  конструкції, елементами яких є пластини і оболонки, широко застосовуються в 
різноманітних галузях техніки, зокрема ракетно-космічній, нафтогазовій, енергетиці, будів-
ництві тощо, завдяки поєднанню значної міцності та відносно малої ваги. У більшості випад-
ків пластинчато-оболонкові елементи конструкцій мають отвори, наявність яких, як прави-
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ло, призводить до різкого збільшення локальних напружень, які, у свою чергу, впливають на 
міцність та надійність конструкції у цілому [1, 2]. Питання концентрації напружень навколо 
отворів в структурно неоднорідних пластинчато-оболонкових елементах тонкостінних кон-
струкцій є важливою проблемою сучасної нової техніки, зокрема, ракетно-космічної галузі. 
Відсіки з підкріпленими отворами є типовими для конструкцій ракет-носіїв. Дослідження, що 
полягають у виборі раціональних типів підкріплень, які забезпечують мінімальні коефіцієнти 
концентрації напружень, є актуальними при проєктуванні сучасних ракет-носіїв.

Питанням дослідження напружено-деформованого стану (НДС) тонкостінних кон-
струкцій з отворами присвячено багато наукових праць. Фундаментальний характер у цьо-
му напрямі мають роботи відомих вітчизняних вчених Г.М. Савіна [3], О.М. Гузя [4] та ін. 
Наявність підкріплювальних елементів або включень з певними механічними властивостя-
ми сприяє зниженню концентрації напружень навколо отворів [5—10].

Застосування функціонально-градієнтних матеріалів (ФГМ) з певними механічними 
властивостями також дає змогу впливати на НДС тонкостінних конструкцій для зменшен-
ня коефіцієнта концентрації напружень (ККН). У дослідженнях застосовують як аналітич-
ні [11—13], так і числові методи [14, 15]. 

Врахування неоднорідності ФГМ значно підвищує складність математичної моделі за-
дачі та отримання її розв’язку. Аналітичні методи для розв’язування задач про деформуван-
ня конструкцій із ФГМ можуть бути використані лише в деяких окремих випадках, тому 
при дослідженні НДС конструкцій з різними неоднорідностями (отворами, включеннями 
тощо) більш доцільно застосовувати числові методи механіки, які, на відміну від аналітич-
них, є досить універсальними і ефективними для розв’язування широкого класу задач.

Представлена робота є продовженням циклу робіт авторів з комп’ютерного моделювання 
поведінки пружних тонких пластин і тонкостінних циліндричних оболонок з круговим отвором 
за наявності навколо нього кільцевого ФГМ-включення. На основі застосування методу скінчен-
них елементів (МСЕ) здійснюється аналіз впливу розмірів ФГМ-включення та закону змінення 
його модуля пружності на параметри НДС пластин і оболонок в зонах їх локальної концентрації. 

Постановка задачі. Розглянуто НДС тонких пружних однорідних ізотропних пластин 
і циліндричних оболонок з центрально розташованим круговим отвором і кільцевим вклю-
ченням із ФГМ. Розміри пластин a b× , товщина h , радіус отвору R , радіус включення 1R  
(рис. 1, а); довжина оболонок L , діаметр d , товщина, радіус отвору та кільцевого ФГМ-
включення такі ж як у пластини (рис. 1, б). Включення має товщину h  (знаходиться у пло-
щині пластини/оболонки), на його границі з матрицею задано умови жорсткого зчеплення. 
Величина 1R  варіюється. На бокові грані пластин та торці оболонок діє рівномірне одновіс-
не розтягувальне навантаження constp = , що не зумовлює появу пластичних деформацій. 

У числових розрахунках вибрано модельний матеріал з коефіцієнтом Пуассона 

0  0, 25ν =  та змінним модулем пружності ФГМ-включення:
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де E0 = 100 ГПа — модуль пружності пластини; 0 1l   — нормалізована параметрична 
відстань в радіальному напрямку від краю отвору (точка А, рис. 1) по ширині включен-
ня AB = hвкл = R1 – R: 1( ) / ( )l r R R R= − − , r  — від стань від центра отвору до довільної 
точки включення; ( 1,3)ih i =  — ширина кожної з трьох характерних зон ФГМ-включення, 

1
вкл

3

i
i

h h
=

= ∑ . Для визначеності вважалося, що пластина квадратна.

Графічне зображення закону змінення модуля пружності ФГМ-включення (1) наведе-
но на рис. 1, в. Маємо три характерні зони: 1) зона зростання шириною 1h ; 2) зона незмінно-
го (фіксованого) значення шириною 2h ; 3) зона зменшення модуля пружності шириною 3h . 

Результати досліджень, проведених у роботі [6] для аналогічної задачі, свідчать, що 
найбільший вплив на величину ККН має ширина центральної зони ФГМ-включення ( 2h ). 
З’ясуємо далі, як змінюється ККН для різних варіантів величини 1R  при фіксованих зна-
ченнях 1h , 3h  та змінній величині 2h  ФГМ-включення (табл. 1). 

У разі ФГМ-включення 7 ( вкл 9h R= ) радіус включення 1R  дорівнює половині ширини 
пластини. У цьому випадку вважалось, що вся пластина із ФГМ.
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Рис. 1. Геометрія та схема навантаження пластини (а) та оболонки (б); закон змінення модуля пружності 
ФГМ-включення (в)

Таблиця 1. Варіанти ФГМ-включень в залежності від ширини зон

Вид включення
Ширина зон ФГМ-включення

h1 h2 h3

ФГМ-включення 1 R R R
ФГМ-включення 2 R 2R R
ФГМ-включення 3 R 3R R
ФГМ-включення 4 R 4R R
ФГМ-включення 5 R 5R R
ФГМ-включення 6 R 6R R
ФГМ-включення 7 R 7R R



40 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2023. No 2

Е.Л. Гарт, Б.І. Терьохін 

Математичні моделі задач та метод їх розв’язування. У варіаційній постановці вихід-
на задача для циліндричної оболонки призводить до мінімізації функціонала повної потен-
ціальної енергії деформації системи [1]:
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де ( , ),  ( , ),  ( , )u x y v x y w x y  — проєкції вектора переміщень на осі Ox, Oy і Oz відповідно; h  — 
товщина оболонки; R  — радіус оболонки; ( , ),  s sE x y ν  — модуль пружності і коефіцієнт Пуас-
сона матеріала оболонки 1Ω  (матриці) ( 1)s =  і включення sΩ  ( 2, 1,s n= +  n — кількість вклю-
чень); 
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Ω = Ω  — область визначення змінних x та y; γ  — границя області Ω , вздовж якої 
прикладене зовнішнє навантаження інтенсивності ( , ) ( ( , ),  ( , ),  ( , ))T

x y zP x y p x y p x y p x y= . 
У разі одновісного навантаження розтягування ( , ) ( , ) 0x zp x y p x y= = , ( , ) constyp x y p= = .

У випадку пластини приходимо до задачі мінімізації функціоналу повної потенціальної 
енергії деформації системи такого вигляду:
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Поставлені варіаційні задачі розв’язано за допомогою МСЕ з використанням ізопара-
метричних трикутних шестивузлових лагранжевих скінченних елементів другого степеня, 
при цьому невідомі функції переміщень усередині кожного скінченного елемента апрок-
симовано квадратичним поліномом. В областях концентрації напружень використовували 
адаптивну сітку (рис. 2) з коефіцієнтом подрібнення, рівним 10. Збіжність МСЕ у випадку 
використання плоских скінченних елементів для тонкостінних оболонок тут забезпечуєть-
ся за рахунок згущення сітки. Використання дрібнішої сітки призводить до збільшення точ-
ності апроксимації поверхні оболонки геометрією вписаного багатогранника. 

Числовий аналіз. Обчислювальні експерименти проведені на ПК з процесором Intel 
Core i7-10700F, тактовою частотою 2,9—4,8 ГГц, оперативною пам’яттю 32 ГВ, розрядністю 
системи х64. Середня кількість скінченних елементів у разі розрахунку пластин становить 
2126, кількість вузлів — 4408; у разі розрахунку оболонок — 6372 та 13002 відповідно.

Числові результати отримані для: 1) квадратних пластин з такими геометричними па-
раметрами: h = 0,005 м, a = b = 0,2 м, / 20R a= ; 2) циліндричних оболонок з параметрами: 
L d a= = , h = 0,005 м, /10R d= . Навантаження розтягування в обох випадках p = 10 МПа. 
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Радіус 1R  кільцевого ФГМ-включення навколо отво-
ру варіювався з кроком R, при цьому ширина ФГМ-
включення дорівнювала вкл 3 , 4 , ...9h R R R= .

Результати проведеної серії обчислювальних екс-
периментів за допомогою МСЕ для пластини з ФГМ-
включеннями різної ширини зведено у табл. 2, де 1δ  і 

2δ  — відхилення ККН і максимального значення інтен-
сивності деформацій max

iε  від відповідного значення для 
пластини з круговим отвором без включення [3].

Наявність кільцевого ФГМ-включення із заданим за-
коном змінення модуля пружності (1) дозволяє зменши-
ти величини ККН у пластині на ~21—38 %, а максимальні 
деформації на ~25—40 % (див. табл. 2). Аналізуючи ре-
зультати розрахунків за наявності ФГМ-включень різної 
ширини (виду 1 — 6), бачимо, що чим більша ширина включення, тим менші значення ККН 
і деформацій у пластині. Найменше значення ККН із розглянутих варіантів було отримано 
у випадку ФГМ-включення 6. 

На рис. 3, а наведено графіки розподілу відносних напружень y pσ  у характерному 
перерізі АC пластини з ФГМ-включенням для різних варіантів ширини 2h  другої зони 
ФГМ-включення 2 4 ;  5 ;  6 ;  7h R R R R=  (див. табл. 1). По осі абсцис відкладено нормалізо-
вану параметричну відстань 10 1l   в радіальному напрямку від краю отвору (див. точка 
А, рис. 1, а) по перерізу пластини ( ) 2 :2А a RС = −  1 ( ) / ( )

2
a

l r R R= − − , r  — відстань від 
центра отвору до довільної точки відрізку АC .

Як видно  з рис. 3, а, за використання ФГМ-включень різної ширини відбувається пе-
рерозподіл напружень у перерізі АC , пов’язаний із шириною 2h  центральної зони ФГМ-
включення: чим більша величина 2h , тим менші напруження y pσ  у перерізі АC ; при пере-
ході від другої до третьої зони для кожного ФГМ-включення 4—7 напруження y pσ  змен-
шуються. 

Отже, за рахунок завдання певного закону змінення модуля пружності включення мож-
на впливати на величину ККН і, у цілому, на розподіл напружень в пластині.

Як приклад, на рис. 3, б, в наведено розподіл напружень yσ  в пластині з круговим отво-
ром і ФГМ-включенням 6 ( 1 3 2, 6h h R h R= == ). 

Рис. 2. Фрагмент адаптивної скін-
ченноелементної сітки

Таблиця 2. Коефіцієнт концентрації напружень та відповідні деформації в пластині з ФГМ-включенням

Задача ККН δ1, % εi
max · 104 δ2, %

ФГМ-включення 1 2,39 –21,6 1,60 –24,9
ФГМ-включення 2 2,23 –26,9 1,50 –29,6
ФГМ-включення 3 2,10 –31,1 1,41 –33,8
ФГМ-включення 4 1,99 –34,8 1,34 –37,1
ФГМ-включення 5 1,93 –36,7 1,30 –39,0
ФГМ-включення 6 1,90 –37,7 1,28 –39,9
ФГМ-включення 7 1,93 –36,7 1,30 –39,0
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Рис. 3. Розподіл відносних напружень σy / p в пластині з ФГМ-включенням 
в перерізі AC при h2 = 4R; 5R; 6R; 7R (а); розподіл напружень σy в пластині з 
ФГМ-включенням 6 (б); фрагмент розподілу σy навколо отвору (в) 

Таблиця 3. Коефіцієнт концентрації напружень та відповідні деформації в циліндричній оболонці з 
ФГМ-включенням

Задача ККН δ1, % εi
max · 104 δ2, %

ФГМ-включення 1 2,49 -23,9 1,66 -27,2
ФГМ-включення 2 2,32 -29,1 1,55 -32,0
ФГМ-включення 3 2,20 -32,7 1,46 -36,0
ФГМ-включення 4 2,11 -35,5 1,41 -38,2
ФГМ-включення 5 2,07 -36,7 1,39 -39,0
ФГМ-включення 6 2,06 -37,0 1,38 -39,5
ФГМ-включення 7 2,11 -35,5 1,41 -38,2

Примітка: δ1 і δ2 — відхилення ККН і максимального значення інтенсивності деформацій εi
max від відпо-

відного значення для тонкостінної циліндричної оболонки з круговим отвором без включення [4]. 
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Далі розглянемо вплив на величину ККН наявності ФГМ-включень навколо кругового 
отвору в тонкостінній циліндричній оболонці.

Результати здійснених розрахунків для оболонки з ФГМ-включеннями різної ширини 
(див. табл. 1) із заданим законом змінення модуля пружності (1) наведено у табл. 3. 

Із табл. 3 видно, що наявність кільцевого включення із заданим законом змінення моду-
ля пружності зумовлює зменшення величини ККН в оболонці на ~24—37 %, а максималь-
них деформацій на ~27—39 %. Як і у випадку з пластинами, найкращим із розглянутих варі-
антів для оболонки з точки зору зменшення ККН виявилось ФГМ-включення 6.

Розподіл відносних напружень y pσ  по поверхні оболонки (у перерізі АC) для ФГМ-
включень різної ширини ілюструє рис.  4, а. Як видно з рисунку, картина розподілу є ана-
логічною випадку для пластин. По осі абсцис відкладено нормалізовану параметричну від-
стань 20 1l   від краю отвору (точка А, рис. 1, б) по дузі 4)( 4АС d R= π − .

Рис. 4. Розподіл відносних напружень σy / p в оболонці з ФГМ-включенням у 
перерізі AC у разі h2 = 4R; 5R; 6R; 7R (а); розподіл напружень σy в оболонці з 
ФГМ-включенням 6 (б); фрагмент розподілу σy навколо отвору (в) 
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На рис. 4, б, в проілюстровано розподіл напружень yσ  в циліндричній оболон ці з круго-
вим отвором і ФГМ-включенням 6 ( 1 3 2, 6h h R h R= == ) навколо нього.

Висновки. На основі проведеної серії широкомасштабних обчислювальних експери-
ментів із застосуванням МСЕ здійснено моделювання та аналіз впливу кільцевого ФГМ-
включення на концентрацію напружень навколо кругового отвору у тонких пластинах і 
циліндричних оболонках. Результати комп’ютерного моделювання і числового досліджен-
ня впливу геометричних характеристик ФГМ-включення та закону змінення його модуля 
пружності за радіальним напрямком на концентрацію параметрів НДС навколо отвору плас-
тинчато-оболонкових елементів конструкцій показали, що за наявності ФГМ-включень з 
певними механічними властивостями і геометричними характеристиками можна зменшити 
ККН і відповідну інтенсивність деформацій в околі отвору більш ніж на 35 %. 

Отже, використання кільцевих підкріплень кругових отворів у вигляді ФГМ-включень 
у пластинах та циліндричних оболонках з отворами є доцільним. Воно дає змогу впливати 
не тільки на характер розподілу, але і на інтенсивності напружень і деформацій в зонах ло-
кальної концентрації їх параметрів НДС. 

Перспективним є пошук раціональних параметрів ФГМ-включень, знаходження їх ви-
дів і конфігурацій з точки зору впливу на зменшення концентрації параметрів НДС пластин 
і оболонок із різними отворами.
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COMPUTER SIMULATION OF THE EFFECT OF AN ANNULAR INCLUSION 
FROM A FUNCTIONALLY GRADED MATERIAL ON THE STRESS CONCENTRATION 
AROUND A CIRCULAR HOLE IN THIN PLATES AND CYLINDRICAL SHELLS

Computer modelling and FEM analysis of the stress-strain state of thin plates and thin-walled cylindrical shells 
with a circular hole in the presence of a surrounding ring inclusion of a functionally graded material (FGM) is 
carried out. The influence of the dimensions of the FGM inclusion and the law of change of its elastic modulus on 
the concentration of the parameters of the stress-strain state of plates and shells in the vicinity of the hole is 
studied. The distribution fields of stress and strain intensities of plate-shell structural elements in the zones of 
local stress concentration are obtained. It has been established that when using an annular FGM inclusion with 
specific mechanical properties and geometric parameters, it is possible to reduce the stress concentration factor 
and the corresponding strain intensities in the vicinity of the hole by more than 35%. The law of change in the 
modulus of elasticity of the FGM inclusion and the width of the inclusion has a significant effect not only on the 
concentration of the parameters of the stress-strain state of the plate and shell but also on the nature of the stress 
distribution over their surfaces. The results of a series of large-scale computational experiments show that the use 
of an annular inclusion made of FGM makes it possible to reduce the intensity of both stresses and deformations 
around the hole, which opens up prospects for finding rational parameters of inclusions from the point of view of 
the maximum possible reduction in local stress concentration.

Keywords: thin elastic plate, thin-walled cylindrical shell, circular hole, functionally graded material, annular inclu-
sion, stress-strain state, stress concentration factor, finite element method.




