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Динаміка тришарових неоднорідних 
циліндричних оболонок на пружній основі 
за нестаціонарного навантаження
Представлено членом-кореспондентом НАН України О.Я. Григоренком

Конкуренція в новітній техніці вимагає постійного вдосконалення елементів конструкцій і підвищення їх 
надійності. Вимоги до міцності та ваги, що пред’являються до сучасних конструкцій, постійно підвищу-
ються, а умови експлуатації виробу стають все більш жорсткими. Необхідність одночасного виконання 
цілого ряду, часом суперечливих, вимог зумовлює розробку багатошарових конструкцій, в яких кожен шар 
виконує тільки одну або краще кілька функцій. В результаті використання легкого заповнювача утворю-
ється спеціальна тришарова структура з досить великою жорсткістю на згин при вигідному співвідно-
шенні міцності і ваги. При значній відмінності фізико-механічних параметрів шарів доцільно застосову-
вати теорії оболонок з використанням незалежних гіпотез для кожного з шарів. На сьогодні не достатньо 
досліджені задачі динамічної взаємодії неоднорідних оболонкових структур з пружними середовищами. У 
даній роботі розглянута динаміка тришарової циліндричної оболонки з дискретно-симетричним легким, 
армованим ребрами заповнювачем, яка контактує з пружною основою Вінклера за різних граничних умов 
при нестаціонарних навантаженнях. Властивості матеріалів суміжних шарів достатньо різні, тому для 
розрахунків таких оболонкових структур доцільно застосовувати метод скінченних елементів. Дослі-
дження динамічних процесів в таких складних тришарових структурах при значній зміні їх геометричних 
і фізичних параметрів представляє значний інтерес для конструкторських розробок.
Ключові слова: динаміка, тришарова циліндрична оболонка, неоднорідний заповнювач, основа Вінклера, 
граничні умови, скінченно-елементний метод, механічні ефекти.

Вступ. У роботі [1] розглянуті вільні коливання тришарової циліндричної кругової обо-
лонки в пружному середовищі Вінклера. Вплив пружного середовища на власну частоту 
ортотропної циліндричної оболонки досліджено в статті [2]. Коливальні характеристики 
FGM циліндричних оболонок, заповнених рідиною та розміщених на пружних основах 
Вінклера та Пастернака, вивчаються в роботі [3]. 
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Мета. У даній роботі розглядається конструктивний елемент у вигляді тришарової 
циліндричної оболонки симетричної структури з дискретно-симетричним легким, ар-
мованим ребрами заповнювачем на пружній основі Вінклера за різних граничних умов і 
нестаціонарному навантаженні. Армуючі елементи розташовані на відстанях, які значно 
перевищують розміри поперечних перетинів армуючих ребер. В такому випадку доціль-
но застосовувати теорії оболонок з використанням незалежних статичних і кінематичних 
гіпотез для кожного з шарів [4—6]. В основу розв’язання задачі покладена теорія стерж-
нів і оболонок, заснована на зсувній моделі С.П. Тимошенка [7]. Для виведення рівнянь 
коливань тришарових неоднорідних циліндричних оболонок на пружній основі Вінклера 
використано варіаційний принцип стаціонарності Гамільтона—Остроградського. Власти-
вості матеріалів суміжних шарів досить різні, тому для розрахунків таких оболонкових 
структур доцільно застосовувати метод скінченних елементів. Дослідження динамічних 
процесів в таких складних тришарових циліндричних оболонках на пружній основі при 
значному діапазоні їх геометричних і фізичних параметрів представляє значний інтерес 
для конструкторських розробок.

Постановка задачі. Основні рівняння. Тришаровий циліндричний елемент з легким 
заповнювачем, армованим дискретними ребрами, який знаходиться в пружному сере-
довищі Вінклера і є пружною структурою, що складається з внутрішньої (індекс 1), зов-
нішньої (індекс 2) несучих оболонок,  легкого заповнювача (індекс t) і набору дискретних 
ребер (індекс j), жорстко з’єднаних з зазначеними несучими оболонками. Елемент має 
постійну загальну товщину h з гладкою серединною поверхнею в ортогональній системі 
координат x, z. Координатна лінія x на серединній поверхні оболонки при z = 0 збігається 
з осьовою лінією; координатна лінія z є прямою, ортогональною до серединної поверх-
ні. Будемо в важати величину z додатною, якщо точка знаходиться з боку опуклості сере-
динної поверхні. Параметри першої квадратичної форми і кривизни серединної поверхні 
оболонок: A1=1, A2=R, k1=0, k2=1/R.

Напружено-деформівний стан внутрішньої і зовнішньої несучих оболонок може 
бути визначений через компоненти узагальненого вектора переміщень 1 1 1

1 1 3 1( , , )TU u u= ϕ  і 
2 2 2

2 1 3 1( , , )TU u u= ϕ . Поля переміщень для легкого заповнювача визначаються узагальненим 
вектором переміщень 1 3 1( , , )T

t t t tU u u= ϕ  згідно з моделлю, розробленою в роботі [8]. Де-
формований стан армуючих ребер, спрямованих вздовж колової координати, будемо ви-
значати узагальненим вектором переміщень 1 3 1( , , )j j j T

JU u u= ϕ . 
Формули для переміщень u1

i і u3
i в тонких несучих оболонках в напрямку x (поздо-

вжній), z (товщина) і t (час) за малих лінійних переміщень запишемо згідно з зсувними 
гіпотезами Тимошенка [7]:

1 1 1

3 3

( , , ) ( , ) ( , );

( , , ) ( , ) ( 1, 2),

i i i
i

i i

u x z t u x t z x t

u x z t u x t i

= + ϕ

= =
 (1)

де zi — вертикальна координата кожної несучої оболонки, вимірюється вгору від середин-
ної поверхні кожної несучої оболонки; φ1

i — кут повороту нормалі до серединної поверхні 
несучих оболонок.

При побудові математичної моделі рівнянь руху тонких несучих шарів використаємо 
спрощений варіант геометрично нелінійної теорії оболонок і пластин згідно з роботою [9]. 
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Кінематичні залежності для несучих оболонок у цьому випадку запишуться так:

i i31 1 1
11 22 13 1 11; ; ;

ii i i
i i i

i
i i i

uu u
x x xR
∂ ∂ ∂ϕ

ε = ε = ε = +ϕ κ =
∂ ∂ ∂

 (2)

де ε11
i, ε22

i, ε13
i, κ11

i — компоненти деформацій серединних поверхонь несучих оболонок.
Циліндричні несучі шари жорстко з’єднані армуючими ребрами по лініях контакту 

центрів тяжіння ребер з несучими оболонками [10]:

= ϕ

= ϕ = ϕ =

1 1 1

3 3 1 1

( ) ( );
2

( ); ( ) ( 1, 2),

jj jk jk
j j

j jk j jk
j j

H
u u x x

u u x x k
  (3)

де xj — координата лінії множин точок проекцій центрів тяжіння поперечних перерізів 
j-го ребра на відповідну серединну поверхню несучої оболонки; hj

i=0,5hi+Hi/2, hi (i = 1,2) — 
товщини циліндричних несущих оболонок; Hi/2 — відстань від осі j-го ребра до поверхні 
гладких оболонок; товщина легкого заповнювача ht = Hj.

При виведенні розв’язуючих рівнянь заповнювача опис полів переміщень у заповню-
вачі виконаємо згідно з моделлю, наведеною в роботі [8]:

1 0 1( , , ) 1 ( , ) ( , );t t tt
t

t

zu x z t u x t z u x t
R

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟
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 3 3( , , ) ( , )t tu x z t u x t= .  (4)

За малих деформацій кінематичні залежності для легкого заповнювача в шаруватих 
оболонках приймемо у вигляді:
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де u0
t, u1

t, u3
t — компоненти узагальненого векторa переміщень легкого заповнювача.

При застосуванні теорії зсуву першого порядку використана модель, яка передбачає 
ідеальне сполучення між заповнювачем і несучими оболонками без відриву і проковзу-
вання [10]:
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Враховуючи вирази для поля переміщень для несучих оболонок (1), легкого заповню-
вача (4) і умови міжшарової неперервності переміщень (6), виведемо спрощені умови су-
місності:

1 2 1 2
2 1 2 1 1 20 0 0 0

0 2 1 1 1 1 2 1 1 1 3 3 3
1 1 1( ); ( ); ( ).
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t t
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Рівняння руху для несучих оболонок і ребристого легкого заповнювача виводяться 
згідно з варіаційним принципом стаціонарності Гамільтона—Остроградського, за яким:

δ − + =∫
2

1

( ) 0,
t

t

Ê Ï A dtПК    (8)

де П — повна потенціальна енергія пружної системи і пружного середовища Вінклера; К — 
повна кінетична енергія пружної системи; А — робота зовнішніх сил; t1 і t2 — фіксовані 
моменти часу. При виведенні рівнянь коливань тришарових оболонок з легким заповню-
вачем незалежному варіюванні підлягають: компоненти переміщень несучих оболонок і 
заповнювача з легкого матеріалу, а також армуючих ребер жорсткості. 

Вирази для δП і δК при врахуванні пружного середовищ Вінклера записуються так: 
2
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;
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J
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Після стандартних перетво  рень у варіаційному рівнянні (8), з урахуванням співвідно-
шень (9) — (10), отримаємо дві системи гіперболічних рівнянь руху дев’ятого порядку для 
тришарового циліндричного елемента з легким ребристим заповнювачем, який знаходить-
ся в пружному середовищі з параметром Вінклера С1 при осесиметричному імпульсному 
навантаженні і відповідні природні граничні та початкові умови.
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У п’ятому рівнянні системи (11) доданок С1u3
2 означає дію пружної основи Вінклера на 

зовнішню несучу оболонку тришарової циліндричної структури.
На лініях розривів у рівняннях коливань (11) величини ±

11[ ]i
jT ; ±

13[ ]i
jT ; 11 11[ ]i i

j jM h T± ± , 
i=1,2, а j від 1 до J відповідають зусиллям і моментам, які діють на j- й дискретний елемент 
з боку несучих оболонок.

Вважається, що тришарова циліндрична структура навантажена внутрішнім осесимет-
ричним розподіленим нестаціонарним нормальним навантаженням P1(x,t), де x і t — про-
сторова і часова координати.

Числові результати. Розв’язана задача динамічного деформування тришарового ци-
ліндричного елемента на пружній основі Вінклера при нестаціонарному навантаженні. 
Проведене дослідження дії внутрішнього імпульсу тиску:

1 ( , ) sin [ ( ) ( )],tP x t A t t T
T
π

= ⋅ η −η −  (12) 

де А — амплітуда навантаження; Т — тривалість імпульсу навантаження, Т= R/c, де c — 
швидкість звуку в металі несучих оболонок; η(t) — функція Хевісайда.

Розглянута задача динамічного деформування тришарового циліндричного елемента 
на пружній основі Вінклера за наступних граничних умов: жорстко защемленими торцями 
при x=x0, x=xN для несучих оболонок мають вигляд:

1 3 1 0i i iu u= = ϕ =  (i=1,2).  (13)

Граничні умови для шарнірного спирання:

1 3 11 0.i i iu u M= = =  (14)

Початкові умови для всіх випадків нульові для несучих оболонок при t = 0: 

1 3 1
1 3 1 0.

i i i
i i i u u

u u
t t t

∂ ∂ ∂ϕ
= = ϕ = = = =

∂ ∂ ∂
 (15)

Відповідна початково-крайова задача (11) — (15) розв’язується скінченно-елементним 
методом. Створена адекватна скінченно-елементна модель тришарової циліндричної обо-
лонки з використанням тривимірного об’ємного скінченного елемента, який відповідав 
вимогам забезпечення розрахункової сітки на скінченно-елементному рівні, що забезпе-
чує практичну збіжність результатів розрахунків.

Створена скінченно-елементна модель оболонки відображає взаємозв’язок потенці-
альної енергії деформацій у тришаровій структурі з енергією мас та доданих інерційних 
сил згідно з принципом Д’аламбера має вигляд

П = E – W, (16)

де E — потенціальна енергія деформацій тришарової циліндричної оболонки і основи Він-
клера; W — потенціал прикладених сил.
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Після розбивки суцільної області на окремі елементи залежність (16) матиме такий 
вигляд: 

П ( ) ( ) ( )

1 1
( )

E E
e e e

e e
E W

= =
= − = π∑ ∑ .   (17)

Глобальна матриця жорсткості і г лобальний вектор-стовпець у матричному рівня нні: 

[K]{U} = {F}  (18)

записуються так:

( )

1
[ ] [ ];

E
e

e
K k

=
=∑  ( )

1
{ } { }

E
e

e
F f

=
= −∑ .

З адача розв’язана методом скінченних елементі в, хід якого наведено вище.
В цьому випадку несучі оболонки мають однакову товщину і виготовлені з однакових 

матеріалів. Дослідження напруже но-деформованого стану зазначеного  тришарового цилін-
дричного елемента розглянуто при таких геометричних і фізико-механічних параметрах: 

L/h1 = 400; h1 = h2 = 0,001 м; R/h1 = 100; Hj/h1 = 2;  Fj = 2∙10-4 м2;  E1
1 = E1

2 = Ej = 7 ∙ 1010 Па; 
ν1

1 = ν1
2 = νj = 0,3;  ρ1 = ρ2 = ρj = 2,7 ∙ 103 кг/м3; С1 = 1 ∙ 108 Н/м3 та 1 ∙ 109 Н/м3; легкий заповнювач 

E1
1/ Et = 50, густина ρt = 25 кг/м3; коефіцієнт Пуассона νt =0,27.

На рис. 1  зображено залежності максимальних величин нормальних деформацій 1
22ε

(1) і 2
22ε (2) у серединних поверхнях несучих оболонок симетричної тришарової циліндрич-

ної оболонки на пружній основі Вінклера С1=1 ∙ 108 Н/м3, суцільна крива — при t = 4,3T; 

ε22 · 104
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2
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x0,320,240,160,080

Рис. 1. Залежності максималь-
них величин нормальних де-
формацій ε1

22(1) і ε2
22 (2) при 

С1  =  1 ∙ 108  Н/м3 і t  =  4,3T; 
С1=1 ∙ 109 Н/м3, штрихова кри-
ва при t = 3,95T
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Рис. 2. Залежності макси-
мальних величин нормаль-
них деформацій ε1

22(1) і ε2
22 (2) 

при С1  =  1 ∙ 108 Н/м3 і t  =
= 4,35T; С1 = 1 ∙ 109 Н/м3, штри-
хова крива при t = 4,1T

Pис. 3. Залежності деформа-
цій ε1

22(1) і ε2
22 (2) при 

С1  =  1 ∙ 108  Н/м3  — штрихова 
кри ва при t = 4,75T і С1 = 0 — 
суцільна лінія при t  =  4,6T 
від поздовжньої координати х

С1 = 1 ∙ 109 Н/м3, штрихова крива — при t = 3,95T (час досягнення максимуму нормальних 
деформацій 1

22ε (1) і 2
22ε (2)) від поздовжньої коорд инати x. Тут і в подальших графіках кри-

ва 1 відповідає значенню 1
22ε  внутрішньої несучої оболонки, а крива 2 — значенню 2

22ε  
зовнішньої несучої оболонки симетричної циліндр ичної структури у відповідний момент  
часу. Торці оболонки жорстко защемлені, пінопласт E1

1/ E1
t = 50.

На рис. 2 зображені залежності максимальних значень деформацій 1
22ε (1) і 2

22ε (2) у се-
рединних поверхнях несучих оболонок симетричної тришарової циліндричної оболонки 
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на пружній основі Вінклера С1 = 1 ∙ 108 Н/м3, суцільна крива — при t = 4,35T; С1 = 1 ∙ 109 Н/м3, 
штрихова крива — при t = 4,1T від поздовжньої координати x. Торці оболонки шарнірно 
оперті, пінопласт E1

1/ E1
t = 50.

На рис. 3, а зображені залежності максимальних величин деформацій 1
22ε (1) і 2

22ε (2) в се-
рединних поверхнях несучих оболонок симетричної тришарової циліндричної оболонки на 
пружній основі Вінклера (С1 = 1 ∙ 108 Н/м3 — штрихова крива при t = 4,75T і С1 = 0 — суцільна 
крива при t = 4,6T) від поздовжньої координати х. Торці оболонки шарнірно оперті без піно-
пласту. Показники деформацій 1

22ε (1) при С1 = 1 ∙ 108 Н/м3 в середньому на 28,3 % менші за 
аналогічні показники при С1=0. Це випадок найбільшого впливу пружної основи Вінклера.

На рис. 4, а зображені залежності максимальних величин деформацій 1
22ε (1) і 2

22ε (2) в 
серединних поверхнях несучих оболонок симетричної тришарової циліндричної оболонки 
на пружній основі Вінклера (С1 = 1 ∙ 108 Н/м3 — штрихова крива при t = 4,8T і С1 = 0 — су-
цільна крива при t = 4,8T) від поздовжньої координати х. Торці оболонки жорстко защем-
лені без пінопласту. Показники деформацій 1

22ε (1) і 2
22ε (2)) при С1 = 1 ∙ 108 Н/м3 практично 

збігаються з аналогічними показниками при С1 = 0. Це випадок найменшого впливу пруж-
ної основи Вінклера в даних дослідженнях динамічних процесів у тришарових циліндрич-
них оболонках за різних граничних умов.

Висновки. Результати дослідження вказують на важливість врахування умов задачі 
(закріплення торців, наявності пінопласту) та наявності пружної основи при аналізі ди-
намічних процесів у тришарових циліндричних оболонках. Спосіб з’єднання оболонкових 
елементів у складних конструкціях визначає граничні умови. Проведені розрахунки дозво-
ляють оцінити динамічну взаємодію циліндричних неоднорідних оболонкових структур з 
пружним середовищем Вінклера. Доведено, що при шарнірно опертих торцях тришарової 
циліндричної оболонки без пінопласту є випадком найбільшого впливу пружної основи 
Вінклера. Отримані кількісні дані впливу пінопласту на напружено-деформований стан 
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Pис. 4. Залежності деформа-
цій ε1

22(1) і ε2
22 (2) при 

С1  =  1 ∙ 108 Н/м3  — штрихова 
крива при t = 4,8T і С1 = 0 — 
суцільна лінія при t = 4,8T від 
поздовжньої координати х
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тришарової циліндричної оболонки, які можуть бути використані при проєктуванні но-
вих тришарових циліндричних елементів конструкцій сучасної техніки з прогнозованими 
параметрами. 

Наукові дослідження, результати яких опубліковані в даній статті, виконані за ра-
хунок коштів бюджетної програми “Підтримка пріоритетних напрямів наукових дослі-
джень” (КПКВК 6541230).
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DYNAMICS OF THREE-LAYER INHOMOGENEOUS CYLINDRICAL SHELLS 
ON AN ELASTIC BASE UNDER NON-STATIONARY LOAD

Layered cylindrical shells are widely used as structural components of machines, space and aircraft, various 
buildings, and other units. To date, the problems of dynamic interaction of inhomogeneous shell structures with 
elastic media have been insufficiently investigated. The use of lightweight aggregate results in a special three-layer 
structure that has a fairly high flexural rigidity with a favorable strength-to-weight ratio. With significant differences 
in the physical and mechanical parameters of the layers, it is advisable to apply shell theories using independent 
hypotheses for each of the layers. In this work, the dynamics of a three-layer cylindrical shell on an elastic Winkler 
base under various boundary conditions under unsteady loads is considered. The material properties of adjacent 
layers differ significantly, so it is reasonable to use the finite element method for calculations of such shell structures. 
The study of dynamic processes in such complex three-layer structures with significant changes in their geometric 
and physical parameters is of great interest for design developments.
Keywords: dynamics, three-layer cylindrical shell, heterogeneous aggregate, Winkler basis, boundary conditions, finite 
element method, mechanical effects.




