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Про критерії зрушення міжфазної тріщини 
у квазікрихкому матеріалі 
Представлена академіком НАН України В.Л. Богдановим

Розглянуто проблему вибору критеріїв руйнування кусково-однорідних тіл з міжфазними тріщинами. Ви-
користовуючи аналітичну модель зони передруйнування в з’єднувальному матеріалі з квазікрихким меха-
нізмом руйнування біля вершини міжфазної тріщини в умовах плоскої деформації, здійснено верифікацію 
енергетичних критеріїв старту поширення (зрушення) тріщини вздовж межі розділу. Зону передруйнуван-
ня було змодельовано лінією розриву переміщення, для якої виконується умова міцності типу Мізеса—Хіл-
ла. Спираючись на точний аналітичний розв’язок відповідної крайової задачі, отриманий за допомогою 
методу Вінера—Гопфа, описано алгоритм оцінки умов зрушення міжфазних тріщин. Запропонований ал-
горитм характеризується простотою практичної реалізації, не потребує використання складних про-
грамних засобів скінченно-елементного аналізу чи проведення спеціальних експериментів для визначення 
матеріальних параметрів, а також зберігає придатність для широкого класу конфігурацій тіл і схем на-
вантаження. Як досліджувані критеріальні параметри зрушення розглянуто суми степеневих функцій від-
ношень швидкостей вивільнення енергії для різних мод навантаження до їхніх граничних значень. Верифі-
кацію критеріїв зрушення міжфазних тріщин виконано в межах одного з базових експериментів для оцінки 
тріщиностійкості будівельних конструкцій, і встановлено, що найкращу узгодженість з експерименталь-
ними даними забезпечує квадратичний критерій руйнування.
Ключові слова: критерії зрушення, міжфазна тріщина, зона передруйнування, квазікрихкий механізм руй-
нування, умова міцності Мізеса—Хілла.

Вступ. У механіці руйнування матеріалів актуальною проблемою є вибір критерію зру-
шення тріщини. В його основі зазвичай лежать силовий, енергетичний або деформаційний 
підходи, що слугують загальними принципами і призводять до появи численних варіантів 
критеріїв. Проблема посилюється у випадках складної конфігурації навантаження, гете-
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рогенної будови тіл, різних механізмів руйнування 
складових матеріалів тіла. Така ситуація трапляється, 
зокрема, у кусково-однорідних тілах – композитах, 
зварних і клеєних з’єднаннях, сендвіч-структурах 
тощо. Осциляційна поведінка переміщень берегів 
розкритої міжфазної тріщини, неможливість відо-
кремлення симетричної і кососиметричної складових 
локального поля напружень біля її вершин ускладню-
ють застосування критеріїв руйнування, прийнятих 
у лінійній механіці руйнування [1]. У зв’язку з цим 

розвиваються нові підходи до дослідження умов зрушення міжфазної тріщини. Так, че-
рез рівність нулю коефіцієнтів інтенсивності напружень біля її вершини під час стискання 
кусково-однорідного тіла вздовж плоскої межі розділу матеріалів розроблено метод, який 
ґрунтується на визначенні умов локальної втрати стійкості стану рівноваги в околі тріщи-
ни [2—4]. В роботах [5—7] поворот міжфазної тріщини і міжфазне руйнування розглянуто 
в межах аналітичних моделей зон передруйнування, які виникають у матеріалах з’єднання 
біля вершини тріщини. 

У численних публікаціях для визначення умов міжфазного руйнування використано 
енергетичні критерії степеневого типу з різними значеннями показників степеня і швид-
кістю вивільнення енергії для різних мод навантаження як критеріальні величини [8—13]. 
Постає питання: як вибір критеріїв руйнування або його параметрів впливає на значення 
руйнівних навантажень? 

Мета дослідження — визначення на основі моделей зон передруйнування, запропоно-
ваних у роботах [5, 6], впливу параметрів критерію руйнування такого типу на поширення 
міжфазної тріщини вздовж межі розділу у квазікрихкому з’єднувальному матеріалі.

Опис моделі. В умовах плоскої деформації розглянуто кусково-однорідне тіло з плос-
кою межею розділу двох пружних матеріалів з модулями Юнга E1, E2 і коефіцієнтами 
Пуассона ν1, ν2 відповідно та міжфазною тріщиною завдовжки L. Частини тіла з’єднані ад-
гезивним матеріалом з квазікрихким механізмом руйнування. Завдання полягає у визна-
ченні граничного навантаження, дія якого призводить до зрушення (старту) тріщини у 
з’єднувальному матеріалі. 

Відповідно до моделі міжфазної тріщини [5, 6] передбачається, що біля вершини трі-
щини внаслідок концентрації напружень утворюється зона передруйнування. Зону пере-
друйнування у квазікрихкому з’єднувальному матеріалі моделюємо лінією розриву пере-
міщення, для якої виконується квадратичний критерій міцності типу Мізеса—Хілла:

2 2

0 0
1r     

        
, (1)

де σ0, τ0 — опори відриву та зсуву з’єднувального матеріалу відповідно.
Зонам передруйнування у квазікрихкому матеріалі властива маломасштабність. 

Внаслідок цього вважатимемо довжину досліджуваної зони l значно меншою, ніж довжина 
тріщини, і розглядатимемо тіло як кусково-однорідну площину з напівнескінченним роз-
різом на межі розділу і лінією розриву переміщення скінченної довжини на його продов-
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Рис. 1. Розрахункова схема моделі
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женні (рис. 1), яка визначається в ході реалізації моделі. Урахування зовнішнього наван-
таження здійснюється через локальне поле напружень в околі вершини тріщини, відоме з 
асимптотики розв’язку аналогічної задачі теорії пружності про міжфазну тріщину без лінії 
розриву [14], яка зрощується з шуканим розв’язком моделі на відстанях l r L� � , вико-
ристовуючи її як умову на нескінченності. 

Враховуючи умову (1) і вважаючи береги тріщини вільними від навантажень, прихо-
димо до статичної крайової задачі теорії пружності з граничними умовами

:     0r         , 

0 :             0r         ,

0 00,  :    cos ( ),  sin ( )rr l r r            ,

0,  :    0rr l u u         ,
–1/2 –1/2 –1/2 –1/2–

1 1 2 20,   :     ,  i i i i
rr C r C r C r C r      

       � � , (2)

де < f > — стрибок величини f; ψ(r) — фазовий кут напруження в зоні передруйнування, який у 
подальшому через малість її розмірів вважаємо сталим і рівним його середньому значенню ψ;

–
1 2 1 1 2,   – ,   iC e KL C iC K K iK    ;

риска над С1, С2 означає операцію комплексного спряження; K — нормований за Райсом 
(J.R. Rice) [15] комплексний коефіцієнт напружень біля вершини тріщини;

2 1
2 2 1

(1 ) ( )1 1 1,   ln ,   
2 1 (1 ) ( )8 (1 )

e ee
e e

        
       

;

1 2
1(2) 1(2)

2 1

1 ,   3 4
1

Ee
E

 
    

 
.

Передбачається виконання умови cosψ > 0, необхідної для відривного характеру нор-
мального напруження в зоні передруйнування.

Використовуючи інтегральне перетворення Мелліна, сформульовану крайову задачу 
(2) зведено до векторної задачі Вінера—Гопфа з матричним коефіцієнтом типу Храпкова 
[16], для якої отримано точний аналітичний розв’язок [6] та з умови обмеженості напру-
жень в кінці лінії розриву виведено систему трансцендентних рівнянь для розрахунку від-
носної довжини d = l/L і фазового кута когезійного напруження ψ:

2 2
2 2 21 1

0 0
cos ( ln ) sin ( ln )E Ed C d d

                           
,  (3)

tg tg( ln )n d         ,  (4)
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де 
2

0 (–1)e N q G
C

q

  
  

  


, 2 2

0 1q q q  , 0 0 1 1 1 0 0 1( ) ( )q q q q q i q q q q       , 

0 11 22 1 12 21(–1) (–1) 1,   (–1) – (–1)q Q Q q Q Q           , 

0 11 22 1 12 21(–1/ 2 – ) (–1/ 2 – ),   (–1/ 2 – ) – (–1/ 2 – )q Q i Q i q Q i Q i               ;

1 2
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K iK
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

   — безрозмірний параметр зовнішнього навантаження, 2

1
arctg K

K
   — його 

фазовий кут; 0 0/n    ; 

(–1/ 2 – )arg ,  
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
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; 

arg q  ;

(1 )( )
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pK p
p
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





; 00

–
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2 – ( ),  Re 0;
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 
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0 2 2
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4( )(1 )cos( )
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e e pG p
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    


          
, 

  
1 1 2

1 2

(1 )(1 (1 ))
2 1

eA
e e

      


   
;

( ) ( , 1,  2)ijQ p i j   — компоненти матриці

ch ( ) sh ( )( )
( )

p pp
r p

 



  

 I JQ ,

де
2 2

2 1/4 1
1 2

–

ln ( )1 1 th( ) (1– ) exp ,   ( )
4 – 1

H t tr p dt H t
it p






   
    

   
 ,

2
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( ) arñth( th )( ) ,   ( ) ,
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H tp tp dt H t
t ip t






  
  

 

I  — одинична матриця, ( ) tg ,g p i p    матриця 
0 –

0
i

i
 

  
 

J ; Г(z)  — гамма-функція, i  — 
уявна одиниця.

arcth (β . th πt)
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Для використання в енергетичних критеріях руйнування мають місце розрахункові 

формули для швидкості вивільнення енергії 
pz

pz dWG
dl

  у зоні передруйнування та для її 

складових 1
1

pz
pz dWG

dl
 , 2

2

pz
pz dWG

dl
 , які відповідають модам I і II навантаження: 

22 2
2
1 1 12 2 1/4

1

2
4(1 ) cos( ),

(1 )
pz e N Mqq

G E L
Aq h
  

          




22 2
2

1 1 1 2 2 1/4
1

1

2
4(1 )

(1 )
[cos( ln )cos( ln )

pz e N qq M
G E L

Aq h
d d

  
    



               



1sin(2 ln 2 2 )],d            

22 2
2

2 1 1 2 2 1/4
1

2
4(1 )

(1 )
pz e N qq M

G E L
Aq h
  

    




1[sin( ln )sin( ln )d d                

1sin(2 ln 2 2 )]d             ,  (5)

де

0 1
1– 2– ;  arg ;  ;  arg ;
3 2

iq q iq q M M
i
       

 
 

1
1 2

–

ln ( )1exp ;
4 1

H th dt
t





 
  

   
  2

1 2
–

( )1 .
2 1

H t dt
t





 
 

Енергетичні критерії зрушення тріщини в квазікрихких матеріалах. У квазікрихких ма-
теріалах тріщина розширюється, коли енергія, що вивільняється в процесі її подовження, до-
рівнює або перевищує сумарну енергію утворення нових поверхонь та дисипацію енергії в зоні 
передруйнування. Через змішаний характер навантаження біля вершини міжфазної тріщини і 
відмінність граничних значень енергетичних характеристик матеріалу для різних мод наванта-
ження в критеріях зрушення тріщини відокремлюються складові енергії, що відповідають різ-
ним модам. У термінах швидкостей вивільнення енергії в умовах плоскої деформації критерій 
зрушення тріщини має загальний вигляд 1 1 2 2( / , / ) 1c cF G G G G  , де 1 2,  G G  і 1 2,  c cG G  — ком-
поненти швидкості вивільнення енергії та в’язкості руйнування з’єднувального матеріалу для 
I і II мод навантаження. Компоненти швидкості вивільнення енергії складаються з величин 

1 2,  el elG G , які відповідають потоку пружної енергії у вершину тріщини за відсутності зони пере-
друйнування, та швидкостей вивільнення енергії в зоні передруйнування 1

pzG , 2
pzG , тобто 

1(2) 1(2) 1(2)
pzelG G G  . 
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Приклади розрахунків величин 1 2,  el elG G  біля вершини міжфазної тріщини у кусково-
однорідних тілах наведено, зокрема, в роботах [17—25].

Для критеріальної функції 1 1 2 2( / , / )c cF G G G G  немає загальноприйнятого виразу. 
Значного поширення набуло використання степеневої функції виду [8] 

1 2
1 2

1 2
1,

n n

c c

G G
G G

   
    

   
 (6)

в якій показники n1, n2 підбираються відповідно до експериментальних даних. У теоретич-
них дослідженнях найчастіше використовують рівність n1 = n2 зі значеннями показників 
1/2, 1 або 2 [9—13], відомі також варіанти з n1 ≠ n2 [8].

Верифікація критеріїв зрушення. На основі розвинутої в [6] моделі зони передруй-
нування виконаємо верифікацію критерію (6) зрушення міжфазної тріщини у квазікрих-
кому з’єднувальному матеріалі кусково-однорідного тіла шляхом вибору показників n1, 
n2, які забезпечують узгодження передбачень моделі з результатами експериментального 
дослідження [13] міцності адгезійного з’єднання двох різнорідних пластин з тріщиною на 
межі розділу в умовах змішаних мод зовнішнього навантаження. З’єднуваними матеріа-
лами слугували низьковуглецева сталь і загартоване скло з пружними характеристиками 
E1 = 210 ГПа, ν1 = 0,3 та E2 = 70 ГПа, ν2 = 0,23 відповідно. З’єднання виконано за допомогою 
адгезиву Araldite 2020, який має такі характеристики міцності на розрив і зсув: σ0 = 25 MПa, 
τ0 = 15 MПa [13]. Руйнівні експерименти здійснювали за схемою одноконсольного згинан-
ня (рис. 2) з геометричними параметрами зразків: t1 = 4 мм, t2 = 12 мм, t3 = 0,2 мм; ширина 
зразків b = 20 мм.

Зовнішні зусилля величиною P діяли нормально посередині верхньої (сталевої) плас-
тини. У ході експериментів з вказаними зразками для адгезиву Araldite 2020 визначено гра-
ничне навантаження Pc = 254 ± 21 Н і в’язкість руйнування G1c = 50 Дж/м2, G2c = 100 Дж/м2 
для мод I і II відповідно.

Коефіцієнт інтенсивності напружень біля вершини міжфазної тріщини в описаній схе-
мі визначається за формулами [18]

1 2 ,K K iK 

1 1 22 / cosh( )[– sin cos( )],c cK H N c M c   

2 1 22 / cosh( )[ cos sin( )],c cK H N c M c     (7)

P

a

t1t3t2

Адгезив
Сталь

Скло
Рис. 2. Схема експерименту [13]
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де

1 2
1 22 2

1 2 1 2

2 2 ,   ,   ,
1 1

E EH E E
E E

    
     

12 1
12 22,   1 – ,   ,

2 2c c
a t PaN a M M a M M

b
 

    
 

2
12 1 1 22 1,   ,

2
D ta E t B a D D
      

 
3

211 11 1 1
1 11 11 11,   ,   ,   ,

12
B A E tB D D A D B


       

 
2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 1
11 1 1 2 2 11 11

( ) ( 3 ) ( 3 ),   ,   ,
2 12

E E t t E t t t E t t tA E t E t B D
          

12
1 2 123 3 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2

4 4 12 12 6 6,   ,   ,   arcsin ,cc c c
E t E t E t E t E t E t c c

       
     

а  =  70  мм  — довжина тріщини, –5,33     — параметр змішування мод, розрахований 
за методикою [17]. У [18] також визначено компоненти швидкості вивільнення енергії 

1 2,  el elG G :

2
1 1 2

1[– sin cos( )] ,
2

el
c cG N c M c  

 
2

1 1 2
1[ cos sin( )]
2

el
c cG N c M c   . (8)

Адгезив Araldite 2020 належить до матеріалів, які руйнуються за квазікрихким меха-
нізмом, оскільки для нього опір відриву (σ0 = 25 MПa) і опір зсуву (τ0 = 15 MПa) мають 
значення одного порядку величини. При цьому, як показують розрахунки за формулами 
(3), (4) описаної вище моделі зони передруйнування, виконується покладена в основу мо-
делі вимога маломасштабності зони ( l a� ), що обґрунтовує можливість її застосування до 
аналізу досліджуваного експерименту. 

Покладаючи, що масштабний параметр L дорівнює товщині найтоншої (сталевої) плас-
тини (L = t1), за формулами (5) розраховуємо компоненти швидкості вивільнення енергії 

1 2,  pz pzG G , обумовлені утворенням зони передруйнування. Підсумовуючи їх з відповідни-
ми компонентами швидкості вивільнення енергії (8), знаходимо їхні повні значення для I і 
II мод 1(2) 1(2) 1(2)

pzelG G G  . 
Для розрахунку граничного навантаження, що відповідає зрушенню тріщини, вико-

ристаємо умову (6) з n1 = n2 ≡ n, подавши її у вигляді
 

( , ) 1,F n P   1 2

1 2

( ) ( )( , )
n n

c c

G P G PF n P
G G

   
    
   

. (9)
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Результати розрахунків залежності функції ( , )F n P  від навантаження P для n = 1/2, 1, 
2 наведено на рис. 3.

Згідно з рис. 3, граничне значення ( , ) 1cF n P   у разі використання адгезиву Araldite 
2020 для n = 1/2, 1, 2 досягається за навантажень Pc = 160,7 Н, 222,2 Н і 254,4 Н відпо-
відно. Найкраще узгодження з експериментальним значенням руйнівного наванта-

ження Pc  =   254  ±  21 Н дає квадратичний критерій 
2 2

1 2

1 2
1

c c

G G
G G

   
    

   
. Дотримання ж 

використаного в [13] лінійного критерію (n = 1) у рамках описаної вище моделі призво-
дить до похибки 12,6 %.

Висновки. На конкретному прикладі експериментального дослідження руйнування 
адгезивного з’єднання продемонстровано процедуру і перспективи застосування аналітич-
ної моделі зони передруйнування в квазікрихкому з’єднувальному матеріалі кусково-одно-
рідного тіла з міжфазною тріщиною для передбачення граничних навантажень. Переваги 
пропонованого методу визначення параметрів граничного стану надають: 1) достатність 
використання простих і доступних комп’ютерних математичних програм без залучення 
важких програмних засобів скінченно-елементного аналізу; 2) наявність широкої бази ма-
теріальних сталих для складових частин композиційного з’єднання, що усуває потребу в 
складних експериментах для їх визначення; 3) придатність застосування розрахункових 
трансцендентних рівнянь і формул моделі до різних конфігурацій тіла і навантаження, за-
даних лише коефіцієнтами інтенсивності напружень в околі вершини тріщини. Це вигідно 
вирізняє пропонований метод від аналізованого та інших досліджень, які ґрунтуються на 
моделі когезійної зони і потребують складних опосередкованих експериментальних вимі-
рювань модельних параметрів.

Використовуючи енергетичний критерій степеневого типу з відношеннями швид-
костей вивільнення енергії для різних мод навантаження до їхніх граничних значень як 

F(n, P)

F(1/2, P)

F(1, P) F(2, P)

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

500 100 150 200 250 P, H

Pc

Рис. 3. Залежність критеріальної функції F(n, P) від навантаження P



63ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2026. № 3

Про критерії зрушення міжфазної тріщини у квазікрихкому матеріалі

критеріальних параметрів, у межах пропонованої аналітичної моделі виконано верифіка-
цію критерію з різними значеннями степенів. Встановлено, що найкращу узгодженість з 
результатами аналізованого експериментального дослідження забезпечує квадратичний 
критерій руйнування. 
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ON CRACK INITIATION CRITERIA FOR AN INTERFACIAL CRACK IN A QUASI-BRITTLE MATERIAL

The problem of the choice of fracture criteria for piecewise homogeneous bodies with interfacial cracks is 
considered. Using an analytical model of a fracture process zone in a bonding material with a quasi-brittle failure 
mechanism near the tip of an interfacial crack under plane strain conditions, energy-based criteria for the onset of 
crack propagation along the interface were verified. The fracture process zone was modeled as a displacement 
discontinuity line on which a von Mises–Hill-type strength criterion is satisfied. Based on the exact analytical 
solution of the corresponding boundary value problem obtained by means of the Wiener–Hopf method, an 
algorithm for evaluating the conditions of interfacial crack initiation is described. The proposed algorithm is 
characterized by simplicity of practical implementation, does not require the use of complex finite element analysis 
software or special experiments for determining material parameters, and remains applicable to a wide range of 
body configurations and loading conditions. The investigated criterion parameters were represented by sums of 
power-law functions of the ratios of the energy release rates for different loading modes to their corresponding 
critical values. The verification of the interfacial crack initiation criteria was carried out using one of the basic 
experiments employed for evaluating the fracture toughness of building structures, for which it was established that 
the best agreement with the experimental data is provided by the quadratic fracture criterion. 
Keywords: crack initiation criteria; interfacial crack; fracture process zone; quasi-brittle failure mechanism; von 
Mises–Hill strength criterion.


