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Ìîäåëèðîâàíèå ôëàòòåðà âÿçêîóïðóãîé
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè â ïîòîêå ãàçà

Íà ïðèìåðå âÿçêîóïðóãîé îáîëî÷êè ðàññìîòðåíû çàäà÷è äèíàìèêè òîíêîñòåííûõ êîíñò-
ðóêöèé ïðè àýðîäèíàìè÷åñêîé íàãðóçêå ñ ó÷åòîì âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è
ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè. Àýðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå îïðåäåëåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïîðøíåâîé òåîðèåé À.À. Èëüþøèíà. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Áóáíîâà — Ãàëåðêèíà ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ñâåäåíà ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ èíòåãðî-äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøàåìûõ ÷èñëåííûì ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâà-
íèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Îïðåäåëåíà êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ôëàòòåðà âÿçêîóïðóãèõ
îáîëî÷åê ïðè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ.

Íà ïðèêëàä³ â’ÿçêîïðóæíî¿ îáîëîíêè ðîçãëÿíóòî çàäà÷³ äèíàì³êè òîíêîñò³ííèõ êîíñò-
ðóêö³é ïðè àåðîäèíàì³÷íîìó íàâàíòàæåíí³ ç óðàõóâàííÿì â’ÿçêîïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé
ìàòåð³àëó òà ãåîìåòðè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³. Àåðîäèíàì³÷íèé òèñê âèçíà÷åíî çã³äíî ç ïîðø-
íåâîþ òåîð³ºþ Î.À. ²ëüþøèíà. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäà Áóáíîâà — Ãàëüîðê³íà ìàòåìàòè÷íó
ìîäåëü çàäà÷³ çâåäåíî äî äîñë³äæåííÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü, ÿê³ ðîçâ’ÿçóþòüñÿ ÷èñåëüíèì ìåòîäîì, áàçîâàíèì íà âèêîðèñòàíí³ êâàäðàòóðíèõ
ôîðìóë. Âèçíà÷åíî êðèòè÷íó øâèäê³ñòü ôëàòåðà â’ÿçêîïðóæíèõ îáîëîíîê ïðè ð³çíèõ
ô³çè÷íèõ òà ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðàõ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à : âÿçêîóïðóãîñòü, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, àëãîðèòì,
ôëàòòåð, îáîëî÷êà.

Ðàññìîòðèì øàðíèðíî îïåðòóþ çàìêíóòóþ âÿçêîóïðóãóþ öèëèíäðè÷åñ-

êóþ îáîëî÷êó ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû R ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è äëèíîé L,

îáòåêàåìóþ ñ âíåøíåé ñòîðîíû ïîòîêîì ãàçà, íàïðàâëåííûì âäîëü îáðà-
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çóþùèõ ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ V [1—5]. Óðàâíåíèÿ âÿçêîóïðóãîé

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè çàïèøåì â âèäå
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Çäåñü �2W — îïåðàòîð Ëàïëàñà; 	 — ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè; h —

òîëùèíà îáîëî÷êè; Å — ìîäóëü Þíãà; R* — èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿä-

ðîì ðåëàêñàöèè R (t); W (x, y, t) — ïðîãèá îáîëî÷êè; Ô (x, y, t) — ôóíêöèÿ

íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè; D — öè-
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K k mirln , Fk mirln — áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû [5].
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Òðåáóåòñÿ íàéòè êðèòè÷åñêóþ ñêîðîñòü ôëàòòåðà V * èç ðåøåíèÿ ñèñ-

òåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà-

÷àëüíûì óñëîâèÿì W W W Wnm nm nm nm( ) , � ( ) �0 00 0� � . Óðàâíåíèÿ (4) ïîçâîëÿþò

âûïîëíèòü êà÷åñòâåííûé àíàëèç ðåøåíèÿ çàäà÷è î ôëàòòåðå âÿçêîóïðóãîé

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (4) ñ èñïîëüçîâàíèåì

ÿäðà Êîëòóíîâà—Ðæàíèöûíà (R t A t t( ) exp( )� � �% ) 1, A*0 , %*0, 0 1+ +) )

ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííûì ìåòîäîì [7—11].

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ â ïðîöåññå

ìíîãîêðàòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) ïðè n = 2 äëÿ îáîëî÷åê, îáòåêàåìûõ

ïîòîêîì ãàçà ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ, êîòîðûå èìåþò ïàðàìåòðû p�=

= 1,014 êÃ/ñì2 , ae =1,4 èV� =340 ì/ñ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ, îïðåäåëÿþùåãî

êðèòè÷åñêóþ ñêîðîñòü ôëàòòåðà V*, ïðèìåì ñëåäóþùåå óñëîâèå: ïðè äàí-
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è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè



íûõ ñêîðîñòÿõ àìïëèòóäà êîëåáàíèé èçìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêî-

íó. Ïðè ñâåðõêðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòÿõ ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíîå äâèæå-

íèå ñ èíòåíñèâíî íàðàñòàþùèìè àìïëèòóäàìè, êîòîðîå ìîæåò ïðèâåñòè

êîíñòðóêöèþ ê ðàçðóøåíèþ. Â ñëó÷àå V V+ * àìïëèòóäà êîëåáàíèé çà-

òóõàåò [10—12].

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè À ïðèâî-

äèò ê óìåíüøåíèþ êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ôëàòòåðà íà 45 %. Ïðè À = 0 V * =

= 780 ì/ñ, à ïðè À = 0,1 V * = 423 ì/ñ. Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà ) ïðèâîäèò ê

ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ çíà÷åíèÿ V * . Èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû ïðè

) = 0,1; 0,5; 0,75. Êàê âèäèì, óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà ) îò 0,1 äî 0,75

ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà ôëàòòåðà îò V *= 505 ì/ñ

äî V * = 575 ì/ñ. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà L/h íà

ïîâåäåíèå îáîëî÷åê óñòàíîâëåíî, ÷òî óâåëè÷åíèå îòíîøåíèÿ L/h îò 2000

äî 2500 ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ V * íà 50 %.

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà âîëí m â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëÿåò

èíòåðåñ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïàíåëüíîãî ôëàòòåðà îáîëî÷åê. Âî-ïåðâûõ,

çíàÿ ÷èñëî m, ìîæíî óñòðàíèòü èçâåñòíóþ íåîïðåäåëåííîñòü çàäà÷è ôëàòòå-

ðà, îáóñëîâëåííóþ íàëè÷èåì m â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ. Âî-âòîðûõ, îïðåäå-

ëèâ m, ìîæíî ãëóáæå ïðîíèêíóòü â ñóòü ÿâëåíèÿ ôëàòòåðà îáîëî÷åê.

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå óäàëîñü ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî è

ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âîëí m â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè,

ðåàëèçóåìîãî â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè â ïîòîêå

ãàçà. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî ñóùåñòâåííûìè çàòðóäíåíèÿìè, ñòîÿùèìè íà ïóòè

ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. ×èñëî m â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåò îáùóþ

êàðòèíó âîëíîîáðàçîâàíèÿ îáîëî÷êè â ïðîöåññå êîëåáàíèé, êîòîðàÿ, â

ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò ñóììàðíóþ ýíåðãèþ âÿçêîóïðóãîé êîíñòðóê-

öèè, îáòåêàåìîé ïîòîêîì ãàçà. Ïðè ýòîì èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ êàðòèí

âîëíîîáðàçîâàíèÿ îáîëî÷êè ðåàëèçóåòñÿ òà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå

óñòîé÷èâîé â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè, îïðåäåëÿåìîé âñåé ñîâîêóï-

íîñòüþ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ êàê âÿçêîóïðóãóþ êîíñòðóêöèþ,

òàê è îêðóæàþùèé åå ïîòîê ãàçà. Ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå âîïðîñà îá óñòîé-

÷èâîñòè òîé èëè èíîé ôîðìû êîëåáàíèé îáîëî÷êè â íàèáîëåå îáùåì âèäå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ïðîáëåìàòè÷íûì.

Â ñèëó óêàçàííûõ ïðè÷èí íå ñóùåñòâóåò êàêîãî-ëèáî îáùåãî àíàëèòè-

÷åñêîãî è äîñòîâåðíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà m â çàäà÷àõ ïà-

íåëüíîãî ôëàòòåðà îáîëî÷åê. Îáû÷íî êàæäóþ êîíêðåòíóþ çàäà÷ó ñíà÷àëà

ðåøàþò äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé m è âûáèðàþò òî çíà÷åíèå mmin, êîòîðîå ñîîò-

âåòñòâóåò ìèíèìàëüíîé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ôëàòòåðà (ñì. òàáëèöó). Âñå

äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿò, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå mmin.
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Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôëàòòåðà âÿçêî-

óïðóãîé îáîëî÷êè ïîçâîëÿåò ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ

òî÷íîñòüþ èññëåäîâàòü êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû îáúåêòîâ äàííîãî êëàññà

â ïîòîêå ãàçà, â òîì ÷èñëå îïðåäåëÿòü ìèíèìàëüíóþ êðèòè÷åñêóþ ñêî-

ðîñòü ïîòîêà, ïðè êîòîðîé íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ ýôôåêò ôëàòòåðà. Â ÷àñò-

íîñòè óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ìèíè-

ìàëüíîé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî âîëí â îêðóæíîì

íàïðàâëåíèè, ðàâíîå øåñòè. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäåëüþ

ïîçâîëÿþò îöåíèòü âëèÿíèå ðàçìåðîâ è õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà îáî-

ëî÷êè íà êîëè÷åñòâî óêàçàííûõ âîëí.

Problems of dynamics of thin-walled structures under aerodynamic load with allowance for visco-

elastic properties of material and geometric nonlinearity were considered on the example of visco-

elastic shell. The aerodynamic pressure was determined in corespondence with A.A. Ilyushin’s piston

theory. With the help of the Bubnov-Galyorkin method the mathematical model was reduced to in-

vestigation of the system of ordinary integro-differential equations which are solved by the numerical

method based on the use of quadrature formulas. A critical rate of the flutter of visco-elastic shells was

determined under different physical and geometrical parameters.
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