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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãî
ïðîöåññà äâèæåíèÿ äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ
æèäêîñòåé â ïîðèñòîé ñðåäå ñ ó÷åòîì
àíèçîòðîïèè ïðîíèöàåìîñòè ïëàñòà

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ïðåäåëüíî-àíèçî-
òðîïíîãî ïëàñòà (ñëó÷àé kz = �) ïðîâåäåíî íà îñíîâå ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ íåñòàöèî-
íàðíîé çàäà÷è ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè. Ðàññìîòðåí ïðîöåññ âûòåñíåíèÿ íåôòè íåñìå-
øèâàþùåéñÿ ñ íåé âîäîé â ãîðèçîíòàëüíîì ïëàñòå êîíå÷íîãî ðàäèóñà ïðè ðàçëè÷íûõ
âÿçêîñòÿõ è ïëîòíîñòÿõ â ñëó÷àå ïëîñêî-ðàäèàëüíîãî òå÷åíèÿ. Cîñòàâëåíà èòåðàöèîííî-
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòîâ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ â ðàìêàõ ã³äðîäèíàì³÷íî¿ ìîäåë³ ãðàíè÷íî-àí³çîòðîïíîãî
ïëàñòà (âèïàäîê kz = �) ïðîâåäåíî íà îñíîâ³ ÷èñåëüíîãî äîñë³äæåííÿ íåñòàö³îíàðíî¿ çàäà-
÷³ ç ðóõëèâèìè ãðàíèöÿìè. Ðîçãëÿíóòî ïðîöåñ âèò³ñíåííÿ íàôòè íå çì³øóâàíîþ ç íåþ
âîäîþ â ãîðèçîíòàëüíîìó ïëàñò³ ê³íöåâîãî ðàä³óñà ïðè ð³çíèõ â’ÿçêîñòÿõ òà ãóñòîò³ ó âè-
ïàäêó ïëîñêî-ðàä³àëüíî¿ òå÷³¿. Ñêëàäåíî ³òåðàö³éíî-ð³çíèöåâà ñõåìà ç âèêîðèñòàííÿì ìå-
òîäà ñïðÿìëåííÿ ôðîíò³â. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî åêñïåðèìåíòó.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè, ìîäåëü ïðå-
äåëüíî-àíèçîòðîïíîãî ïëàñòà, ìåòîä âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòîâ, èòåðàöèîííî-ðàçíîñòíàÿ
ñõåìà.

Çàäà÷à î âûòåñíåíèè ïëàñòîâîé æèäêîñòè èëè ãàçà íàãíåòàåìîé â ñêâà-

æèíó æèäêîñòüþ ñ äðóãèìè ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè èìååò áîëüøîå

ïðàêòè÷åñêîå è òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðè çàêà÷êå â ñêâàæèíó, ðàñïîëî-

æåííóþ â ïðîäóêòèâíîì ïëàñòå, æèäêîñòè ñ ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè,

îòëè÷íûìè îò ïëàñòîâîé â ñëó÷àå ïðåíåáðåæåíèÿ ñèëîé òÿæåñòè è ó÷åòå

ëèøü ñèëû äàâëåíèÿ è ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ ãðàíèöà ðàçäåëà ìåæäó

æèäêîñòÿìè èìååò öèëèíäðè÷åñêóþ ôîðìó. Îäíàêî âñëåäñòâèå âëèÿíèÿ

ñèëû òÿæåñòè è ðàçëè÷èÿ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãðàíèöà ðàçäåëà æèäêîñòåé

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ êðèâîëèíåéíóþ ïîâåðõíîñòü, îòëè÷íóþ îò
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öèëèíäðè÷åñêîé. Ïðè ýòîì, åñëè íàãíåòàåìàÿ æèäêîñòü òÿæåëåå ïëàñòî-

âîé, òî îíà ïîãðóæàåòñÿ â íèæíþþ ÷àñòü ïëàñòà è ïî åãî ïîäîøâå ïðîäâè-

ãàåòñÿ áûñòðåå, ÷åì ïî êðîâëå. Åñëè íàãíåòàåìàÿ æèäêîñòü ëåã÷å ïëàñòî-

âîé, òî îíà ïðîäâèãàåòñÿ ïî êðîâëå áûñòðåå, ÷åì ïî ïîäîøâå ïëàñòà.

Â ðåçóëüòàòå â ïðîöåññå ôèëüòðàöèè æèäêîñòåé ñ ðàçëè÷íûìè ôèçè-

÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ïëîòíîñòÿìè è âÿçêîñòÿìè âîçíèêàþò òðè îáëàñòè.

Ïåðâàÿ îáëàñòü D1 çàíÿòà îäíîé íàãíåòàåìîé æèäêîñòüþ, âòîðàÿ — íàã-

íåòàåìîé D21 è âûòåñíÿåìîé D22, à òðåòüÿ D3 çàïîëíåíà òîëüêî âûòåñ-

íÿåìîé æèäêîñòüþ (ðèñ. 1).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ âûòåñíåíèÿ â ïîäçåìíîé ãèäðîäèíàìèêå

ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íûå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ìîäåëè. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ

ìîäåëü ïðåäåëüíî-àíèçîòðîïíûõ ïëàñòîâ [1—3]. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå, êîãäà

êîýôôèöèåíò ïðîíèöàåìîñòè â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïëàñ-

òîâàíèþ, kz = �, ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû áëèçêè ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì

äàííûì [4].

Íà îñíîâå ìîäåëè ïðåäåëüíî-àíèçîòðîïíûõ ïëàñòîâ àâòîìîäåëüíîå

ðåøåíèå çàäà÷è ïåðåìåùåíèÿ âîäî-íåôòÿíîãî êîíòàêòà â ñëó÷àå æåñòêîãî

ðåæèìà ôèëüòðàöèè äëÿ ïðÿìîëèíåéíîãî è ðàäèàëüíîãî äâèæåíèé ðàñ-

ñìîòðåíî â ðàáîòàõ [2, 3], à ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïîëó÷åííûõ íåëèíåéíûõ

ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèâåäåíî â ðàáîòàõ [3, 5]. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà-

÷à âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé îõðàíû îêðóæàþùåé ñðåäû, êîãäà äëÿ

óìåíüøåíèÿ ñáðîñîâ ïðîìûøëåííûõ îòõîäîâ â ðåêè è âîäîåìû îñóùåñòâ-

ëÿþò èõ íàãíåòàíèå â ñêâàæèíû, âñêðûâàþùèå ãëóáîêîçàëåãàþùèå äîñòà-

òî÷íî ïðîíèöàåìûå âîäî- èëè ãàçîñîäåðæàùèå ïëàñòû [6—8].

Â [2, 3, 5] äâèæåíèå æèäêîñòåé ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî â îáëàñòè

ãðàíèöû ðàçäåëà áåç ó÷åòà äâèæåíèÿ çàêà÷èâàåìîé æèäêîñòè ïåðåä ãðàíè-

öåé ðàçäåëà è âûòåñíÿåìîé æèäêîñòè çà ãðàíèöåé ðàçäåëà. Â [6, 7] ðàñ-
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Ðèñ. 1. Îáëàñòè, âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå ôèëüòðàöèè æèäêîñòåé



ñìîòðåíî àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ ó÷åòîì òðåõ óêàçàííûõ îáëàñ-

òåé äëÿ ñëó÷àÿ çàêà÷êè æèäêîñòè â ãàëåðåþ, à â [8] ðåøàåòñÿ îñåñèì-

ìåòðè÷íàÿ çàäà÷à ïðè óïðóãîì ðåæèìå ôèëüòðàöèè. Ïîëó÷åííûå â [6—8]

àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìå-

íåíèÿ. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøå-

íèÿ óêàçàííîãî êëàññà çàäà÷.

Ïðèìåíåíèå ìîäåëè ïðåäåëüíî-àíèçîòðîïíûõ ïëàñòîâ ïîçâîëÿåò íà

ïîðÿäîê ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü èññëåäóåìûõ çàäà÷ è âìåñòî äâóìåðíîé

ïîñòàíîâêè èññëåäîâàòü ïðîöåññ â îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íóþ çàäà÷ó âûòåñíå-

íèÿ íåôòè íåñìåøèâàþùåéñÿ ñ íåé âîäîé ïðè íàãíåòàíèè âîäû ÷åðåç

ãèäðîäèíàìè÷åñêè ñîâåðøåííóþ ñêâàæèíó, ðàñïîëîæåííóþ â öåíòðå êî-

íå÷íîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ïëàñòà ðàäèóñà L ïîñòîÿííîé ìîùíîñòè h ïðè

ðàçëè÷íûõ âÿçêîñòÿõ �i è ïëîòíîñòÿõ� i æèäêîñòåé (i = 1, 2), ãäå èíäåêñ 1 —

âîäà, à èíäåêñ 2 — âûòåñíÿåìàÿ íåôòü. Ïëàñò ñ÷èòàåòñÿ ïðåäåëüíî-àíè-

çîòðîïíûì (kz = �), æèäêîñòè — óïðóãèìè, à äâèæåíèå — ïðîèñõîäÿùèì

â óïðóãîé ïîðèñòîé ñðåäå [3]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåìíûé âåñ �1 çàêà÷è-

âàåìîé æèäêîñòè áîëüøå, ÷åì ïëàñòîâîé �2 : � �1 2 0� � (ñì. ðèñ. 1).

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó: îïðåäåëèòü äàâëåíèå p r t1( , ), p r t21( , ), p r t22( , ),

p r t3( , ), â êàæäîé îáëàñòè, ïîëîæåíèå ïîäâèæíûõ ãðàíèö R t1( ) è R t2( ) è

ãðàíèöû âîäî-íåôòÿíîãî êîíòàêòà (ÂÍÊ) z (r, t), èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå
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â îáëàñòè D R r L t T
3 2 0:{ , }� � � � ;

p r t p r t z r t h21 22 2( , ) ( , ) ( , )� � ��� � , �� � � �� � �2 0; (5)

R Ri i( ) ,0 0� , p r r1 10( , ) ( )�� , r r R0 1 0� � ( ), p r ri i2 20( , ) ( )�� (i �1 2, );

R r Ri ( ) ( )0 02� � , p r r3 30( , ) ( )�� , R r L2 0( ) � � , (6)

è êðàåâûå óñëîâèÿ:
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k — ïðîíèöàåìîñòü; m — ïîðèñòîñòü ïëàñòà; Ki — ñîâìåñòíûé ìîäóëü óïðó-

ãîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé æèäêîñòè è ïîðèñòîé ñðåäû, i = 1, 2; p1, p21, p3 —

äàâëåíèÿ íà ïîäîøâå; p22 — äàâëåíèå íà êðîâëå ïëàñòà. Çíà÷åíèÿ êîýô-

ôèöèåíòîâ A, B, C, D è ôóíêöèé f t( ) è � ( )t îïðåäåëÿþòñÿ êðàåâûìè

óñëîâèÿìè (7) è (8), çàïèñàííûìè â îáùåì âèäå äëÿ âñåõ êîìáèíàöèé

óñëîâèé 1-ãî è 2-ãî ðîäà, çàäàâàåìûõ íà íàãíåòàòåëüíîé ñêâàæèíå è âíåø-

íåì êîíòóðå.

Ð.À. Ìóñòàôàåâ

86 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2014. V. 36. ¹ 6



Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ è ïîäâèæíûå

ãðàíèöû R t1( ), R t2( ) íå ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è ñ êîíöàìè ðàññìàò-

ðèâàåìîãî îòðåçêà [ , ]r L0 :

f r( ) ( )0 1 0�� , � �( ) ( )0 3� L , � �1 1 2 10 0( ( )) ( ( ))R R� ,

� �2 2 3 20 0( ( )) ( ( ))R R� , R r1 00( )  , R R1 20 0( ) ( ) , R L3 0( )  .

Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ââåäåíû áåçðàç-

ìåðíûå ïåðåìåííûå

r
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� * ,
t
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t

0

� * ,
p r t

P
p r t

( , )
( , )* * *

0

� ,
z

h
z� *,

ãäå L0, T0, P0 — èçâåñòíûå ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû (äàëåå çâåçäî÷êà îïó-

ùåíà), è ïðèìåíåí ìåòîä âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòîâ [9]:

s r R t R t R t ii i i i� � � � �� �
�[ ( )][ ( ) ( )] ( )1 1

1 1 , t t� (i �1 3, ).

Çäåñü i = 1 îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè D1, i = 2 — ê îáëàñòÿì D21 è D22, à i = 3 — ê

îáëàñòè D3. Òîãäà èñõîäíûå îáëàñòè D1, D2k (k = 1, 2) è D3 ìîæíî ïðåîá-

ðàçîâàòü â ïðÿìîóãîëüíûå:

D s t T1 10 1 0* { , }� � � � � ,

D s t Tk2 21 2 0* { , }� � � � � , k = 1, 2,

D s t T3 32 3 0* { , }� � � � � .

Ïðè ýòîì âíóòðåííÿÿ ãðàíèöà, ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà R1(t), R2(t) è âíåø-

íÿÿ ãðàíèöà «âûïðÿìëÿþòñÿ» è îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè s ii� � � �1 1 1,

i �1 4, . Â ðåçóëüòàòå èñõîäíàÿ çàäà÷à (1)—(13) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
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ãäå a T L1
2

1 0 0
2� �	 ; a T Lk k2

2
2 0 0

2� �	 ; a T L3
2

3 0 0
2� �	 ; H h P� �

0
1;� �i ikh� �1; a

ki
�

� �
��3 0 0 0

2
iT P L , i �1 2, ; � � �0 2 1

1� � ; s r R R R ii i i i
0

1 1
10 0 0 1� � � � �� �

�[ ( )][ ( ) ( )] ( ),

i �1 2 3, , ; A AP L* � �
0 0

1; B BP* � 0; C CP* � 0; D DP L* � �
0 0

1.

Èòåðàöèîííî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîñòàâëå-

íà íåÿâíàÿ äâóõñëîéíàÿ èòåðàöèîííî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Ñ ýòîé öåëüþ

ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå íåðàâíîìåðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñåòêà

óçëîâ [10]:

%ij i j N N N Ns t s s s s s s� � � � � � � � � �� �{( , ) : ... ...0 10 1 1 21 1 1 1�
�N 2

� � � � � �� � � � � �2 3
1 2 1 2 1 2 31 2s s sN N N N N N N... , s si i i� �� �&1 1,

i N N N� � � �0 11 2 3, ; 0 0 1� � � � �t t t TM... , t t tj j j� � �1 � , j M� �0 1, }.

Òîãäà íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû íà ( j + 1)-ì âðåìåííîì ñëîå îïðåäåëÿþòñÿ

ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèîííî-ðàçíîñòíîé çàäà÷è:
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k �21 22, , i N N Nk � � � �1 1 21 1, , j M� �0 1, , n �1 2 3, , ,... , l �1 2, ;

R Rk k( ) ,0 0� , k �21 22, , P i i1 0 1, , ,�) , i N�0 1, ;

Pk i k i, , ,0 �) , k �21 22, , i N N N� �1 1 2, ;

P i i3 0 3, , ,�) , i N N N N N� � � �1 2 1 2 3, ;

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà äâèæåíèÿ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2014. Ò. 36. ¹ 6 89



P P H z
i j

n

i j

n

i j

n

21 1 22 1 1

1
2, ,

( )

, ,

( )

,

( )( )� � �
�� � ��� � , i N N N� �1 1 2, , j M� �0 1, ; (28)

� �A P A B R R P f
j

n

j

n

j

n
j

*

, ,

( ) * *

,

( )

, ,

( )( )
1 1 1 1 1 1 0 1 0 1� � � �� � & � � 1 1 1 1 0& ��( )

,

( )R R
j

n ,

j M� �0 1, ; (29)

� �C R R D P D PN N N j

n

N N N j

n*

,

( ) *

, ,

( ) *( )& � � �� � � � � �1 2 3 1 2 3
3 2 1 3 1 3 11 2 3, ,

( )

N N N j

n

� � � �

� & �� � � �� j N N N j

nR R1 3 2 11 2 3
( )

,

( ) , j M� �0 1, ; (30)

P P H
N j

n

N j

n

1 1 22 1 1
1 1, ,

( )

, ,

( )

� �� � � , j M� �0 1, ; (31)

P c P c P
N j

n n

N j

n n

N21 1 1 0 21 1 0 11 1 1
1

, ,

( ) ( )

, ,

( ) ( )

,
( )� � � �� � �

1 1
0

,

( )

j

n

� � , j M� �0 1, ; (32)

P P
N N j

n

N N j

n

3 1 21 11 2 1 2, ,

( )

, ,

( )

� � � �� , j M� �0 1, ; (33)

c P c P Pn

N N j

n n

N N j

n

0 3 1 1 0 21 11 2 1 2
1( )

, ,

( ) ( )

, ,

( )( )� � � � �� � �
21 1 11 2

0
, ,

( )

N N j

n

� � � � , (34)

j M� �0 1, ;

R R R R
j

n

j j j

n

j

n
N1 1 1 1 1 2 1

1

1 1

1

,

( )

,

*

,

( )

,

( )[( )� � �
�

�
�� � & � &�

1 1 1
1

1

22 1 1

1

22 1

1
�

�
� �

�
�

��] [ ]
, ,

( )

, ,

( )P P
N j

n

N j

n ; (35)

R R R R
j

n

j j j

n

j

n
N2 1 2 2 1 2 1

1

1 1

1

,

( )

,

*

,

( )

,

( )[( )� � �
�

�
�� � & � &�

1 2 1 2

1

21 1

1
�

�
� �

� �N N N j

nP] [
, ,

( )

� � � �
�P
N N j

n

21 1 1

1

1 2, ,

( ) ] , j M� �0 1, , n �1 2 3, , ,..., (36)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

�
k

n
k j m j

n

m j

n
ia R R

k k

( )

,

( )

,

( )[( ) ]� & � &� � � � �
�2 2

1 1 1 1 1
2, k �1 21 22 3, , , ,

m1 1� , m m21 22 2� � , m3 3� ;

�
k

n
k i r j

n

r j i m j

nt s R R R
k k k

( )

,

( )

, ,

( )( )( )[ (� � � � &� � �1 2
1 1 1

� � �
�R

m j

n

k 1 1

1

,

( ) )] , k �1 3, ,

m r t1 1 1 1� � � , m3 3� , r3 2� , t3 4� ;

� � (
k

n n

k

n

k

ne( ) ( ) ( ) ( )( )� �� �1 1 , � �
k

n n

k

ne( ) ( ) ( )� �1 , k �1 2, ;

� ( )

,

( )

,
[ ( )n

j

n

j
R R� � ��2 1 2

� � � � � &� � �( )( )][ (
,

( )

, ,

( )

, ,
2 2

2 1 2 1 1 1 1 2
s R R R R Ri j

n

j j

n

j i j� �
��

1 1 1

1( )

,

( ) )]n

j

nR ;

'
k

n
k j i j

n

j

n

i
a R R P( )

,

( )

,

( )

,
[ ( )] [(� & & �� � � �

�2
1 1 2 1 1 1

2

21
4 � �

�
� �
�� �

1 1

1

22 1 1

1

,

( )

, ,

( ) )
j

n

i j

nP

Ð.À. Ìóñòàôàåâ

90 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2014. V. 36. ¹ 6



� � � �� �
�

�
�

�( )( ) (
, , ,

( )

, ,

( )

,
1

2 1 21 1

1

22 1

1

2 1
c P P c

i i j

n

i j

n

i
P P

i j

n

i j

n

21 1 1

1

22 1 1

1

, ,

( )

, ,

( ) )]� �
�

� �
�� , k �1 2, ;

e K P P
k

n
k k i j

n( )

, ,

( )( )� �
�

�� � �1
0

1

1

1 1 , ( �
k

n k

i j

n

i j

nP P H( )

, ,

( )

, ,

( )( ) (� �
�

�
�

�
�� � � �1 1

21 1

1

22 1

1
31 k );

c R R R Rn

j

n

j

n

j

n

j

n

0 2 1 1 1 1 1 0 1

1( )

,

( )

,

( )

,

( )

,

( )( ) ( )� � �� � � �
� ;

c R R R Rn

j

n

j

n

j

n

j

n

0 2 1 1 1 3 1 2 1

1( )

,

( )

,

( )

,

( )

,

( )( ) ( )� � �� � � �
� ;

�
k

n
k j i m i k m j

n

m
a s t R R

k k k k k

( )
, ,

( )

,
{ [( ) (� & & � �� � � �

2
1 1 1 1

2
j

n

� �
1

( ) )

� �� � � � �
�R R R

m j

n

m j

n

m j

n

k k k1 1 1 1 1

1

,

( )

,

( )

,

( )]( )} ,

k �1 21 22 3, , , , t1 0� , m t t1 21 22 1� � � , m m t21 22 3 2� � � , m3 3� ;

a T Rk k
2

0 0
2� �	 , k �1 21 22 3, , , , � �

� �

* � � �
�

3 0 0 0
2T P R , � �1 2, .

Èç (29), (26) ïðè k = 1, (31), (32), (27) ïðè k = 21 è 22 ñ ó÷åòîì (28), (33),

(34), (26) ïðè k = 3 è (30) ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
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Ïîñêîëüêó çàäà÷à (26)—(36) íåëèíåéíà, äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðèìåíåí

ìåòîä èòåðàöèé. Ïðèìåíÿåìûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-

äóþùåì: ïðèíèìàÿ çà íóëåâûå ïðèáëèæåíèÿ R
j1 1
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,

( )

� , R
j2 1
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� è P
i j,
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0 , çíà÷å-

íèÿ, ïîëó÷åííûå ýêñòðàïîëÿöèåé èç äâóõ ïðåäûäóùèõ âðåìåííûõ ñëîåâ, ñ
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ïîìîùüþ (35) è (36) íàõîäèì R
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,

( )

� . Çàòåì, ðåøàÿ ñèñòåìó (37),

îïðåäåëÿåì âñå çíà÷åíèÿ P
i j,

( )

�1

1 . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âñå ïîñëåäóþ-

ùèå ïðèáëèæåíèÿ.

Íà êàæäîé èòåðàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé (37) ïðèìåíÿëîñü ñëåäóþùåå âèäîèçìåíåíèå ìåòîäà ïðîãîíêè,

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñî÷åòàíèå ìåòîäà îáû÷íîé è ìàòðè÷íîé ïðîãîíîê.

Çàïèñûâàåì ðåøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå (äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ïðèâåäåíû

òîëüêî èíäåêñû ïîëîæåíèÿ):

P Pk i k i k i k ik k k k, , , ,� ��� �1 , k = 1 â D1, k = 3 â D3

ïðè i N1 10 1� �, , i N N N N N3 1 2 1 2 31� � � � �, , (38)

P P Pi i i i i i1 1 1 1 1 2 1 1, , , , , ,� � �� �� � � , P P Pi i i i i i2 2 1 1 2 2 1 2, , , , , ,� � �� �� � � , (39)

i N N N� �1 1 2, .

Îñóùåñòâëÿåì ïðÿìóþ ïðîãîíêó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîãîíî÷íûõ êîýôôè-

öèåíòîâ � k ik, , �k ik, (k = 1, 3),� k i, , � k i, , �k i, (k = 21, 22) ïî ôîðìóëàì

�
� �

k i

k i

k i k i k i
k

k

k k k

a

b c
,

,

, , ,

�
�1

, �
�

��
k i

k i k i k i

k i k i k i
k

k k k

k k k

c D

b c
,

, , ,

, , ,

�
�� �

�

1 1

1

, k �1 3, , i N1 10 1� �, ,

i N N N N N3 1 2 1 2 31� � � � �, ;

�
�

1
2 1 1 2

1 2 2 1

,
, , , ,

, , , ,

i
i i i i

i i i i

a y a y

x y x y
�

�
, �

�
2

1 2 2 1

1 2 2 1

,
, , , ,

, , , ,

i
i i i i

i i i i

a x a x

x y x y
�

�
;

�
�

1
2 1 1 2

1 2 2 1

,
, , , ,

, , , ,

i
i i i i

i i i i

d y d y

x y x y
�

�
, �

�
2

1 2 2 1

1 2 2 1

,
, , , ,

, , , ,

i
i i i i

i i i i

d x d x

x y x y
�

�
;

�
�

1
2
0

1 1
0

2

1 2 2 1

,
, , , ,

, , , ,

i
i i i i

i i i i

D y D y

x y x y
�

�
, �

�
2

1
0

2 2
0

1

1 2 2 1

,
, , , ,

, , , ,

i
i i i i

i i i i

D x D x

x y x y
�

�
, i N N N� �1 1 2, ,

ãäå x c f bk i k i i k i i k i, , , , , ,� � �� �� �1 1 2 1 , y c f ek i k i i k i i k i, , , , , ,� � �� �� �1 1 2 1 ; Dk i,
0 �

� � �� �c f Dk i i k i i k i, , , , ,� �1 1 2 1 , k �21 22, . Îáðàòíàÿ ïðîãîíêà âûïîëíÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå (38) ïðè i N N3 1 2� � � N 3, N N N1 2 3 1� � � , ..., N N1 2 1� � , çàòåì ïî

ôîðìóëàì (39) ïðè i N N� �1 2, N N1 2 1� � , ..., N1 è, íàêîíåö, ïî ôîðìóëå

(38) ïðè i N1 1 1� � , N1 2� , ..., 1 ,0. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ ïðè

íåêîòîðîì çíà÷åíèè n K� � 1, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

max , ,

( )

,

( )
i j k j

K

k j

KP P� �
�

�� �1 1

1

1 1( , max
,

( )

,

( )
j i j

K

i j

KR R� �
�

�� �1 1

1

1 2( , ( m � const > 0,

m�1 2, , k �1 2, ãäå ( m — çàäàííàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.
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0 0,05 0,1 0,15 0,2 t10

1,8

1,6

1,4

1,2

1,0

0,8

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

( )R t2

( )R tP s t( , )

( )R t1

( ( ), )R R t t21 1

( ( ), )R R t t21 2

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ïîäâèæíûõ ãðàíèö R1, R2 è ñîîòâåòñòâóþùèõ
äàâëåíèé îò çíà÷åíèÿ t: - - - � 0 = 12; — � 0 = 3

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïîëîæåíèÿ ÂÍÊ îò çíà÷åíèÿ t: - - - � 0 = 12; — � 0 = 3 (äëÿ
íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåíû â êîîðäèíàòàõ ( , )r z )
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t �10
5

R1 (t)*10
2

R2 (t)*�+2
z (s2, t) *�+ P21 (R1(t), t) P21 (R2(t), t) P22 (R1(t), t) P22 (R2(t), t)

0,1*10–4 0,1100
0,1100

0,1203
0,1200

4,895
4,989

1,492
1,085

1,475
1,092

1,472
1,077

1,457
1,000

0,3*10–4 0,1100
0,1100

0,1208
0,1202

4,681
4,950

1,493
1,126

1,477
1,122

1,473
1,117

1,459
1,000

0,15*10–3 0,1102
0,1100

0,1230
0,1209

3,842
4,717

1,495
1,197

1,480
1,194

1,475
1,188

1,462
1,000

0,63*10–3 0,1104
0,1102

0,1289
0,1239

2,459
4,065

1,496
1,278

1,479
1,275

1,476
1,267

1,461
0,999

2,55*10–3 0,1112
0,1108

0,1455
0,1346

1,481
3,130

1,497
1,357

1,470
1,353

1,477
1,339

1,452
0,999

1,023*10–2 0,1150
0,1143

0,1912
0,1701

1,212
2,588

1,497
1,411

1,450
1,406

1,477
1,377

1,432
0,998

4,095*10–2 0,1322
0,1300

0,3069
0,2679

1,249
2,498

1,496
1,429

1,419
1,419

1,476
1,368

1,401
0,996

1,64*10–1 0,1904
0,1838

0,5666
0,4926

1,357
2,544

1,493
1,434

1,389
1,411

1,473
1,344

1,371
0,991

6,55*10–1 0,3351
0,3207

1,1053
0,9619

1,423
2,567

1,484
1,442

1,366
1,399

1,464
1,326

1,348
0,982

26,2*10–1 0,6382
0,6158

2,1803
1,9079

1,444
2,571

1,470
1,458

1,352
1,392

1,450
1,317

1,334
0,962

10,49
0,3275
1,2115

4,4102
3,7869

1,447
2,571

1,449
1,442

1,314
1,353

1,429
1,279

1,296
0,941

41,94
1,8548
2,3872

9,5954
7,4866

1,445
2,571

1,411
1,373

1,245
1,262

1,391
1,190

1,227
0,923

Òàáëèöà 1

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ íà ïîäîøâå ïëàñòà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè t: - - - � 0 = 12; — � 0 = 3



Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ çàäà÷è (1)—(13) ïîëó-
÷åíû ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: a a1

2
21
2 9206784� � , ; a a22

2
3
2 29 44512� � , ; k1 =

= k21 = k22 = k3 = 1 ä; �0 = 3,6,9,12; �� =100 êÃ/ì3; 200 êÃ/ì3; Ð0 = 50 àòì; L0 =
=100 ì; h = 10; 20; 100 ì; f t( ) � 75; 150 àòì; �( )t = 40 àòì; Ò0 = 1 ãîä.

Íà ðèñ. 2—4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àþ
f t( ) � 75 àòì; h = 10 ì; �� = 100 êÃ/ì3; A = D = 0, B = C = 1.

Â òàáë. 1, 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïîäâèæíûõ ãðàíèö R1(t) è R2(t), äàâ-
ëåíèé íà ýòèõ ãðàíèöàõ è ÂÍÊ z (s2, t) â òî÷êå s2 = 1,5 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè ïðè h = 10 ì, �� �100 êÃ/ì3 äëÿ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

1 — �0 = 6, f t( ) = 75 àòì, A = D = 0, B = C = 1;
2 — �0 = 3, f t( ) = �( )t = 103 ì3/ñóò, A  0, B=C=0, D  0;
3 — �0 = 3, f t( ) =75 àòì, �� = 200 êÃ/ì3, A = D = 0, B = C = 1;
4 — �0 = 3, f t( ) = 75 àòì, h = 100 ì, A = D = 0, B = C = 1.
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t �10
5

R1 (t) *10
2

R2 (t) *�+2
z (s2, t) *�+ P21 (R1(t), t) P21 (R2(t), t) P22 (R1(t), t) P22 (R2(t), t)

0,1*10–4 0,1100
0,1100

0,1203
0,1204

4,930
4,889

1,485
1,485

1,461
1,456

1,465
1,285

1,445
1,276

0,3*10–4 0,1101
0,1100

0,1207
0,1210

4,792
4,696

1,488
1,488

1,468
1,462

1,468
1,288

1,452
1,282

0,15*10–3 0,1102
0,1097

0,1227
0,1235

4,307
4,141

1,492
1,492

1,475
1,469

1,472
1,292

1,459
1,289

0,63*10–3 0,1104
0,1087

0,1280
0,1302

3,562
3,634

1,494
1,495

1,476
1,469

1,474
1,295

1,460
1,289

2,55*10–3 0,1112
0,1064

0,1430
0,1476

2,928
3,348

1,495
1,497

1,470
1,461

1,475
1,297

1,454
1,281

1,023*10–2 0,1150
0,1044

0,1850
0,1933

2,633
3,164

1,494
1,498

1,452
1,442

1,474
1,298

1,436
1,262

4,095*10–2 0,1322
0,1124

0,2932
0,3056

2,592
3,047

1,488
1,495

1,422
1,412

1,468
1,295

1,406
1,232

1,64*10–1 0,1904
0,1971

0,5368
0,5552

2,617
2,957

1,472
1,481

1,390
1,381

1,452
1,281

1,374
1,201

6,55*10–1 0,3351
0,2763

1,0402
0,0703

2,623
2,902

1,449
1,458

1,363
1,355

1,429
1,258

1,347
1,175

26,2*10–1 0,6382
0,5256

2,0378
2,0933

2,622
2,885

1,423
1,432

1,336
1,329

1,403
1,232

1,320
1,149

10,49
1,3275
1,1147

4,2447
4,3482

2,609
2,850

1,370
1,380

1,264
1,257

1,350
1,180

1,249
1,077

41,94
2,8548
2,4454

9,0735
9,2670

2,596
2,823

1,309
1,320

1,192
1,185

1,289
1,120

1,176
1,005

Òàáëèöà 2



Â òàáë. 1 íàä ÷åðòîé óêàçàíû çíà÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ 1, à ïîä ÷åðòîé —
äëÿ ñëó÷àÿ 2. Â òàáë. 2 íàä ÷åðòîé óêàçàíû çíà÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ 3, à ïîä
÷åðòîé — äëÿ ñëó÷àÿ 4.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëÿþò ñäå-
ëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Äàâëåíèå íà ãðàíèöàõ R1 (t) è R2 (t) â òå÷åíèå íåáîëüøîãî íà÷àëüíî-
ãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè âîçðàñòàåò, äîñòèãàåò íåêîòîðîãî ìàêñèìóìà, à
çàòåì íà÷èíàåò ñíèæàòüñÿ. Ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ �0 íàáëþ-
äàåòñÿ óâåëè÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòàìè äîñòèæåíèÿ
ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé íà ýòèõ ãðàíèöàõ.

2. Ãðàíèöà ÂÍÊ z (s2, t) ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè ïðîöåññà âûòåñíåíèÿ,
ñîõðàíÿÿ ôîðìó ïàðàáîëû, ñòðåìèòñÿ ê ïðÿìîé ëèíèè. Ïðè ýòîì, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè ôîðìà ÂÍÊ ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ.

3. Óâåëè÷åíèå ìîùíîñòè ïðîäóêòèâíîãî ïëàñòà ïðèâîäèò ê óâåëè÷å-
íèþ ïðîòÿæåííîñòè îáëàñòè ãðàíèöû ðàçäåëà.

4. Ðàçíîñòü ïëîòíîñòåé íå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà õàðàê-
òåð ïðîöåññà.

5. Ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ �0 ïðîòÿæåííîñòü ãðàíèöû ðàçäåëà âîçðàñ-
òàåò, íåñêîëüêî óñêîðÿåòñÿ äîñòèæåíèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ
íà ãðàíèöàõ R1 (t) è R2 (t), è óäëèíÿåòñÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü åãî ñîõðà-
íåíèÿ. Ñòðåìëåíèå ãðàíèöû ÂÍÊ ê ïðÿìîé ëèíèè çíà÷èòåëüíî çàìåä-
ëÿåòñÿ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà �0 îêàçûâàåò îñíîâíîå âëèÿíèå íà
õàðàêòåð ïðîöåññà.

6. Ó÷åò ñèëû òÿæåñòè êà÷åñòâåííî èçìåíÿåò êàðòèíó ôèçè÷åñêîãî ïðî-
öåññà âûòåñíåíèÿ è îêàçûâàåò âëèÿíèå íà õàðàêòåð âû÷èñëèòåëüíîãî
ïðîöåññà.

Âûâîäû

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà äâèæåíèÿ äâóõ íåñìåøèâàþ-
ùèõñÿ æèäêîñòåé ïîçâîëèëî íà îñíîâå ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ íåñòà-
öèîíàðíîé çàäà÷è ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè è ïðèìåíåíèÿ ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêîé ìîäåëè ïðåäåëüíî-àíèçîòðîïíîãî ïëàñòà (ñëó÷àé k z ��) èññëå-
äîâàòü âëèÿíèå íà ïðîöåññ ðÿäà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ: îòíîøå-
íèÿ âÿçêîñòåé, ðàçíîñòè ïëîòíîñòåé, ìîùíîñòè ïëàñòà. Â ðåçóëüòàòå óñòà-
íîâëåíî, ÷òî îòíîøåíèå âÿçêîñòåé ôëþèäîâ îêàçûâàåò îñíîâíîå âëèÿíèå
íà õàðàêòåð ïðîöåññà. Ðàçíîñòü ïëîòíîñòåé è ìîùíîñòü ïëàñòà ñóùåñòâåí-
íîãî âëèÿíèÿ íà ïðîöåññ íå îêàçûâàþò.
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R.A. Mustafaev

MATHEMATICAL MODELING AN UNSTEADY PROCESS

OF MOTION TWO NON-MIXING LIQUIDS IN POROUS MEDIUM

WITH ALLOWANCE FOR ANISOTROPY OF STRATUM PERMEABILITY

The process of forcing oil out with immiscible water in the round stratum of final radius at various
viscosities and densities of liquids in case of plane radial flow is considered. Iterative difference
scheme with combination of straightening of fronts with the method of finite differences is com-
posed for the numerical solution. Alteration methods passage, consisting of the combination of
methods of ordinary and matrix passage, is proposed. Results of numerical experiment evidence
that the relation of liquids viscosity renders the main influence on the character of force-out pro-
cess, and allowance for gravity qualitatively changes the picture of the physical process.

K e y w o r d s: unsteady moving-boundaries problem, mathematical modeling, limited-aniso-
tropic stratum model, method of straightening of fronts, iterative difference scheme.
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