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Ñòðóêòóðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäåëåé ñèñòåì
ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè

Íà îñíîâàíèè òåîðèè êîíå÷íûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàññìîòðåí êëàññ ìîäåëåé —
ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè òðåõìåðíûõ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ðåøåíû
íåêîòîðûå çàäà÷è ñòðóêòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìîäåëèðîâàíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî è ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ äâóõ çâåíüåâ.

Íà îñíîâ³ òåîð³¿ ñê³í÷åííèõ ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðþâàíü ðîçãëÿíóòî êëàñ ìîäåëåé —
ïåðåäàâàëüí³ ôóíêö³¿ òðèâèì³ðíèõ ñèñòåì ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè. Ðîçâ’ÿçàíî äåÿê³
çàäà÷³ ñòðóêòóðíèõ ïåðåòâîðþâàíü. Íàâåäåíî ïðèêëàäè ìîäåëþâàííÿ ïîñë³äîâíîãî òà
ïàðàëåëüíîãî ç’ºäíàíü äâîõ ëàíöþã³â.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: êîíå÷íûå èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåëåí-
íûìè ïàðàìåòðàìè, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, ñòðóêòóðíûé ìåòîä.

Ñòðóêòóðíûé ìåòîä òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ øèðîêî ïðèìå-

íÿåòñÿ äëÿ ñèñòåì, äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûìè äèô-

ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðèìå-

íåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèå

ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò àëãåáðàè÷åñêóþ ñâÿçü

ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì ñèñòåìû. Îäíàêî ïðèìåíèòü åãî ê ñèñòåìàì ñ

ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè (ÑÐÏ) óäàåòñÿ ëèøü â ïðîñòåéøèõ ñëó-

÷àÿõ. Ïîýòîìó â ñòðóêòóðíîì ìåòîäå äëÿ ÑÐÏ [1] èñïîëüçóåòñÿ ïðåîáðà-

çîâàíèå Ëàïëàñà òîëüêî ïî âðåìåííîìó àðãóìåíòó (åñëè ýòî âîçìîæíî).

Ïðîñòðàíñòâåííûå àðãóìåíòû ó÷èòûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðè-

íà, íàõîæäåíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé, óñëîæíÿþùåé ñòðóê-

òóðíûé ìåòîä. Â ðàáîòå [2] îïèñàíû ôóíêöèè Ãðèíà òèïîâûõ îáúåêòîâ.

Îäíàêî ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ À.Ã. Áóòêîâñêîãî [1] íå ïðèâîäèò ê àëãåáðàè-

÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì ñèñòåìû. Ýòà ñâÿçü îïèñûâàåòñÿ

èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà, ÷òî óñëîæíÿåò àëãîðèò-

ìèçàöèþ ñòðóêòóðíîãî ìåòîäà.
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Ïðèìåíåíèå êîíå÷íûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîçâîëÿåò
àëãåáðàè÷åñêè îïèñàòü ñâÿçü ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì ñèñòåìû. Â ðàáîòå
[3] ïðèâåäåíû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÿäðà êîíå÷íîãî èíòåãðàëüíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îäíàêî â íåé
íå îòðàæåíî âñå ìíîãîîáðàçèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ èìååò ñâîå ÿäðî èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòî òàêæå çà-
òðóäíÿåò àëãîðèòìèçàöèþ çàäà÷ ñòðóêòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÑÐÏ.

Ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðíîãî ìåòîäà íà îñíîâå ñïåêòðàëüíîé òåîðèè íå-
ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ [4—6] óñòðàíÿåò óêàçàííûå òðóäíîñòè,
òàê êàê ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ îïåðèðóåò íåïîñðåäñòâåííî ñ ïåðåäàòî÷íûìè
ôóíêöèÿìè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå àëãîðèò-
ìû îïåðàöèé ñ ìàòðèöàìè. Ñâÿçü ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì ñèñòåìû â
ñïåêòðàëüíîé ôîðìå ïðèíèìàåò àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó.

Ïðîñòðàíñòâåííûé ñèãíàë è ðàñïðåäåëåííûå çâåíüÿ. Íàçîâåì ïðîñò-
ðàíñòâåííûì ñèãíàëîì, èëè ïîëåì, ôóíêöèþ q x y z t( , , , ), çàâèñÿùóþ îò
ïðîñòðàíñòâåííûõ àðãóìåíòîâ x y z D, , � è îò âðåìåííîãî àðãóìåíòà t��,
ãäå D — ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, � — îáëàñòü
÷èñëîâîé îñè [ , ]t T0 . Åñëè ïðîñòðàíñòâåííûé ñèãíàë íå çàâèñèò îò âðå-
ìåííîãî àðãóìåíòà t, òî òàêîé ñèãíàë íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðîñò-
ðàíñòâåííûì ñèãíàëîì. Ïðîñòðàíñòâåííûé ñèãíàë (ïîëå) q x y z t( , , , ), â
çàâèñèìîñòè îò ðåøàåìûõ çàäà÷, ïðèíàäëåæèò êîíêðåòíîìó ôóíêöèî-
íàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó, íàïðèìåð ïðîñòðàíñòâó íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì.

Â ñòðóêòóðíîì ìåòîäå äëÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèñòåì îñíîâíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîíÿòèå çâåíà, à äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì — ïîíÿòèå ðàñïðå-
äåëåííîãî çâåíà. Â ðàñïðåäåëåííîì çâåíå ìîæíî âûäåëèòü âõîä è âûõîä.
Íà âõîä çâåíà ïîñòóïàåò ïðîñòðàíñòâåííûé ñèãíàë f ( , , , )� � � � , à íà âû-
õîäå — ñîçäàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûé ñèãíàë q x y z t( , , , ), (� � �, , �D, ���),
êîòîðûé ìîæåò èìåòü äðóãóþ ðàçìåðíîñòü. Ñõåìàòè÷åñêè òàêîå ðàñïðå-
äåëåííîå çâåíî ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1. Ñâÿçü ìåæäó âõîäíûì f ( , , , )� � � � è
âûõîäíûì q x y z t( , , , ) ñèãíàëàìè çàäàåòñÿ íåêîòîðûì óðàâíåíèåì (ãðàíè÷-
íàÿ çàäà÷à èëè èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå) l q x y z t[ ( , , , )] = f ( , , , )� � � � , ãäå l —
ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå ôóíê-
öèè ïðåîáðàçóþòñÿ â ýêâèâàëåíòíûé âõîäíîé ñèãíàë [2, 7].

Ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð l 	1, îáðàòíûé îïåðàòîðó l, ÷òî

q x y z t( , , , ) = l f	1[ ( , , , )]� � � � =


 ��
Dt

T

G x y z t f d d d d

0

( , , , , , , , ) ( , , , )� � � � � � � � � � � �. (1)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà G ëèíåéíîãî îïåðàòîðà l îäíîçíà÷íî îïèñûâàåò ðàñïðå-

äåëåííîå çâåíî è ñâÿçûâàåò âõîäíîé è âûõîäíîé ðàñïðåäåëåííûå ñèãíàëû
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(ñì. ðèñ. 1), ÿâëÿÿñü ôóíêöèåé âîñüìè àðãóìåíòîâ (øåñòè ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ è äâóõ âðåìåííûõ).

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ, â îáùåì ñëó÷àå êîìï-

ëåêñíûõ, ôóíêöèé { ( , , , )}� ijkh x y z t â ïðîñòðàíñòâå L2. Ïðîñòðàíñòâåííûå

àðãóìåíòû çàäàíû íà îáëàñòè D, à âðåìåííîé àðãóìåíò èçìåíÿåòñÿ â ïðå-

äåëàõ [ , ]t T0 . Ñèñòåìà ìíîãîìåðíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñèñòåì îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé


 ijkh i j k hx y z t x y z t( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( )
� � � � , ãäå ��} — ñèñòåìà îäíîìåðíûõ

îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé.

Ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ÑÕ) âõîäíîãî ðàñïðåäåëåííîãî ñèã-

íàëà f ( , , , )� � � � îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

F f d d d dijkh

D t

T

ijkh
 � �
0

( , , , ) ( , , , )� � � � � � � � � � � � �.

Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ èìååò âèä

f F
ijkh

ijkh ijkh( , , , ) ( , , , )� � � � � � � � �
� . (2)

Ïîäñòàâëÿÿ (2) â (1) è íàõîäÿ ÑÕ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ôîðìóëû (1) îòíîñè-

òåëüíî ñèñòåìû ôóíêöèé{ ( , , , )}� ijkh x y z t , ïîëó÷àåì Q W F
ijkh

i j k h ijkh���� � � � �
� ,

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå Q WF
 , ãäå Q���� — ÑÕ âûõîäíîãî ðàñïðåäåëåí-

íîãî ñèãíàëà,Q x y z t q x y z t dxdydzdt

t

T

D

���� ����
 � �
0


 ( , , , ) ( , , , ) ; W — ÑÕ ôóíê-

öèè Ãðèíà G,

W G x y z t x, yi j k h

D t

T

D t

T

� � � � ����� � � � �
 � � � �
0 0

( , , , , , , , ) ( , z, t)�

�� � � � � � � � �ijkh dxd dyd dzd dtd( , , , ) .

Òàêèì îáðàçîì, ÑÕ W ñâÿçûâàåò ÑÕ âõîäíîãî F è âûõîäíîãî Q ïðîñò-
ðàíñòâåííûõ ñèãíàëîâ (ðèñ. 2). Ïîýòîìó íàçîâåì W ïåðåäàòî÷íîé ôóíê-

Ñòðóêòóðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäåëåé ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè
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F
W

Q

Ðèñ. 2

f ( )�� �� �� �
G x( , )�� �� �� �y z t, , ,

q x y z t( , , , )

Ðèñ. 1



öèåé ðàñïðåäåëåííîãî çâåíà, òàê êàê îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðå-
äåëåííîå çâåíî.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ W òðåõìåðíîé ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåëåííûìè
ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííóþ ìàòðèöó èëè òåíçîð.
Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâåííîé ìàòðèöû çàâèñÿò îò âîñüìè äèñêðåòíûõ àðãó-
ìåíòîâ: i, j, k, h, �� �� �� �. Òàêóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ìàòðèöó óäîáíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîãî (êðîíåêåðîâîãî) ïðîèçâåäåíèÿ ïðÿìîóãîëü-
íûõ ìàòðèö [6]. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà W çàïèñûâàåòñÿ êàê ïðÿìîóãîëü-
íàÿ, à ìàòðèöû F, Q — â âèäå îäíîìåðíûõ ìàòðèö. Äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì
èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íóþ ôîðìó çàïèñè, îïóñêàÿ èíäåêñû ïðè ÑÕ.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûå ñîåäèíåíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ çâåíüåâ.
Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå. Ïóñòü äâà ðàñïðåäåëåííûõ çâåíà ñîåäèíå-

íû ïàðàëëåëüíî (ðèñ. 3). Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâåííûå âõîäíûå è âûõîä-
íûå ñèãíàëû îïðåäåëåíû íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå àðãóìåíòîâ. Òîãäà
ôóíêöèÿ Ãðèíà ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå [1]
G G G
 �1 2, êîòîðîé â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëà

W W W
 �1 2. (3)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå ðàñïðåäåëåííûõ çâåíüåâ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé çâåíüåâ. Åñëè
ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåíî n çâåíüåâ, òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ òàêîãî ñîåäè-

íåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëåW W
i

n

i



�

1

.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå. Ïóñòü äâà ðàñïðåäåëåííûõ çâåíà ñîåäè-
íåíû ïîñëåäîâàòåëüíî (ðèñ. 4). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âûõîäíîãî ïðîñòðàíñò-
âåííîãî ñèãíàëà ðàñïðåäåëåííîãî çâåíà W1 ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ âõîäíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ñèãíàëà ðàñïðåäåëåííîãî çâåíà W2. Ôóíê-
öèÿ Ãðèíà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ çâåíüåâ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

G x y z t G x x y y z z t t

Dt

t

( , , , , , , , ) ( , , , , , , , )� � � � 
 ���
0

2 1 1 1 1

�G x y z t dx dy dz dt1 1 1 1 1 1 1 1 1( , , , , , , , )� � � � . (4)
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F

W1

W2

Q

Ðèñ. 3

F
W1 W2

Q

Ðèñ. 4



Èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ (4) â ñïåêòðàëüíîé ôîðìå ñîîòâåòñòâóåò

ôîðìóëà

W W W
 2 1. (5)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ðàñïðåäåëåííûõ

çâåíüåâ íå êîììóòàòèâíî. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåíî n çâåíüåâ, òî

òàêîå ñîåäèíåíèå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîéW W
i n

i



�

1

. Îäíàêî ïðè ïîñëåäî-

âàòåëüíîì ñîåäèíåíèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî â êàæäîé ïàðå äâóõ

ñîñåäíèõ çâåíüåâ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âûõîäíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ñèã-

íàëà ïðåäûäóùåãî çâåíà äîëæíà ñîâïàäàòü ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ âõîä-

íîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ñèãíàëà ïîñëåäóþùåãî ðàñïðåäåëåííîãî çâåíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ðàñïðåäåëåííûõ

çâåíüåâ â ñïåêòðàëüíîé ôîðìå ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèå ïåðåäàòî÷íûõ

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåííûõ çâåíüåâ â îáðàòíîì ïîðÿäêå ïî îòíîøåíèþ ê

ïîðÿäêó ñëåäîâàíèÿ çâåíüåâ â ñõåìå ñîåäèíåíèÿ.

Ñîåäèíåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Ñõåìà ñîåäèíåíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ

çâåíüåâ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5, ãäå U è Q — ñïåêòðàëü-

íûå õàðàêòåðèñòèêè âõîäíîãî è âûõîäíîãî ïðîñòðàíñòâåííûõ ñèãíàëîâ.

Çâåíî ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W1 íàõîäèòñÿ â êàíàëå ïðÿìîé ñâÿçè, à çâåíî

ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåéW2 — â êàíàëå îáðàòíîé ñâÿçè. Â ðåçóëüòàòå àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè óñëîâèè, ÷òî îïåðàöèÿ îáðàùåíèÿ îñóùåñò-

âèìà, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ òàêîãî ñîåäèíåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîéW 


 � 	( )E W W W1 2

1
1 , èëè W
 � 	W E W W1 2 1

1( ) , ãäå E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà ñòðóêòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåì ñ ðàñ-

ïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.

Ïðèìåð 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà

äâóìåðíûõ ìîäåëüíûõ îáúåêòà: 1 è 2. Âûõîäíîå ïîëå ïåðâîãî îáúåêòà

ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì ïîëåì âòîðîãî îáúåêòà. Òàêèì îáðàçîì, äâà îáúåêòà

ñîåäèíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî (ðèñ. 6). Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû

è òðåõìåðíûå îáúåêòû ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè (ÎÐÏ).

Ñòðóêòóðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäåëåé ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè
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1 2
Q U

Ðèñ. 6



Ïóñòü îáúåêò 1 îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüíûì óðàâíåíèåì
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, ( , , ), 0 1! !x y, , t " 0, q q x y t
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f x y t e x y( , , ) ( )
 	 �	1 2 2 . (6)

Çàäàäèì íà÷àëüíûå, q x y q x y x y( , , ) ( , )0 0
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g x t e xt( , , )

( , )
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24
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 	 ,

óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà.

Îáúåêò 2 îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüíûì óðàâíåíèåì
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2 2

( , , ), 0 1! !x y, , t " 0, u u x y t
 ( , , ). (7)

Çàäàåì íà÷àëüíûå, u x y t( , , ) 
0, è ãðàíè÷íûå, u y t u y t( , , ) ( , , )0 1 0
 
 ,

u x t u x t( , , ) ( , , )0 1 0
 
 , óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà. Ñóùåñòâóåò âçàèìîñâÿçü ìåæ-

äó äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îáúåêòà è åãî

ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W. Ýòà âçàèìîñâÿçü óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ïðàâèë ïðåîáðàçîâàíèÿ (òðàíñôîðìàöèè) â ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü.

Äëÿ çàïèñè ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé (6) è (7) â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè íåîá-

õîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè [6].

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè òðåõ àðãóìåíòîâ q x y t( , , ) ïî âðåìåí-

íîìó àðãóìåíòó â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

�

�

q x y t

t
E E P Q Q t

( , , )
( ) ( )# $ $ 	 0 0% , (8)

ãäå $ — ñèìâîë ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö; P — ìàòðèöà ÑÕ îïåðà-

òîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [4]; Q — ÑÕ ôóíêöèè q x y t( , , ); % t ( )0 — ÑÕ

äåëüòà-ôóíêöèè â òî÷êå 0 [4]; Q0 — ÑÕ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ôóíêöèè

q x y0( , ) .

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè òðåõ àðãóìåíòîâ q x y t( , , ) ïî ïðîñò-

ðàíñòâåííûì àðãóìåíòàì ñ ó÷åòîì íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî

ðîäà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì

�

� �

2q x y t

x
R E E Q

( , , )
( )# $ $P , (9)
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�

� �

2q x y t

y
E R E Q

( , , )
( )# $ $P , (10)

ãäå P — ÑÕ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íå ó÷èòûâàþùàÿ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé [4]; R — ÑÕ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ [6]. Åñëè çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà, òî

ïîëó÷àåì

�

� �

2

1 20 1
q x y t

x
R E E Q G Gx x

( , , )
( ) [ ( ) ( ) ]# $ $ 	 	P % % , (11)

�

� �

2

3 40 1
q x y t

y
E R E Q G Gy y

( , , )
( ) [ ( ) ( ) ]# $ $ 	 	P % % , (12)

ãäå % x ( )0 , % x ( )1 , % y ( )0 , % y ( )1 — ÑÕ äåëüòà-ôóíêöèé â òî÷êàõ 0 è 1; G1, G2,

G3, G4 — ÑÕ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äëÿ ó÷åòà ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé èñïîëüçóåòñÿ ðàçëè÷íûé ïîðÿäîê ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö R,P: äëÿ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà — ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ÑÕ PR, äëÿ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòîðîãî ðîäà — ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ÑÕ RP .

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà (8)—(12), óðàâíåíèÿ (6), (7), çàïèñàííûå â ïðîñò-

ðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáëàñòè, çàïèøåì â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè.

Äëÿ îáúåêòà 1:

( ) , ( ) ( )E E P Q R E E E R E Q E E E Q F H G$ $ 	 $ $ � $ $ � $ $ 
 � 	05 P P ,

ãäå F — ÑÕ ôóíêöèè f x y t( , , ); H Q t
 0 0% ( ); G G Gx y
 �% %( ) ( )1 12 4.

Îòñþäà Q W F H G
 � 	1( ) , ãäå

W E E P R E E E R E E E E1
105
 $ $ 	 $ $ � $ $ � $ $ 	[ , ( ) ]P P . (13)

Äëÿ îáúåêòà 2:

( ) ( ) ( )E E P U R E E U E R E U Q$ $ 	 $ $ 	 $ $ 
P P (14)

è çàäàíû íóëåâûå íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Èç (14) íàõîäèì

U W Q
 2 , ãäå

W E E P R E E E R E2
1
 $ $ 	 $ $ 	 $ $ 	( )P P . (15)

Ñâÿçü ìåæäó âõîäîì îáúåêòà 1 è âûõîäîì îáúåêòà 2 íà îñíîâàíèè (5)

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

U W F H G
 � 	( ) , (16)

ãäå W W W
 2 1.
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Ïðèìåð 2. Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå. Ðàññìîòðèì äâà ìîäåëüíûõ

îáúåêòà, 3 è 4, ñîåäèíåííûõ ïàðàëåëüíî (êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3).
Îáúåêò 3 îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüíûì óðàâíåíèåì
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 	 sin ( ) sin ( ),

0 1! !x y, , t " 0, q q x y t3 3
 ( , , ) .

Çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå q x y q x y x y3 300( , , ) ( , ) sin ( ) sin ( )
 
 & & è ãðàíè÷íîå

óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà g y t g y t g x t g x t31 32 33 340 1 0 1 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
 
 
 
 .

Îáúåêò 4 îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüíûì óðàâíåíèåì

�

�

�

�

�

�
& & &
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q
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q

x

q

y
e x yt4

2
4

2
4 22	 	 
 	 sin ( ) sin ( ) ,

0 1! !x y, , t " 0, q q x y t4 4
 ( , , ) .

Çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå q x y q x y x y4 400( , , ) ( , ) sin ( ) sin ( )
 
 & & è ãðàíè÷íîå

óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà g y t g y t g x t g x t41 42 43 440 1 0 1 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
 
 
 
 .

Ìîäåëè îáúåêòîâ ïðåäñòàâèì â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè. Èñïîëüçóÿ ïðà-

âèëà (8)—(10) äëÿ îáúåêòà 3, çàïèøåì

( ) ( ) ( ) ( )E E P Q R E E Q E R E Q E E E Q F H$ $ 	 $ $ 	 $ $ � $ $ 
 �3 3 3 3P P ,

ãäå Q3 — ÑÕ ôóíêöèè q x y t3( , , ); F — ÑÕ ôóíêöèè 2 2& & &e x yt	 sin ( ) sin ( );

H — ÑÕ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Îòñþäà Q W F H3 3
 �( ), ãäå

W E E P R E E E R E E E E3
1
 $ $ 	 $ $ 	 $ $ � $ $ 	( )P P . (17)

Äëÿ îáúåêòà 4 , èñïîëüçóÿ ïðàâèëà (8)—(10), çàïèøåì

( ) ( ) ( )E E P Q R E E Q E R E Q F H$ $ 	 $ $ 	 $ $ 
 �4 4 4P P ,

ãäå Q4 — ÑÕ ôóíêöèè q x y t4( , , ). Îòñþäà Q W F H4 4
 �( ), ãäå

W E E P R E E E R E4
1
 $ $ 	 $ $ 	 $ $ 	( )P P . (18)

Íà îñíîâàíèè (3) ñâÿçü ìåæäó âõîäîì F H� è âûõîäîì Q Q Q
 �3 4

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Q W W F H
 � �( ) ( )3 4 . (19)

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîãî
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ñîåäèíåíèÿ ÎÐÏ ïðîâåäåíî ïî ôîðìóëàì (13), (15), (16). Ìàòðèöû P R, ,P
âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì [4, 6]

P t
d t

dt
dtij i
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ãäå { ( )}� t è { ( )}� x — ñèñòåìû îðòîíîðìèðîâàííûõ íà èíòåðâàëå [0, 1]

áàçèñíûõ ôóíêöèé, â êà÷åñòâå êîòîðûõ èñïîëüçîâàíû ïîëèíîìû Ëåæàíä-

ðà. Ìàòðèöû P R, ,Pðàçìåðà 6 � 6 èìåþò ñëåäóþùèå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ:
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0 1039 0

,

,

, ,

, 1587 0 0

663 0 1483 0 199 0

,

, , ,	 	 	

'

(

)
)
)
)
)
)
)

*

+

,
,
,
,
,
,
,

.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÑÕ â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ îáëàñòü
âûïîëíåíî ïî ôîðìóëå

u x y t U x y t
i j k

ijk i j k( , , ) ( ) ( ) ( )
��� � � � .
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t x y Ýòàëîí u t x y Ýòàëîí u

0,25 0,25 0 0 0 0,75 0,25 0 0 0

0,25 0,25 0,25 0,001 0,001 0,75 0,25 0,25 0,003 0,003

0,25 0,25 0,5 0,004 0,004 0,75 0,25 0,5 0,01 0,01

0,25 0.25 0,75 0,008 0,008 0,75 0,25 0,75 0,21 0,021

0,25 0.25 1 0 0 0,75 0,25 1 0 0

0,25 0,5 0 0 0 0,75 0,5 0 0 0

0,25 0,5 0,25 0,004 0,004 0,75 0,5 0,25 0,01 0,01

0,25 0,5 0,5 0,014 0,014 0,75 0,5 0,5 0,035 0,035

0,25 0,5 0,75 0,032 0,031 0,75 0,5 0,75 0,076 0,076

0,25 0,5 1 0 	0,001 0,75 0,5 1 0 	0,001

0,25 0,75 0 0 0 0,75 0,75 0 0 0

0,25 0,75 0,25 0,008 0,008 0,75 0,75 0,25 0,021 0,021

0,25 0,75 0,5 0,032 0,031 0,75 0,75 0,5 0,076 0,076

0,25 0,75 0,75 0,071 0,07 0,75 0,75 0,75 0,165 0,165

0,25 0,75 1 0 	0,001 0,75 0,75 1 0 -0,002

0,5 0,25 0 0 0 1 0,25 0 0 0

0,5 0,25 0,25 0,002 0,002 1 0,25 0,25 0,003 0,003

0,5 0,25 0,5 0,007 0,007 1 0,25 0,5 0,012 0,012

0,5 0,25 0,75 0,015 0,015 1 0,25 0,75 0,025 0,025

0,5 0,25 1 0 0 1 0,25 1 0 0

0,5 0,5 0 0 0 1 0,5 0 0 0

0,5 0,5 0,25 0,007 0,007 1 0,5 0,25 0,012 0,012

0,5 0,5 0,5 0,026 0,026 1 0,5 0,5 0,043 0,043

0,5 0,5 0,75 0,057 0,057 1 0,5 0,75 0,09 0,09

0,5 0,5 1 0 	0,001 1 0,5 1 0 0

0,5 0,75 0 0 0 1 0,75 0 0 0

0,5 0,75 0,25 0,015 0,015 1 0,75 0,25 0,025 0,025

0,5 0,75 0,5 0,057 0,057 1 0,75 0,5 0,09 0,09

0,5 0,75 0,75 0,126 0,126 1 0,75 0,75 0,188 0,189

0,5 0,75 1 0 	0,003 1 0,75 1 0
�0,001



Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðàçìåðíîñòè ÑÕ, ðàâíîé 10, ïðèâåäå-

íû â òàáëèöå, ãäå òàêæå óêàçàíû ðåçóëüòàòû ýòàëîííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ

îáúåêòà 1 ïðè f x y t e x yt( , , ) ( )
 	 �	 2 2 ðåøåíèå èìååò âèä q e x yt
1

2 2
 	 è

ÿâëÿåòñÿ âõîäîì îáúåêòà 2. Âûõîä îáúåêòà 2 (ýòàëîííîå ðåøåíèå) ïîëó÷åíî

÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ôóíêöèè Ãðèíà îáúåêòà 2 è q1 [2]. Ðåçóëüòàòû

ýòàëîííîãî ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì ïðàêòè÷åñêè ñîâ-

ïàäàþò, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé.

Ìîäåëèðîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ÎÐÏ ïðîâåäåíî ïî ôîð-

ìóëàì (17)—(19). Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé èñïîëüçîâàíû îðòîíîð-

ìèðîâàííûå íà èíòåðâàëå [0, 1] ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Äëÿ îáúåêòà 3 ïðè

f x y t e x yt( , , ) sin( )sin( )
 	2 2& & & ðåøåíèå èìååò âèä q e x yt
3 
 	 	 sin( )sin( )& & .

Âûõîä îáúåêòà 4 ïîëó÷åí ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè Ãðèíà. Ïîñêîëüêó ðå-

çóëüòàòû ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì äëÿ ðàçìåðíîñòè ÑÕ, ðàâíîé 10, è

ýòàëîííîãî ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, ýòè ðåøåíèÿ íå ïðèâåäåíû.

Âûâîäû

Ñòðóêòóðíûé ìåòîä äàåò íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñëîæíîé âçàèìîñâÿçè

â ÎÐÏ, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè êàê îò âðåìå-

íè, òàê è îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ìåòîä ïîçâîëÿåò åäèíûì ñïîñîáîì îïðåäåëèòü ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ,

óñòàíàâëèâàþùóþ ñâÿçü ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì âñåé ñèñòåìû, åñëè èç-

âåñòíà åå ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà è ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè âñåõ çâåíüåâ.

Ïåðåõîä â ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü ïîçâîëÿåò çàìåíèòü îïåðàöèè èíòåã-

ðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íàä ìàòðè-

öàìè ÑÕ, ÷òî óïðîùàåò ðåøåíèå ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ÎÐÏ.

Ïîñêîëüêó ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè íàä êâàä-

ðàòíûìè ìàòðèöàìè, ìåòîä óäîáåí â ïðîãðàììèðîâàíèè.
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Yu.A. Klevtsov

STRUCTURAL TRANSFORMATIONS
OF SYSTEMS WITH DISTRIBUTED PARAMETERS

A class of models – transfer functions of three-dimensional systems with distributed parameters –
has been considered on the basis of the theory of finite integrated transformations. The tasks of
structural transformations have been solved. Examples of modeling the series and parallel con-
nection of the two units are given.

K e y w o r d s: finite integral transformations, systems with distributed parameters, transfer func-
tion, structural method.
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ÊËÅÂÖÎÂ Þðèé Àëåêñååâè÷, êàíä. òåõí. íàóê. Â 1973 ã. îêîí÷èë Êèåâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé
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