
ÓÄÊ 621.365.6:621.791.753

Ñ.Þ. Ìàêñèìîâ, ä-ð òåõí. íàóê, Å.À. Ïðèëèïêî, êàíä. òåõí. íàóê
Èí-ò ýëåêòðîñâàðêè èì. Å.Î. Ïàòîíà ÍÀÍ Óêðàèíû
(Óêðàèíà, 03680, Êèåâ-150, óë. Áîæåíêî, 11,
òåë. 2680486, å-mail: ead56@ukr.net),
Å.À. Ðûáàëêèí, êàíä. òåõí. íàóê
Èí-ò ïðîáëåì ìîäåëèðîâàíèÿ â ýíåðãåòèêå èì. Ã.Å. Ïóõîâà ÍÀÍ Óêðàèíû
(Óêðàèíà, 03164, Êèåâ, óë. Ãåíåðàëà Íàóìîâà, 15,
òåë. 4249160, å-mail: rybalkin_e@mail.ru)

Îñåñèììåòðè÷íàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü
ðàñïðåäåëåíèÿ ñèíóñîèäàëüíîãî ñâàðî÷íîãî òîêà
ïðè äóãîâîé ñâàðêå çàçîðà â ïëàñòèíå

Ïîëó÷èë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîä ðåäóêöèè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåññû â îñåñèì-
ìåòðè÷íîé ñèñòåìå äóãîâîé ñâàðêè ñèíóñîèäàëüíûì òîêîì. Ó÷òåíû óñëîâèÿ ïðîòåêàíèÿ
ñâàðî÷íîãî ïðîöåññà è ðåàëüíûå ýëåêòðîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ, îáðà-
çóþùèõ ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíóþ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü.

Îòðèìàâ ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ìåòîä ðåäóêö³¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ð³âíÿíü Ìàêñâåëëà äî
ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ÿêà îïèñóº åëåêòðîìàãí³òí³ ïðîöåñè â â³ñåñèìåòðè÷í³é
ñèñòåì³ äóãîâîãî çâàðþâàííÿ ñèíóñî¿äàëüíèì ñòðóìîì. Âðàõîâàíî óìîâè ïðîò³êàííÿ çâà-
ðþâàëüíîãî ïðîöåñó ³ ðåàëüí³ åëåêòðîô³çè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àë³â, ùî óòâîðþþòü
³ñòîòíî íåîäíîð³äíó ðîçðàõóíêîâó îáëàñòü.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: äóãîâàÿ ñâàðêà, ðàñïðåäåëåíèå ñâàðî÷íîãî òîêà, èíòåãðàëüíàÿ
ìîäåëü, ïîòîê ðàñïëàâà, âèõðåâûå òîêè, çàðÿäû.

Ðàçðàáîòêà îïòèìàëüíîé òåõíîëîãèè ýëåêòðîäóãîâîé ñâàðêè íåðàçðûâíî

ñâÿçàíà ñ ðàñ÷åòîì îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ðåæèìà ñâàðêè ïî çàäàííûì

ïîêàçàòåëÿì êà÷åñòâà ñâàðíîãî ñîåäèíåíèÿ. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîãî

óðîâíÿ êà÷åñòâà ñâàðíûõ øâîâ ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìåþò âíåøíèå

ýëåêòðîìàãíèòíûå âîçäåéñòâèÿ íà ïîòîêè ðàñïëàâà ïðè äóãîâîé ñâàðêå.

Ýòî â ïîëíîé ìåðå îòíîñèòñÿ è ê ïîäâîäíîé ñâàðêå.

Àíàëèç îïóáëèêîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî íåçàâèñèìî

îò ñïîñîáîâ è óñëîâèé ñâàðêè ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííûé äèàïàçîí ïàðà-

ìåòðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî âîçäåéñòâèÿ íà æèäêèé ìåòàëë, ïðè êîòîðîì

äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ïîâûøåíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ è ôèçèêî-õèìè÷åñ-
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êèõ ñâîéñòâ ñâàðíûõ ñîåäèíåíèé [1—6]. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì äèàïàçîíå

ïðîÿâëÿþòñÿ çàêîíîìåðíîñòè, îïðåäåëÿþùèå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè âûáî-

ðà ïàðàìåòðîâ ðåæèìà ýëåêòðîìàãíèòíîãî âîçäåéñòâèÿ. Îïðåäåëåíèå äèàïà-

çîíà äëÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ ìàòåìà-

òè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñâàðî÷íîãî òîêà,

ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ óñèëèé è ïåðåìåùåíèé â ðàñïëàâå âàííû.
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Ñõåìà äóãîâîé ñâàðêè ñ îñåñèììåòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì òîêà (à) è åå ñå÷åíèå ìåðè-
äèàííîé ïëîñêîñòüþ � � 0 (á): V� — ïðîñòðàíñòâî, îêðóæàþùåå ñâàðî÷íóþ óñòàíîâêó;
V V V V V V0 1 2 3 4 5, , , , , — îáúåìû ñîîòâåòñòâåííî ïðîâîäîâ ñâàðî÷íîé öåïè, ýëåêòðîäà, äóãè,
êàïëè, âàííû ñ ðàñïëàâîì, ñâàðèâàåìîé äåòàëè; D D D D D D D0 1 2 3 4 5, , , , , , � — ñå÷åíèÿ
ìåðèäèàííîé ïëîñêîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåìîâ; S L10 10( ) — ãðàíèöà ìåæäó ýëåêòðî-
äîì è ïåðâûì êîíòàêòîì ñîåäèíèòåëüíîãî ïðîâîäà (ñëåä ãðàíèöû S10, ïåðåñå÷åííîé
ìåðèäèàííîé ïëîñêîñòüþ); S L1 1� �( ) — ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäà è îêðóæàþùåãî
ïðîñòðàíñòâà (ñëåä ãðàíèöû S1� , ïåðåñå÷åííîé ìåðèäèàííîé ïëîñêîñòüþ); S L12 12( ) —
ãðàíèöà ìåæäó ýëåêòðîäîì è äóãîé (ñëåä ãðàíèöû S12, ïåðåñå÷åííîé ìåðèäèàííîé ïëîñ-
êîñòüþ); S L2 2� �( ) — ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè äóãè è îêðóæàþùåãî ïðîñòðàíñòâà (ñëåä
ãðàíèöû S 2� , ïåðåñå÷åííîé ìåðèäèàííîé ïëîñêîñòüþ); S L32 32( )— ãðàíèöà ìåæäó êàïëåé
ìåòàëëà è äóãîé (ñëåä ãðàíèöû S 32, ïåðåñå÷åííîé ìåðèäèàííîé ïëîñêîñòüþ); S L42 42( ) —
ãðàíèöà ðàñïëàâà âàííû è äóãè (ñëåä ãðàíèöû S 42, ïåðåñå÷åííîé ìåðèäèàííîé ïëîñ-
êîñòüþ); S L45 45( ) — ãðàíèöà ðàñïëàâà âàííû è äåòàëè (ñëåä ãðàíèöû S 45, ïåðåñå÷åííîé
ìåðèäèàííîé ïëîñêîñòüþ); S L5 5� �( ) — ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè ñâàðèâàåìîé äåòàëè è îêðó-
æàþùåãî ïðîñòðàíñòâà (ñëåä ãðàíèöû S 5� , ïåðåñå÷åííîé ìåðèäèàííîé ïëîñêîñòüþ);
S L50 50( ) — ãðàíèöà ìåæäó ñâàðèâàåìîé äåòàëüþ è âòîðûì êîíòàêòîì ñîåäèíèòåëüíîãî
ïðîâîäà (ñëåä ãðàíèöû S 50, ïåðåñå÷åííîé ìåðèäèàííîé ïëîñêîñòüþ)



Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íåäîñòàòî÷íî âíèìàíèÿ óäåëÿëîñü âîïðîñàì

âçàèìîäåéñòâèÿ ñâàðî÷íîãî òîêà ñ âíåøíèì ýëåêòðîìàãíèòíûì âîçäåéñò-

âèåì íà æèäêèé ìåòàëë ïðè äóãîâîé ñâàðêå. Ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñâàðî÷íîãî òîêà ïîñâÿùåíû ðàáîòû [7, 8], â êîòî-

ðûõ ðàññìîòðåíû òðåõìåðíûå èíòåãðàëüíûå ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-

ñòîÿííîãî è ñèíóñîèäàëüíîãî ñâàðî÷íîãî òîêîâ. Ðàáîòà [9] ïîñâÿùåíà

îñåñèììåòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîñòîÿííîãî ñâàðî÷íîãî òîêà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Áóäåì ñâàðèâàòü çàçîð â ïëàñòèíå, èìåþùåé

ôîðìó öèëèíäðà (ñì. ðèñóíîê), ñ ïîìîùüþ äóãîâîé ýëåêòðîñâàðêè. Ñèíó-

ñîèäàëüíûé ñâàðî÷íûé òîê ïðîòåêàåò ïî ïðîâîäíèêó, îáðàçîâàííîìó

êîíòàêòîì ñëåäóþùèõ òåë: ïðîâîäîâ ñâàðî÷íîé öåïè, ýëåêòðîäà, äóãè è

äåòàëè. Äóãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîâîäíèê êîíóñîîáðàçíîé ôîðìû, â

îáúåìå êîòîðîé íàõîäÿòñÿ êàïëè ðàñïëàâà ýëåêòðîäà. Ñ÷èòàåòñÿ çàäàí-

íûì: ïðîâîäèìîñòü è ôîðìà ïëàçìû, ðàçìåðû è ÷èñëî êàïåëü, ïðîâî-

äèìîñòü ìàòåðèàëà êàïåëü, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Êàïëè èìåþò ñôåðè-

÷åñêóþ ôîðìó, âàííà — ôîðìó ïîëóñôåðû. Ïîñêîëüêó ìàññèâíûå òåëà

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîñíî ðàñïîëîæåííûå â ïðîñòðàíñòâå òåëà âðà-

ùåíèÿ, îñü ñâàðî÷íîé ñèñòåìû ñîâìåùåíà ñ îñüþ z öèëèíäðè÷åñêîé ñèñ-

òåìû êîîðäèíàò ( , , )� � z .

Ïîëàãàåì, ÷òî ïî ñâàðî÷íîé óñòàíîâêå ïðîòåêàåò êâàçèñòàöèîíàðíûé

ñèíóñîèäàëüíûé òîê ÷àñòîòû f, óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü �
ìàòåðèàëîâ ìàññèâíûõ ïðîâîäíèêîâ èçâåñòíà è ïîñòîÿííà äëÿ êàæäîãî

ïðîâîäíèêà è ñâàðî÷íûé øîâ îòñóòñòâóåò (íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè).

Ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàþò çàäà÷ó, òàê êàê ðàñïðå-

äåëåíèå òîêà ìîæíî ñ÷èòàòü îñåñèììåòðè÷íûì.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îñåñèììåòðè÷íóþ èíòåãðàëüíóþ ìîäåëü ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñèíóñîèäàëüíîãî ñâàðî÷íîãî òîêà, à èìåííî ñèñòåìó èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî:

âåêòîðà ïëîòíîñòè ñâàðî÷íîãî òîêà â ñå÷åíèè ïðîâîäíèêîâ ìåðèäèàí-

íîé ïëîñêîñòüþ;

çàðÿäîâ íà ñëåäå ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäà è íà ñëåäå êîíòàêòíûõ ïî-

âåðõíîñòåé îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ;

âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà íàìàãíè÷åííîñòè íà ñëåäå ïîâåðõíîñòè ôåð-

ðîìàãíèòíîé ÷àñòè ïðîâîäíèêîâ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: n10 — íîðìàëü ê L10, ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâ-

ëåíèå êîòîðîé ïðèíÿòî èç ñå÷åíèÿ ýëåêòðîäà â ñîåäèíèòåëüíûé ïðîâîä;

n1�— íîðìàëü ê L1� , ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå êîòîðîé ïðèíÿòî èç

ñå÷åíèÿ ýëåêòðîäà â îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî; n12 — íîðìàëü ê L12,

ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå êîòîðîé ïðèíÿòî èç ñå÷åíèÿ ýëåêòðîäà â ñå-

÷åíèå äóãè; n2� — íîðìàëü ê L2� , ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå êîòîðîé

Îñåñèììåòðè÷íàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ñèíóñîèäàëüíîãî
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ïðèíÿòî èç ñå÷åíèÿ äóãè â îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî; n32 — íîðìàëü ê

L32, ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå êîòîðîé ïðèíÿòî èç ñå÷åíèÿ ðàñïëàâ-

ëåííîé êàïëè ýëåêòðîäà â ñå÷åíèå äóãè; n42 — íîðìàëü ê L42, ïîëîæèòåëüíîå

íàïðàâëåíèå êîòîðîé ïðèíÿòî èç ñå÷åíèÿ ðàñïëàâà ìåòàëëà â ñå÷åíèå äóãè;

n45 — íîðìàëü ê L45, ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå êîòîðîé ïðèíÿòî èç ñå÷å-

íèÿ ðàñïëàâà ìåòàëëà â ñå÷åíèå ñâàðèâàåìîé äåòàëè; n5� — íîðìàëü ê L5� ,

ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå êîòîðîé ïðèíÿòî èç ñå÷åíèÿ ïëàñòèíû â îêðó-

æàþùåå ïðîñòðàíñòâî; n50 — íîðìàëü ê L50, ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå

êîòîðîé ïðèíÿòî èç ñå÷åíèÿ ýëåêòðîäà â ñîåäèíèòåëüíûé ïðîâîä.

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñè-

íóñîèäàëüíîãî ñâàðî÷íîãî òîêà. Ïóñòü òîê â ïðîâîäàõ, ïèòàþùèõ ñâà-

ðî÷íóþ óñòàíîâêó, èçìåíÿåòñÿ ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó: i I t0 0� sin ( )� ,

ãäå I 0 — àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå òîêà â öåïè; � 	�2 f ; f — ÷àñòîòà òîêà.

Îñíîâíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ðàññìàòðèâàåìîå îñåñèììåòðè÷-

íîå ðàñïðåäåëåíèå òîêà, çàïèñûâàåì â êîìïëåêñàõ:

âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà — � � ( ) � ( )
 
 �� 
 ��� �� �e ez zz z ;

âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ — � � ( ) � ( )E e e� �� � �� ��E z E zz z ;

âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë —

� � ( ) � ( )A e e� �� � �� ��A z A zz z , (1)

ãäå e e e� �, , z — îðòû öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; �� z — êîîðäè-
íàòû â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ðàñ÷åò îñåñèììåòðè÷íîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñâàðî÷íîãî òîêà äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü â îäíîé ìåðèäèàííîé
ïëîñêîñòè� �const, òàê êàê â îñòàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ îíî áóäåò èäåíòè÷íûì.

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ñèíóñîèäàëüíîãî ñâàðî÷íîãî òîêà. Ñôîðìóëèðóåì â òåðìèíàõ êîìïëåê-
ñà âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà �A è êîìïëåêñà ñêàëÿðíîãî ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà �� êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ðàñ÷åòà ïëîòíîñòè ñèíóñîè-
äàëüíîãî ñâàðî÷íîãî òîêà â îñåñèììåòðè÷íîé ñèñòåìå äóãîâîé ñâàðêè:

óðàâíåíèÿ â V1 —


 � �A=��
1, (2)


�� 1 0� , (3)

� �
 �1 1 1� E , (4)

� �

�E A1 1 1� � � �j �� ; (5)

óðàâíåíèÿ â V N , N �2 5, ..., , —


 � �A N N=�� 
0 , (6)


�� N �0, (7)
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� �
 �N N N� E , (8)

� �

�E AN N Nj� � � ��� ; (9)

óðàâíåíèÿ â V0 —


 � �A 0 0 0=�� 
 , (10)


�� 0 0� ; (11)

óðàâíåíèÿ â V� —


 �A � = 0 , (12)


�� � � 0 .

Çäåñü �
 N — êîìïëåêñ ïëîòíîñòè âèõðåâîãî òîêà â ìàññèâíîì ïðîâîäíèêå

V N , N �1 5,..., ; �
0 — êîìïëåêñ ïëîòíîñòè òîêà â ñâàðî÷íîé öåïè, �
� /
0 0 0� i S ,

ãäå S 0 — ñå÷åíèÿ ïðîâîäîâ ñâàðî÷íîé öåïè, �i0 — êîìïëåêñíîå çíà÷åíèå

òîêà; � — àáñîëþòíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ôåððîìàãíèòíîãî ýëåêò-

ðîäà; �0 — ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, � 	0
74 10� � � Ãí/ì.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå S nf ìàññèâíûõ íåôåððîìàãíèòíûõ
ïðîâîäíèêîâ çàïèñûâàåì â âèäå

[ � , ] [ � , ]A n A n
� ��Q Q , Q S nf� , S S S S S S Snf � � � � � �� �2 23 42 45 5 50; (13)

[ � ] [ � ]n A n AQ Q, rot , rot� �� , Q S nf� , S S S S S S Snf � � � � � �� �2 23 42 45 5 50,

(14)

à íà ãðàíèöå S1 ôåððîìàãíèòíîãî ýëåêòðîäà — â âèäå

[ � , ] [ � , ]A n A n
� ��Q Q , Q S� 1, S S S S1 10 1 12� � �� ; (15)

1 1

0� �
[ � ] [ � ]n A n AQ Q, rot , rot� �� , Q S� 1, S S S S1 10 1 12� � �� , (16)

ãäå � , �A A
� � — ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïðè ñòðåì-

ëåíèè òî÷êè Q ê ãðàíèöå S ìàññèâíûõ ïðîâîäíèêîâ ñ âíóòðåííåé è âíåø-

íåé ñòîðîíû; rot rot� , �A A
� � — òî æå äëÿ ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà;

nQ — âíåøíÿÿ ê ãðàíèöå ìàññèâíîãî òåëà íîðìàëü â òî÷êå Q. Íà áåñêî-

íå÷íîñòè äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

� ( )A � �0. (17)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ��:

íà S10

�
��

�
�� 
1

1

10

1 010 10

�

� �

n
j An n� � � , � �� �1 0� � const; (18)

Îñåñèììåòðè÷íàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ñèíóñîèäàëüíîãî

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2016. Ò. 38. ¹ 5 89



íà S1�

��

�
�

�

�
1

1
1n

j An

�

� �
�

; (19)

íà S12

�
��

�
�

��

�
� �� �1

1

12

2
2

12

1 2 12

� �

) �

n n
j An� � � , � �� �1 2� ; (20)

íà S 2�

��

�
�

�

�
2

2
2n

j An

�

� �
�

; (21)

íà S 23

�
��

�
�

��

�
� �� �3

3

32

2
2

32

3 2 32

� �

) �

n n
j An� � � , � �� �3 2� ; (22)

íà S 42

�
��

�
�

��

�
� �� �4

4

42

2
2

42

4 2 42

� �

) �

n n
j An� � � , � �� �4 2� ; (23)

íà S 45

�
��

�
�

��

�
� �� �4

4

45

5
5

45

4 5 45

� �

) �

n n
j An� � � , � �� �4 5� ; (24)

íà S 5�

��

�
�

�

�
5

5
5n

j An

�

� �
�

; (25)

íà S 50

�
��

�
�� 
5

5

50

5 050 50

�

� �

n
j An n� � � , � �� �5 0� � const , (26)

ãäå �
0 10n , �
0 50n — ïðîåêöèÿ êîìïëåêñà ïëîòíîñòè òîêà �
0 íà íîðìàëü n10,

n50; �Ani
— ïðîåêöèÿ êîìïëåêñà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà íà íîðìàëü n i ,

i� � � �{ , , , , , , , , }10 1 12 2 32 42 45 5 50 .

Íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèé (2), (6), (10), (12) â âèäå ñëåäóþùåé

êîìáèíàöèè îáúåìíûõ ïîòåíöèàëîâ è ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ [10]:

� ( )
� ( ) � ( )

A Q
M

r
dV

M

r
ds

V QM

M

S QM

M

N

� � �� �
�

�
	


 �

	

� �

	4 4 4
1 1

1 0 0

0 2

5

,

� ( )
� �

V

N

QM

M

N

M

r
dV



, (27)
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êîòîðûé àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (13)—(15).

Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà � ( )A Q îïðå-

äåëÿåòñÿ êîìïëåêñîì ïëîòíîñòè òîêîâ �
 â ìàññèâíûõ ïðîâîäíèêàõ è êîìï-

ëåêñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ïðîñòîãî ñëîÿ òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè �� íà

ãðàíèöå ôåððîìàãíèòíîãî ýëåêòðîäà.

Êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî àçèìó-

òàëüíîìó óãëó ñ ó÷åòîì (1) â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèìóò âèä

� ( ) � ( ) ( ) � ( )A Q M f k ds M

D

M

Q

M

L

M

Q

� � �
�
	



�

�

�

	
�

�

�
� �� �2 2

1 1

1
0

1 f k dl M( ) �

�
�
� �

�

	



�

�
�

0

0 2

5

2 N D

N
M

Q

M

N

M f k ds
,

� ( ) ( ) ; (28)

� ( ) � ( ) ( ) � ( )A Q M K k kds Mz

D

z
M

Q

M

L

z
M� �� �

�
	



�

�

�

	
�

�

�2 2
1 1

1
0

1

Q

MK k kdl( ) �

�
�
� �

�

	



�

�
0

0 2

5

2 N D

Nz
M

Q

M

N

M K k kds
,

� ( ) ( ) , (29)

ãäå

f k
k

k K k
k

E k( ) ( ) ( )� ��
�
� �

�
� �

2 2
;

k
z z

Q M

Q M Q M

2 2 2

4
�

� � �

� �

� �( ) ( )
;

K k
d

k
( )

sin

/

�
�

�
0

2

2 21

	
�

�
; E k k d( ) sin

/

� ��
0

2
2 21

	

� �;

K k( ), E k( )— ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è

âòîðîãî ðîäà ìîäóëÿ k;� M , z M è�Q , zQ — êîîðäèíàòû â öèëèíäðè÷åñêîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè M è òî÷êè Q.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (3), (7), (11) áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû ïîòåí-

öèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ:

� ( )
� ( )

�
	

 
Q

M

r
ds

i S

i

QM

M

i

� � �
1

4
, i� � � �{ , , , , , , , , }10 1 12 2 32 42 45 5 50 , (30)

ãäå � i — ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ S i .
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Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî àçèìóòàëüíîìó óãëó ôîðìóëà (30) â öèëèíä-

ðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò âèä [11]

� ( ) � ( ) ( )�
!	

 
�

�
Q M K k kdl

i S

i
M

Q

M

i

� � �
1

, i� � � �{ , , , , , , , , }10 1 12 2 32 42 45 5 50 ,

(31)

îòêóäà îïðåäåëÿåì ãðàäèåíò êîìïëåêñà ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà:

� � �� �� ( ) � ( )( ( , ) ( , ) )�
!	

 �Q M H Q M W Q M dl
i S

i z M

i

1
e e ,

i� � � �{ , , , , , , , , }10 1 12 2 32 42 45 5 50 ,

ãäå

H Q M f k f k

Q M

M

Q Q M

( , ) ( ) ( )� �2 1

1

� �

�

� � �
; W Q M

z z
f k

M Q

Q Q M

( , )
( )

( )�
�

� � �
2 ;

f k k K k
k

k
E k1

2

2

2

2 1
( ) ( )

( )
( )� �

�

�

"

#
$

%

&
'; f k

k

k
E k2

3

22 1
( )

( )
( )�

�
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàæåíèÿ (28), (29) óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèÿì (5),

(9) è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (16), à âûðàæåíèå (31) — ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

(18)—(26), íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïëîòíîñòè òîêîâ è ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ

áûëè ðåøåíèÿìè ñëåäóþùåé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [12]:

L

M

Q

M
q

q D

MM f k dl
Q

j
M

1 1

1

0

1� ��� ( ) ( )
� ( )

� ( )�
�

�
�



�� (
�
�



�

�
�

�
�Q

Mf k ds( ) �

� �
�
� � � �
N D

N
M

Q

M

i L

i

N i

M f k ds
j

M H Q
2

5
1 1

4
� ( ) ( ) � ( ) ( ,


�

� �( 	
 � M dl M) �

� � �
D

M

Q

MM f k ds

0

0
� ( ) ( )


�

�
� ,

Q Dq� , q �1 5,..., , i� � � �{ , , , , , , , , }10 1 12 2 32 42 45 5 50 , (32)

L

z
M

Q

M
zq

q D

zM K k kdl
Q

j
M

1 1

1

0

1� ��� ( ) ( )
� ( )

� ( )�
�

�
�



�� (
�
�



� M

Q

MK k kds
�

( ) �

� �
�
� � � �
N D

zN
M

Q

M

i L

i

N i

M K k kds
j

M W Q
2

5
1 1

4
� ( ) ( ) � ( ) (


�

� �( 	
 , )M dl M �
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� � �
D

z
M

Q

MM K k kds

0

0
� ( ) ( )


�

�
,

Q Dq� , q �1 5,..., , i� � � �{ , , , , , , , , }10 1 12 2 32 42 45 5 50 . (33)

� ( ) � ( ) ( , ) � ( ) ( , )�
)
	

� �
)
	

��z

L

M

L

z MQ M S Q M dl M H Q M dl� � �2 2
1 1

�

�
�
�

)
	


 �
�
�

)
	


�
0

1

0

1
2 2

1 1S

M

S

zM S Q M ds M H Q M d� �� ( ) ( , ) � ( ) ( , ) sM �

�
)
	


 �
)
	


�
2 22

5

2

5

N S

N M

N S

Nz

N N

M S Q M ds M H Q
� �
� � � �� ( ) ( , ) � ( ) ( , )M dsM �

� �� �
)
	



)
	


�
2 2

0 0

0 0

S

M

S

z MM S Q M ds M H Q M ds� ( ) ( , ) � ( ) ( , ) , Q L� �1 ; (34)

� ( ) � ( ) ( , ) � ( ) ( , )�
)
	

� �
)
	

�� �Q M S Q M dl M H Q M dl

L

M

L

z M� � �2 2
1 1

�

�
�
�

)
	


 �
�
�

)
	


�
0

1

0

1
2 2

1 1S

M

S

zM S Q M ds M H Q M d� �� ( ) ( , ) � ( ) ( , ) sM �

�
)
	


 �
)
	


�
2 22

5

2

5

N S

N M

N S

Nz

N N

M S Q M ds M H Q
� �
� � � �� ( ) ( , ) � ( ) ( , )M dsM �

� �� �
)
	



)
	


�
2 2

0 0

0 0

S

M

S

z MM S Q M ds M H Q M ds� ( ) ( , ) � ( ) ( , ) , Q L� 12; (35)

� ( ) � ( ) ( , ) � ( ) ( , )�
)
	

�
)
	

�� �Q M S Q M dl M H Q M dl

L

M

L

z M� �� �2 2
1 1

�

� �� �
�
�

)
	



�
�

)
	


�
0

1

0

1
2 2

1 1S

M

S

zM S Q M ds M H Q M d� ( ) ( , ) � ( ) ( , ) sM �

� �
� �
� � � �

)
	



)
	


�
2 22

5

2

5

N S

N M

N S

Nz

N N

M S Q M ds M H Q� ( ) ( , ) � ( ) ( , )M dsM �
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� � � �
)
	


 �
)
	


�
2 2

0 0

0 0

S

M

S

z MM S Q M ds M H Q M ds� ( ) ( , ) � ( ) ( , ) , Q L� 10; (36)

� ( ) � ( ) ( , ) 
*
	

 k

i L

i MQ M P Q M dl

i

� �� �

�� ��j M n Q f k M n Q K k k d

S

M

Q

z z�
�
	

�

�

 
� �

1

1 1( � ( ) ( ) ( ) � ( ) ( ) ( ) ) sM �

� ��j M n Q f k M n Q K k k d

L

M

Q

z z�
�

	

�

�
� �� �

0
1 1

1

( � ( ) ( ) ( ) � ( ) ( ) ( ) ) l M �

� �
�
� �j M n Q f k M n Q

N S

M

Q

N Nz z

N

�
�

	

�

�

 
� �

0

0 2

5

,

( � ( ) ( ) ( ) � ( ) ( ) K k k dsM( ) ) �

� �
2

0 0
�


 
� �
j

z zQ n Q Q n Q( � ( ) ( ) � ( ) ( )), Q Lk� , k�{ , }10 50 , j�{ , }1 5 ; (37)

� ( ) � ( ) ( , ) 
*
	

 p

i L

i MQ M P Q M dl

i

� �� �

�� ��j M n Q f k M n Q K k k d

S

M

Q

z z�
�
	

�

�

 
� �

1

1 1( � ( ) ( ) ( ) � ( ) ( ) ( ) ) sM �

� ��j M n Q f k M n Q K k k d

L

M

Q

z z�
�

	

�

�
� �� �

0
1 1

1

( � ( ) ( ) ( ) � ( ) ( ) ( ) ) l M �

� �
�
� �j M n Q f k M n Q

N S

M

Q

N Nz z

N

�
�

	

�

�

 
� �

0

0 2

5

,

( � ( ) ( ) ( ) � ( ) ( ) K k k dsM( ) ) ,

Q Lp� , p� � � �{ , , }1 2 5 ; (38)

� �

� �
 

*
	

 1 2

1 2

12

�

�
� �� �� ( ) � ( ) ( , )Q M P Q M dl

i L

i M

i

� � ��j M n Q f k M n Q K k k d

S

M

Q

z z�
�
	

�

�

 
� �

1

1 1( � ( ) ( ) ( ) � ( ) ( ) ( ) ) sM �
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� ��j M n Q f k M n Q K k k d

L

M

Q

z z�
�

	

�

�
� �� �

0
1 1

1

( � ( ) ( ) ( ) � ( ) ( ) ( ) ) l M �

� �
�
� �j M n Q f k M n Q

N S

M

Q

N Nz z

N

�
�

	

�

�

 
� �

0

0 2

5

,

( � ( ) ( ) ( ) � ( ) ( ) K k k dsM( ) ) ,

Q L� 12; (39)

� �

� �
 

*
	

 3 2

3 2

32

�

�
� �� �� ( ) � ( ) ( , )Q M P Q M dl

i L

i M

i

� � ��j M n Q f k M n Q K k k d
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Ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (32)—(42) è îïðå-

äåëåíèÿ ïëîòíîñòåé ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, âèõðåâûõ òîêîâ è òîêîâ íà-
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Êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè ñâàðî÷íîãî òîêà (4), (8) â ëþáîé ëîêàëüíîé îáëàñ-

òè, â ÷àñòíîñòè â ïîòîêàõ ðàñïëàâà âàííû, âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëàì

� ( ) ( ) � ( )
 �� �Q Q E Q� ; � ( ) ( ) � ( )
 �z zQ Q E Q� .

Âûâîäû

Ðàçðàáîòàííàÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ñè-

íóñîèäàëüíîãî ñâàðî÷íîãî òîêà ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëèòü íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, à ñëåäîâàòåëü-

íî, è ïëîòíîñòü ñèíóñîèäàëüíîãî ñâàðî÷íîãî òîêà â ëþáîé èçîëèðîâàííîé

òî÷êå èëè â ëþáîì îáúåìå ïðîâîäíèêà. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü

àíàëèç ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåññîâ â ñâàðî÷íîé âàííå ïðè äóãîâîé ñâàð-

êå ñ âíåøíèì ýëåêòðîìàãíèòíûì âîçäåéñòâèåì.
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S.Yu. Maksimov, E.O. Prilipko, E.O. Rybalkin

AXISYMMETRIC INTEGRAL DISTRIBUTION MODEL OF THE SINUSOIDAL
WELDING CURRENT UNDER ARC WELDING A GAP IN THE PLATE

The method of reduction of the boundary-value problem for Maxwell’s equations to a system of
integral equations has been further developed for the analysis of electromagnetic processes in the
axisymmetric system of the arc welding of a gap in the plate by sinusoidal current. The conditions
of the process and the actual electrophysical characteristics of materials forming the essentially
non-uniform media – the calculation region – were taken into account.

K e y w o r d s: arc welding, welding current distribution, integrated model, melt flow, eddy cur-
rents, charges.
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