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Ðàíãîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ ëèíåéíîãî
è íåëèíåéíîãî áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ
â ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ

Ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ðàíãîâîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ïðîèçâîëüíûõ çàäà÷ áóëåâîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îïèñàíû ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü çàäà÷è ëèíåéíîãî è íåëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè ñ
íåáîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ è ïðîèçâîëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè êàê â ôóíêöèîíàëå, òàê è â
îãðàíè÷åíèÿõ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ïîãðåøíîñòè
ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ è èõ âðåìåííîé ñëîæíîñòè.

Ïîêàçàíî åôåêòèâí³ñòü ðàíãîâîãî ï³äõîäó äî âèð³øåííÿ äîâ³ëüíèõ çàäà÷ áóëåâîãî ïðîãðà-
ìóâàííÿ. Îïèñàíî ïðîöåäóðè, ÿê³ äîçâîëÿþòü ðîçâ’ÿçóâàòè çàäà÷³ ë³í³éíîãî ³ íåë³í³é-
íîãî ïðîãðàìóâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì àëãîðèòì³â ïîë³íîì³àëüíî¿ ñêëàäíîñò³ ç íåâåëèêîþ
ïîõèáêîþ òà äîâ³ëüíèìè íåë³í³éíîñòÿìè ÿê â ôóíêö³îíàë³, òàê ³ â îáìåæåííÿõ. Íàâåäåíî
ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëüíîãî äîñë³äæåííÿ ïîõèáêè ðîçðîáëåíèõ àëãîðèòì³â òà ¿õ
ñêëàäíîñò³.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: äèñêðåòíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ðàíãîâûé ïîäõîä, ïëàíèðîâàíèå,
ðàñïðåäåëåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà.

Çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ

ìîäåëÿìè øèðîêîãî êëàññà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â òåîðèè ïîñòðîåíèÿ ñëîæ-

íûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îò-

íîñÿòñÿ ê êëàññó NP-ïîëíûõ òðóäíî ðåøàåìûõ çàäà÷ [1], à ýôôåêòèâíûå

ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïðîèç-

âîëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ

äëÿ êàæäîãî òèïà çàäà÷ ðàçðàáàòûâàåòñÿ ñîáñòâåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ.
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Ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì âûðàáîòàòü åäèíûé ïîäõîä, îáåñïå÷èâàþùèé

ðåøåíèå äàííîãî êëàññà çàäà÷ ñ òðåáóåìîé îïåðàòèâíîñòüþ è òî÷íîñòüþ.

Ïîñëåäíåå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëåíèÿ, ñòàâøèå â ìàñøòàáàõ ãëîáàëüíîé

ñåòè îäíèì èç êëþ÷åâûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ñåòåé, êîòîðîå ðàñøèðÿåò íàøå

ïðåäñòàâëåíèå î ñïîñîáàõ èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ (ÂÐ) è

ñåòè â öåëîì. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò ïîÿâëåíèå Grid òåõíîëîãèé è îáëà÷íûõ

âû÷èñëåíèé, â êîòîðûõ ñåòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê åäèíûé ÂÐ.

Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ, îòêóäà áåðóò íà÷àëî Grid òåõíîëîãèè, — ýòî

ïàðàëëåëüíûå è ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëåíèÿ. Èìåííî ñèíòåç çíàíèé èç

ýòèõ äâóõ îáëàñòåé è èõ ïðèìåíåíèå íåîáõîäèìû äëÿ ðåàëèçàöèè êîíöåï-

öèè ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåä. Ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëåíèÿ

â ìàñøòàáàõ ãëîáàëüíîé ñåòè ñòàíîâÿòñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ íàïðàâëåíèé

ðàçâèòèÿ ñåòåé [2, 3].

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî è

íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè, èñïîëü-

çóÿ îäèí è òîò æå àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà èäåÿõ ðàíãîâîãî ïîäõîäà [4, 5],

ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâ ïðîèçâîëüíîé

ñëîæíîé ñèñòåìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòÿíóòîå äåðåâî âñåõ ïóòåé ãðàôà,

ïîçâîëÿþùåå ñ åäèíûõ ïîçèöèé ðåøàòü ïðîèçâîëüíûå çàäà÷è òåîðèè ãðàôîâ

è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, â òîì ÷èñëå çàäà÷è ôóíêöèîíèðîâàíèÿ øèðî-

êîãî êðóãà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ñòÿíóòîãî äåðåâà ïóòåé, â ñâîþ

î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëèòü ïðîöåññ èõ ðåøåíèÿ íà îä-

íîì òèïå àðõèòåêòóð ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (ÏÂÑ), ÷òî â

íåêîòîðîì ñìûñëå ñíèìàåò ïðîáëåìó, ñâÿçàííóþ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàçðàáà-

òûâàòü ðàçëè÷íûå àðõèòåêòóðû ÏÂÑ äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ òåîðèè ãðà-

ôîâ èëè êîíôèãóðàöèé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Â îáùåì ñëó÷àå

îáúåêò ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, íî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ � �{ }�1 èëè ïîäìíîæåñòâà (ÏÌ) Li � � è ïðàâèëà R,

ïîçâîëÿþùèå ôîðìèðîâàòü îáúåêòû èç èñõîäíûõ ýëåìåíòîâ, èëè ÏÌ Li ,

ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó �.
Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ðàçäåëåíèå ìíîæåñòâà � íà ñåìåéñòâà ÏÌ

{Li } òàêîå, ÷òî
i

iL� � �, è Li îïèñûâàþò îáúåêòû, ñîñòîÿùèå èç áàçîâûõ

ýëåìåíòîâ { }li òàêèõ, ÷òî
i

il� � � , è çàäàíû ïðàâèëà R, ïîçâîëÿþùèå îïðå-

äåëÿòü âîçìîæíîñòü îáúåäèíåíèÿ áàçîâûõ ýëåìåíòîâ{ }li , è ïðàâèëà P, îïðå-

äåëÿþùèå âåñîâûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîëüíûõ îáúåäèíåíèé L Lk p� � �,

õàðàêòåðèçóþùèå ñâîéñòâà{ }v ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ. Îïðåäåëèì âîç-

ìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îáúåêòà ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì v v* { }� .
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Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé ÏÌ Li â âèäå

ãðàôà D (ðèñ. 1). Ãðàô èìååò ïàðàëëåëüíî ÿðóñíóþ ñòðóêòóðó, ñîñòîèò èç n
ãîðèçîíòàëüíûõ ëèíååê ñ âåðøèíàìè 1, 2, …, n è n ÿðóñàìè, êàæäûé èç

êîòîðûõ ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðàôà D. Êàæäîé âåðøèíå ãðàôà D
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áàçîâûé ýëåìåíò li . Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé

ïóòè â ãðàôå D ÿâëÿåòñÿ ðàíã r — ÷èñëî ðåáåð, îáðàçóþùèõ ïóòü. Â ãðàôå

D ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà i ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ïóòÿìè ðàíãîâ r = 1, r =

2, ..., r = n – 1, à ïðîèçâîëüíîìó ïóòè �st , óäîâëåòâîðÿþùåìó ïðàâèëàì

ïîñòðîåíèÿ R è ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç âåðøèíû ( j, p, ..., k, t), ñîîòâåòñòâóåò

îáúåäèíåíèå áàçîâûõ ýëåìåíòîâ (1 1 1 1j p k t� � � �... ) ñîãëàñíî ïðàâèëàì R,

îïðåäåëÿþùèì íåêîòîðûé îáúåêò Li � �. Äëèíà ýòîãî ïóòè d st( )� îïðå-

äåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì Ð.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåé M rsj ( ) â ãðàôå D, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ ïðàâèëàì R, îïðåäåëÿåò îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé èñõîäíîé

çàäà÷è ïî âûäåëåíèþ îáúåêòà ñ èíòåðåñóþùèì íàñ ñâîéñòâîì v v* { }� . Â

êà÷åñòâå èñõîäíîé âåðøèíû â ãðàôå D èñïîëüçóåì ôèêòèâíóþ âåðøèíó S,

êîòîðóþ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî îòîæäåñòâëÿòü ñ íóëåâûì èëè èñ-

õîäíûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìàêñèìàëüíûé

ðàíã ïóòè â ãðàôå D ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì n, à äîáàâëåíèå âåðøèíû S ê

áàçîâûì ýëåìåíòàì ñèñòåìû íå èçìåíÿåò èõ ñâîéñòâ, îïðåäåëÿåìûõ ïðà-

âèëàìè R.
Ìíîæåñòâî ñëîæíûõ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè

{ }Fi , ìîæåò áûòü îòîáðàæåíî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ÏÌ ãðàôîâ{ }Gi . Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G V E Gi( , ) { }� ñ n âåðøèíàìè, îïèñûâàþùèé
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû F Fi�{ } ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé n. Âåðøèíû
{ }i V� ãðàôà G V E( , ) ñîîòâåòñòâóþò âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû. Ïó-

Ðàíãîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî áóëåâîãî
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òè â ãðàôåG V E( , ), îïðåäåëÿåìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ âåð-
øèí { }v i è ðåáåð {( , )}i j , õàðàêòåðèçóþò âîçìîæíûé ïîðÿäîê äîñòèæåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ i p� èç íåêîòîðîãî èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ s. Â ãðàôå G V E( , )
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàíãà r n� 	1, è â îáùåì ñëó÷àå ðàíã ïðîèçâîëü-
íîãî ïóòè �sp õàðàêòåðèçóåò ñóììó íà÷àëüíîãî, êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé è
÷èñëà ñîñòîÿíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ÷åðåç êîòîðûå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî
ñîñòîÿíèå p èç íåêîòîðîãî èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ s. Òîãäà ìíîæåñòâà ïóòåé

M sj
r , j n� ( , )1 , îïðåäåëÿþò ñïîñîáû äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ j.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó áàçîâîìó ýëåìåíòó èç ìíîæåñòâà
{ }li âåðøèíó ãðàôà G V E( , ). Òîãäà îáúåêòàì { }Lj áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü
âñå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ �, ïîðîæäàåìîå íà ìíîæåñòâå V ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ïðàâèë R è Ð, íàïðèìåð êëèêè â ïðîèçâîëüíûõ ãðàôàõ, íåçàâè-
ñèìûå ìíîæåñòâà, öèêëû ãðàôîâ, âåêòîðû è ìàòðèöû, çàäàþùèå íåêîòî-
ðûé îáúåêò â G V E( , ). Êàæäûé îáúåêò áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü m
1âåñîâîé
õàðàêòåðèñòèêîé, ãäå m — íåêîòîðûå âòîðîñòåïåííûå õàðàêòåðèñòèêè
îáúåêòà, íà êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü íàëîæåíû ñëåäóþùèå
îãðàíè÷åíèÿ:

îíè íå äîëæíû ïðåâûøàòü íåêîòîðûõ âåëè÷èí { }bi , i m� ( , , ..., )1 2 ;
äîëæåí áûòü îäèí îïðåäåëÿþùèé ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà îáúåêòà, ïîñò-

ðîåííîãî èç èñõîäíûõ ýëåìåíòîâ èëè èõ ïîäìíîæåñòâ;

îáúåêò, ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó �, äîëæåí îáëàäàòü îïðåäåëåí-
íûì ñâîéñòâîì v.

Òàêèì îáðàçîì, ïóòè �sj
r â ãðàôå D ñîîòâåòñòâóåò îáúåêò Lj , êîòîðûé

ìîæåò áûòü ïîñòðîåí èç r áàçîâûõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì
{ }v j , âêëþ÷àÿ ýëåìåíò j íà îñíîâå ïðàâèë R. Ìíîæåñòâà ïóòåé M sj

r , j n� ( , )1 ,
îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî îáúåêòîâ Lj , êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü èç r áà-
çîâûõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì { }v j , âêëþ÷àÿ ýëåìåíò j.

Ôîðìàëèçàöèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà àääè-
òèâíûõ öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé ñ ïðîèçâîëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè, îï-
ðåäåëÿåìûìè íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ { , ,..., }X X X n1 2 , ââåäåì ïîðîæ-
äàþùóþ ôóíêöèþ F x( ):

F x C S
k

n

j

p

k j k j

k

( ) , ,�
� �

� �
1 1

, (1)

ãäå S k j, — ïðîèçâåäåíèå k ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ;C k j, — öåëî÷èñëåííûå

êîýôôèöèåíòû ïðè S k j, , p C
n

k n k
k n

k� �
	
!

!( !)
, k n� �1 . Ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî

çàäàâàòü è ôóíêöèîíàë è îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷àõ íåëèíåéíîãî áóëåâîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ìíîæåñòâî ôóíêöèé ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ â (1),

êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëàãàÿ ðàâíûìè íóëþ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ
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C k j, . Ìíîæåñòâî H ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ò.å. ñîäåðæèò â ñåáå âñå âîçìîæíûå

íåëèíåéíîñòè, ñîñòîÿùèå èç âñåõ âîçìîæíûõ ñî÷åòàíèé ïåðåìåííûõ, îá-

ðàçóþùèõ ýòè íåëèíåéíîñòè, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå äàííîãî

ÏÌ ïåðåìåííûõ { , ,..., }X X X n1 2 . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü äàí-

íîãî ìíîæåñòâà î÷åíü âåëèêà, íî êîíå÷íà è ðàâíà 2
p
 , ãäå

p

n

n

n

n

n

n

n


 � 

	 	


�

�
�

�

�
� 


	
1

1

2

1 1 1 1
1

2 2 2

!

!( )!

!

!( )!

!

!( )!

!

!( )!

!

!( )!

!

!( )!

!

(

n

n

k n k

n

k n k

n

n

	

�

�
�

�

�
� 




	 	


�

�
�

�

�
� 


	

2
1

1
1 1 1 1

1
)! !

!

( )! !

n

n 	

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ (1) ìîæíî îïðåäåëèòü êëàññ çàäà÷

íåëèíåéíîãî áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè öåëî÷èñëåí-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè, â êîòîðûõ ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñî÷å-

òàíèåì ïåðåìåííûõ è íå çàâèñèò îò èõ ïåðåñòàíîâêè â S k j, . Â îáùåì

ñëó÷àå çàäà÷ó áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f X X X C Sn
k

n

j

p

k j k j

k

( , ,..., ) max, ,1 2

1 1

� �
� �

� �

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

g X X X T S bl n
k

n

j

p

k j k j l

k

( , ,..., ) , ,1 2

1 1

� �
� �

� � , l m� ( , )1 , (2)

ãäå C k j, , Tk j, , bl — ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Ðàññìîòðèì ïîëíîñâÿçíûé ãðàô G X E( , ), âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâ-

ëÿþòñÿ ïåðåìåííûå X i . Âûäåëèì â ãðàôå G ïðîèçâîëüíóþ êëèêó Q �
� X X Xp r m... , ñîñòîÿùóþ èç r n� âåðøèí, è ðàññìîòðèì âêëþ÷åíèÿ

Q S f X X Xk j n� �, ( , , ..., )1 2 è Q S g X X Xk j n� �, ( , , ..., )1 2 . Êàæäîå âêëþ-

÷åíèå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñóììàìè êîýôôèöèåíòîâ C k j, , ñòîÿùèìè

ïðè S k j, â ôóíêöèîíàëå f X X X n( , , ..., )1 2 , è ñóììàìè êîýôôèöèåíòîâ Tk j, ,

ñòîÿùèìè ïðè S k j, â îãðàíè÷åíèÿõ g X X Xj n( , , ..., )1 2 . Â îáùåì ñëó÷àå

ïðîèçâîëüíàÿ êëèêà Q âñåãäà áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì

âåñîì ïî ôóíêöèîíàëó f X X X n( , , ..., )1 2 è íå áîëåå ÷åì m âåñàìè ïî

îãðàíè÷åíèÿì.

Ðåøåíèå çàäà÷è. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì èñõîäíîãî ãðàôà

G (V, E) â âèäå ñèììåòðè÷íîãî äåðåâà ïóòåé ãðàôà D (ñòÿíóòîãî äåðåâà

ïóòåé) [6—8] è (ñì. ðèñ. 1). Ñìûñë òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â

ñëåäóþùåì. Ïóñòü âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû îïðåäå-
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ëÿþòñÿ ãðàôîì G (V, E) ñ n âåðøèíàìè, ãäå âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò âîç-

ìîæíûì ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû. Ïåðåéäåì ê ïðîñòðàíñòâó ñ (n — 1)2 ñîñòîÿ-

íèÿìè. Äëÿ ýòîãî êàæäîìó èç n ñîñòîÿíèé ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åùå (n – 1)

ñîñòîÿíèå, õàðàêòåðèçóþùåå ñïîñîá äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èç ìíîæåñòâà

{1, 2, ..., n}. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå äîáàâëÿåìûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëèì ðàíã

ïóòè â ãðàôå G (V, E), ò.å. ÷èñëî ðåáåð, îáðàçóþùèõ äàííûé ïóòü . Èç âåð-

øèíû s ãðàôà G (V, E) â ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó j ìîæíî ïîïàñòü ïóòåì

ðàíãà r = 1, èñïîëüçóÿ îäíî ðåáðî, ïóòåì ðàíãà r = 2, — èñïîëüçóÿ äâà

ðåáðà, è ò.ä., ïóòåì ðàíãà r = n – 1, — èñïîëüçóÿ n – 1 ðåáðî.

Òàêîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòÿíóòîãî

äåðåâà ïóòåé D (ñì. ðèñ. 1), êîòîðîå ñîäåðæèò (n – 1) ãîðèçîíòàëüíóþ

ëèíåéêó è (n – 1) ÿðóñ. Äëÿ ïðî÷òåíèÿ ïóòåé íà êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé

ëèíåéêå ìîæíî áûòü òîëüêî îäèí ðàç. Èñõîäÿ èç ñòÿíóòîãî äåðåâà ïóòåé,

äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû j ìíîæåñòâî ïóòåé, âåäóùèõ â ýòó âåðøèíó èç

íåêîòîðîé âåðøèíû s, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå: m js( ) �
� � � �� � � 	m m msj

r
sj
r

sj
r n1 2 1... , j n� 	( , )1 1 , ãäå M sj

r
sj
r�{ }� — ÏÌ ïóòåé èç ïðîèç-

âîëüíîé âåðøèíû s â íåêîòîðóþ âåðøèíó j ãðàôà G V E( , ) ðàíãà r.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äåðåâî âñåõ ïóòåé ãðàôà D ìîæåò áûòü ïîñò-

ðîåíî è îò êîíêðåòíîé âåðøèíû i. Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíà s i� è i-ÿ ãîðè-
çîíòàëüíàÿ ëèíåéêà èñêëþ÷àåòñÿ èç D. Íàïðèìåð, ïðè i �2 äåðåâî D áóäåò
èìåòü âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2. Äàëåå ñòÿíóòîå äåðåâî ïóòåé áóäåì
èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîïðîõîäíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è
(2), à äåðåâî D, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 2, — äëÿ ïîñòðîåíèÿ n-ïðîõîäíûõ
àëãîðèòìîâ.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ãðàô D è ââîäÿ ïðàâèëà ôîðìèðîâàíèÿ

ïóòåé ñëåäóþùåãî ðàíãà, ìîæíî èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû s ïîýòàïíî

ñòðîèòü ïóòè { }�sj
r ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà âïëîòü äî ðàíãà r n� 	1. Â ðåøàå-

ìîé çàäà÷å ïîä ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ðàçëè÷íûå ñïî-

ñîáû îáúåäèíåíèÿ âåðøèí ãðàôà D â êëèêè. Òîãäà êàæäîìó ïóòè{ }�sj
r ðàí-

ãà r â ãðàôå D, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç âåðøèíû ( , ,..., )v v vh k p â èñõîäíîì ãðà-

ôå G V E( , ), ñîîòâåòñòâóåò êëèêà èç r �1âåðøèíû ( ... )X X Xh k p , õàðàêòåðè-

çóþùàÿñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì âåñîì ïî ôóíêöèîíàëó f X X X n( , ,..., )1 2 è íå

áîëåå ÷åì m âåñàìè ïî îãðàíè÷åíèÿì g X X Xl n( , ,..., )1 2 , l m� ( , )1 . Âåñîâûå

õàðàêòåðèñòèêè{ }dsj
r	1 ïðîèçâîëüíîé êëèêèQ jr	1( ), ñîñòîÿùåé èç r 	1 âåðøè-

íû è îïðåäåëÿåìîé îäíèì èç ïóòåé�sj
r

sj
rM� ðàíãà r â ãðàôå D, âû÷èñëÿþòñÿ

ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà ñóììèðîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ÏÌ L Cf k j�{ }, ,

ñòîÿùèõ ïðè ñëàãàåìûõ S k j, â ôóíêöèîíàëå, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ Q S k j� �, f X X X n( , ,..., )1 2 . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âåñîâûå õà-

ðàêòåðèñòèêè ïî âåñàì îãðàíè÷åíèé ñóììèðîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ÏÌ

L TB k j�{ }, , ñòîÿùèõ ïðè ñëàãàåìûõ S k j, â îãðàíè÷åíèÿõ, ò.å. óäîâëåòâî-
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ðÿþùèõ óñëîâèþ Q S k j� �, g X X X n( , ,..., )1 2 . Ñëåäîâàòåëüíî, âåñîâûå õà-

ðàêòåðèñòèêè êëèê Q jr	1( ) ñ ìíîæåñòâîì ïóòåé M sj
r ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà

è îãðàíè÷åíèé îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâàìè

d Csj
f

C L
k j

r

k j f

	 �
�

�1

,

, , d Tsj
B

T L
k j

r

k j B

	 �
�
�1

,

, . (3)

Èòàê, â ãðàôå D êàæäûé ïóòü èìååò â îáùåì ñëó÷àå m + 1 äëèíó: îäíó

ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è m ïî âåñàì îãðàíè÷åíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâ-

ëåííîé çàäà÷è â ãðàôå D íóæíî ïîñòðîèòü ïóòü ìàêñèìàëüíîé äëèíû ïî

âåñàì ôóíêöèîíàëà îò âåðøèí1 2, ,..., n êî âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì ãðàôà,

è ïðè ýòîì åãî äëèíû ïî âåñàì îãðàíè÷åíèé íå äîëæíû ïðåâûøàòü ñîîò-

âåòñòâóþùåé âåëè÷èíû b j . Åñëè íà îñíîâå ÏÌ ïóòåé M sj
r�1 â ãðàôå D

ñòðîèòü ÏÌ M sj
r�2 è òàê äàëåå, äî ïóòåé M sj

r n� 	1 ðàíãà r = n – 1, òî âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîèòü ( )!n 	1 ïóòåé. Ïîýòîìó äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïóòåé

ââîäèòñÿ ïðîöåäóðà A, ïîçâîëÿþùàÿ îòñåêàòü íåïåðñïåêòèâíûå ïóòè. Äëÿ

îòñå÷åíèÿ íåïåðñïåêòèâíûõ âàðèàíòîâ â ïðîöåäóðå A ïðåäëàãàåòñÿ èñ-

ïîëüçîâàòü ïðèíöèï îïòèìèçàöèè ïî íàïðàâëåíèþ ê ïðîèçâîëüíîé âåð-

øèíå p ïðè ôîðìèðîâàíèè ïóòåé ñëåäóþùåãî ðàíãà M sp
r
1 íà îñíîâå ïóòåé

ïðåäûäóùåãî ðàíãà M sj
r [6—8]. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ýòî îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì:

� �sp
r

j
sp
r j p
 � �1 max{{ } ( , )}, j n� ( , )1 , p n� ( , )1 , j p� , (4)

ãäå ( , )j p — ðåáðî ãðàôà D; n — ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âåðøèí â ãðàôå D.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ n-ïðîõîäíûõ è îäíîïðîõîä-

íûõ ïðîöåäóð ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) ñîîòâåòñòâåííî íà ñòÿíóòûõ äåðåâüÿõ
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s = 2

Ðèñ. 2. Ñòÿíóòîå äåðåâî âñåõ ïóòåé ãðàôà D îò âåðøèíû s = 2



(ñì ðèñ. 1 è 2). Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû ïðîöåäóðû A1 ïåðåìåííîé i ïðèñ-

âîèì çíà÷åíèå 1 (i: = 1).

Ïðîöåäóðà A1 ñ n ïðîõîäàìè. Ø à ã 1. s i:� . Èç âåðøèíû s ñòðîèì âñå

âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r �1êî âñåì âåðøèíàì ãðàôà D (ñì. ðèñ. 2), óäîâëåò-

âîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì g X X Xl n( , ,..., )1 2 , l m� ( , )1 . Äëèíû ïî âåñàì ôóíê-

öèîíàëà è îãðàíè÷åíèÿì âû÷èñëÿåì â ñîîòâåòñòâèè ñ (3).

Ø à ã 2. Èñïîëüçóÿ ïóòè òåêóùåãî ðàíãà r, ñòðîèì âñå âîçìîæíûå ïóòè

ðàíãà r r:� 
1, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì g X X Xl n( , ,..., )1 2 , l m� ( , ),1

ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3). Ïðîâåðêà îãðàíè÷åíèé

è âûáîð ïóòè ìàêñèìàëüíîãî ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà

îñíîâå âû÷èñëåíèé äëèí ïóòåé ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèé â

ñîîòâåòñòâèè ñ (3). Åñëè â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøå-

íèÿ (4) âîçíèêàþò íåñêîëüêî ïóòåé îäèíàêîâîé äëèíû, òî âûáèðàåì ëþ-

áîé èç íèõ.

Ø à ã 3. Ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî M sj
r
 ��1 . Åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, òî

ïóòü �sj
r* ìàêñèìàëüíîé äëèíû, ïîëó÷åííûé íà ðàíãå r, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì

ýêñòðåìóìîì ðåøàåìîé çàäà÷è, èíà÷å — âûïîëíÿåì ñëåäóþùèé øàã.

Ø à ã 4. Ïðîâåðÿåì ðàâåñòâî i n� 	1. Åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî

i i:� 
1è ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ øàãà 1, èíà÷å ïðîöåäóðà A1 çàêàí÷èâàåò

ðàáîòó. Ïðè ýòîì èç ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ {�sj
r* } âûáèðàåì

ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì �sj
r** , ñîîòâåòñòâóþùèé îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ

çàäà÷è (2).

Äëÿ óìåíüøåíèÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü îäíîïðîõîäíûé âàðèàíò ðåàëèçàöèè äàííîé ïðîöåäóðû íà îñ-

íîâå ñòÿíóòîãî äåðåâà ïóòåé (ñì. ðèñ. 1). Ïðè ýòîì îäíîïðîõîäíàÿ ïðîöå-

äóðà A2 èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Ïðîöåäóðà A2 ñ îäíèì ïðîõîäîì. Ø à ã 1. Èç âåðøèíû s ñòðîèì âñå

âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r �1êî âñåì âåðøèíàì ãðàôà D (ñì. ðèñ. 2), óäîâ-

ëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì g X X Xl n( , ,..., )1 2 , l m� ( , )1 . Äëèíû ïî âåñàì

ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèÿì âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (3).

Ø à ã 2. Èñïîëüçóÿ ïóòè òåêóùåãî ðàíãà r, ñòðîèì âñå âîçìîæíûå ïóòè

ðàíãà r r:� 
1, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì g X X Xl n( , ,..., )1 2 , l m� ( , )1 ,

ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (4). Ïðîâåðêà îãðàíè÷åíèé

è âûáîð ïóòè ìàêñèìàëüíîãî ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà

îñíîâå âû÷èñëåíèé äëèí ïóòåé ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèé â

ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3). Åñëè â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ (4) âîçíè-

êàþò íåñêîëüêî ïóòåé îäèíàêîâîé äëèíû, òî âûáèðàåì ëþáîé èç íèõ.

Ø à ã 3. Ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî M sj
r
 ��1 . Åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, òî ïóòü

�sj
r* ìàêñèìàëüíîé äëèíû, ïîëó÷åííûé íà ðàíãå r, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñò-

ðåìóìîì ðåøàåìîé çàäà÷è, èíà÷å — âûïîëíÿåì ñëåäóþùèé øàã.
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Ø à ã 4. Ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî r n� . Åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî
ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ øàãà 2, èíà÷å ïðîöåäóðà A2 çàêàí÷èâàåò ðàáîòó,
è ïóòü �sj

r* ìàêñèìàëüíîé äëèíû, ïîëó÷åííûé íà ðàíãå r n� , ñîîòâåòñòâóåò
îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (2).

Åùå îäíèì âàðèàíòîì óìåíüøåíèÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ
íà îñíîâå ïðîöåäóð A1 è A2 ìîãóò áûòü ïðîöåäóðû  A è   A , îòëè÷àþùèåñÿ
îò A1 è A2 òåì, ÷òî íà êàæäîì ÿðóñå ôîðìèðîâàíèÿ ïóòåé íà îñíîâå
ïðîöåäóð A1 è A2 ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû áóäóò âûäåëÿòüñÿ íå â êàæäîì
ìíîæåñòâå. Â ýòîì ñëó÷àå âûäåëÿþòñÿ ãëîáàëüíûå ýêñòðåìóìû íà ÿðóñå è
íà îñíîâå ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãëîáàëüíîìó ýêñòðåìóìó, ôîðìèðóþò-
ñÿ ïóòè ñëåäóþùåãî ÿðóñà, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì. Ïðè ýòîì
ïðîöåäóðû  A è   A áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä.

Ïðîöåäóðà  A . Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû ïðîöåäóðû  A ïåðåìåííîé i
ïðèñâàèâàåì çíà÷åíèå 1.

Ø à ã 1. s i:� . Èç âåðøèíû s ñòðîèì âñå âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r �1êî
âñåì âåðøèíàì ãðàôà D (ñì. ðèñ. 2), óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì
g X X Xl n( , ,..., )1 2 , l m� ( , )1 . Äëèíû ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèÿì
âû÷èñëÿåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3). Çàòåì âûäåëÿåì ñàìûé
äëèííûé ïóòü íà ÿðóñå.

Ø à ã 2. Èñïîëüçóÿ ñàìûé äëèííûé ïóòü òåêóùåãî ðàíãà r, ïîñòðîåí-
íûé íà ïðåäûäóùåì øàãå, ñòðîèì âñå âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r r:� 
1,
óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì g X X Xl n( , ,..., )1 2 , l m� ( , )1 , ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (4). Ïðîâåðêà îãðàíè÷åíèé è âûáîð
ïóòè ìàêñèìàëüíîãî ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå
âû÷èñëåíèé äëèí ïóòåé ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèé â ñîîòâåòñò-
âèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3).

Ø à ã 3. Ïðîâåðÿåì ðàâåñòâî M sj
r
 ��1 . Åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, òî ïóòü

�sj
r* ìàêñèìàëüíîé äëèíû, ïîëó÷åííûé íà ðàíãå r, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì

ýêñòðåìóìîì ðåøàåìîé çàäà÷è, èíà÷å — âûïîëíÿåì ñëåäóþùèé øàã.
Ø à ã 4. Ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî i n� 	1. Åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî

i i:� 
1, è ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ øàãà 1, èíà÷å ïðîöåäóðà  A çàêàí÷èâàåò
ðàáîòó. Ïðè ýòîì èç ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, ïîëó÷åííûõ çà
îäèí ïðîõîä, èç ìíîæåñòâà {�sj

r* } âûáèðàåòñÿ ãëîáàëüíûé ïóòü �sj
r** , ñîîò-

âåòñòâóþùèé îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (2).

Ïðîöåäóðà   A . Ø à ã 1. Èç âåðøèíû s ñòðîèì âñå âîçìîæíûå ïóòè

ðàíãà r �1 êî âñåì âåðøèíàì ãðàôà D (ñì. ðèñ. 1), óäîâëåòâîðÿþùèå

îãðàíè÷åíèÿì g X X Xl n( , ,..., )1 2 , l m� ( , )1 . Äëèíû ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è

îãðàíè÷åíèÿì âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3). Çàòåì

âûäåëÿåì ñàìûé äëèííûé ïóòü íà ÿðóñå.

Ø à ã 2. Èñïîëüçóÿ ñàìûé äëèííûé ïóòü òåêóùåãî ðàíãà r, ïîñòðîåí-

íûé íà ïðåäûäóùåì øàãå, ñòðîèì âñå âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r r:� 
1,

Ðàíãîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî áóëåâîãî
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óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì g X X Xl n( , ,..., )1 2 , l m� ( , )1 , ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (4). Ïðîâåðêà îãðàíè÷åíèé è âûáîð

ïóòè ìàêñèìàëüíîãî ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå

âû÷èñëåíèé äëèí ïóòåé ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèé â ñîîòâåòñò-

âèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3).

Ø à ã 3. Ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî M sj
r
 ��1 . Åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, òî

ïóòü �sj
r* ìàêñèìàëüíîé äëèíû, ïîëó÷åííûé íà ðàíãå r, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì

ýêñòðåìóìîì ðåøàåìîé çàäà÷è, èíà÷å — âûïîëíÿåì ñëåäóþùèé øàã.

Ø à ã 4. Ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî r n� . Åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî

ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ øàãà 2, èíà÷å ïðîöåäóðà   A çàêàí÷èâàåò ðàáîòó,

è ïóòü �sj
r* ìàêñèìàëüíîé äëèíû, ïîëó÷åííûé íà ðàíãå r n� , ñîîòâåòñòâóåò

îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A5 àëãîðèòì, ðåàëèçóåìûé íà îñíîâå ìíîãîïðîõîä-

íîé ïðîöåäóðû, ÷åðåç A4 — àëãîðèòì, ðåàëèçóåìûé íà îñíîâå îäíîïðîõîä-

íîé ïðîöåäóðû A2, è ÷åðåç A3 — àëãîðèòì, ðåàëèçóåìûé íà îñíîâå îäíî-

ïðîõîäíîé ïðîöåäóðû   A , îõâàòûâàþùåé âñå ñïîñîáû âûäåëåíèÿ ëîêàëü-

íûõ ýêñòðåìóìîâ.

Îöåíêà ñëîæíîñòè ïðîöåäóð { }A . Ïðè ðàáîòå ïðîöåäóð { }A ÷èñëî

ïóòåé íà ïðîèçâîëüíîì ðàíãå r íå ìîæåò ïðåâûñèòü âåëè÷èíû ( ) ( )n n	 	1 1 .

Ìàêñèìàëüíûé ðàíã r ïðîèçâîëüíîãî ïóòè íå ïðåâûøàåò ( )n 	1 è ÷èñëî

öèêëîâ, âûïîëíÿåìîå ïðîöåäóðîé A1, ðàâíî n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå n
öèêëîâ ÷èñëî ïóòåé, ïîñòðîåííîå ïðîöåäóðîé A1, íå ìîæåò ïðåâûñèòü

( ) ( ) ( )n n n n n	 	 	 !1 1 1 4, à ÷èñëî îáðàáîòàííûõ âåêòîðîâ íå ìîæåò ïðå-

âûñèòü n5. Ñ ó÷åòîì ÷èñëà ñëàãàåìûõ k â ôóíêöèîíàëå è ÷èñëà îãðàíè÷å-

íèé m âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà íå ïðåâûñèò â õóäøåì ñëó÷àå

O n k m( ( ))5 1
 . Â ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ çà îäèí

ïðîõîä ïðîöåäóðû A2 èëè çà îäèí ïðîõîä ïðîöåäóðû   A , íî ñ âûäåëåíèåì

íàèáîëåå äëèííîãî ïóòè íà ÿðóñå, ñëîæíîñòü ïðîöåäóð A2 è   A íå ïðåâûñÿò

ñîîòâåòñòâåííî O n k m( ( ))4 1
 è O n k m( ( ))3 1
 . Èòàê, àëãîðèòìû A5, A4, A3

èìåþò âðåìåííóþ ñëîæíîñòü, íå ïðåâûøàþùóþ â õóäøåì ñëó÷àå ñîîò-

âåòñòâåííî O n k m( ( ))5 1
 , O n k m( ( ))4 1
 è O n k m( ( ))3 1
 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ çàäà÷ áó-

ëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò íà îñíîâå ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ

ðåøàòü ñ åäèíûõ ïîçèöèé ëþáûå çàäà÷è ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî áóëåâîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ðàçðàáî-

òàííûõ ïðîöåäóð. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðèáëèæåííûõ

àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåì ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé è ÷èñëî îáðàáî-

òàííûõ âåêòîðîâ, ôóíêöèþ âðåìåííûõ çàòðàò è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåø-
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íîñòü Ï ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ Ï
f x f x

f x
�

	| ( ) ( )|

( )

*

*
, ãäå f —

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå M; x — ïðèáëè-

æåííîå ðåøåíèå çàäà÷è; x* — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Áûëè èññëåäîâàíû àëãîðèòì A5 íà îñíîâå ìíîãîïðîõîäíîé ïðîöåäóðû

A1, àëãîðèòì A4 íà îñíîâå îäíîïðîõîäíîé ïðîöåäóðû A2 è àëãîðèòì A3 íà

îñíîâå îäíîïðîõîäíîé ïðîöåäóðû   A . Ïðè èññëåäîâàíèè êîýôôèöèåíòû â

ôóíêöèîíàëå è îãðàíè÷åíèÿõ ãåíåðèðîâàëèñü ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó

ðàñïðåäåëåíèÿ â ôóíêöèîíàëå â äèàïàçîíå îò 0 äî 10, à â îãðàíè÷åíèÿõ —

îò 0 äî 20. Íà êàæäóþ òî÷êó ïðè îöåíêå âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ

â ñðåäíåì è èõ ïîãðåøíîñòè ðåøàëîñü íå ìåíåå 50 òåñòîâûõ çàäà÷, ðåçóëü-

òàòû êîòîðûõ ïîëó÷åíû ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0,95.

Â êà÷åñòâå òî÷íîãî èñïîëüçîâàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî

è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííûé íà îñíîâå èäåé ðàíãîâîãî

ïîäõîäà äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïåðñïåêòèâíûõ ðåøåíèé. Äëÿ îòñåâà íå-

ïåðñïåêòèâíûõ ïóòåé èñïîëüçîâàí ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ïîçâîëèâøèé

óñòðàíèòü ïîãðåøíîñòè, íå ïðåâûøàþùèå ðàçìåðíîñòè n = 70.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè îò ðàçìåðíîñòè ðåøàåìûõ çàäà÷ è

îò ÷èñëà îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å (2) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3 è 4, èç êîòîðûõ

âèäíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìîâ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà îãðàíè÷åíèé m
àñèìïòîòè÷åñêè óìåíüøàåòñÿ, à ñ óâåëè÷åíèåì n âîçðàñòàåò, ïðè ýòîì

m " 50. Ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìîâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ è äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå ïðåâûøàåò 2 %, à äëÿ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ íå ïðåâûøàåò 5—10 %. Ðåøåíèå òåñòîâûõ çàäà÷ ïîêàçàëî, ÷òî

óâåëè÷åíèå äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ôóíêöèîíàëå è îãðà-

íè÷åíèÿõ ïðèâîäèò ê ðåçêîìó ñíèæåíèþ ïîãðåøíîñòåé àëãîðèòìîâ. Ïåðå-

õîä îò íåëèíåéíîñòåé îäíîãî ïîðÿäêà ê íåëèíåéíîñòÿì áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåçíà÷èòåëüíîìó âîçðàñòàíèþ ïîãðåøíîñòåé

ïðè íåáîëüøîì ÷èñëå îãðàíè÷åíèé, à ñ âîçðàñòàíèåì ÷èñëà îãðàíè÷åíèé

âîçðàñòàíèå ïîãðåøíîñòè î÷åíü áûñòðî êîìïåíñèðóåòñÿ.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè

ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ÷èñëî îáðàáàòûâàåìûõ âåêòîðîâ íå çàâèñèò îò

÷èñëà îãðàíè÷åíèé è â ñðåäíåì äëÿ àëãîðèòìîâ A5, A4, A3 âðåìåííàÿ

ñëîæíîñòü ñîñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâåííî O n( , ),01 4 9 , O n( , ),03 3 7 è O n( , ),0 4 2 8 .

Ïðèìåð. Ðåøèì çàäà÷ó:

f x x x x x x x x x( ) max� 
 
 
 
 #20 13 17 20 101 2 1 4 3 4 3 4 ,

2 10 7 4 3 101 2 3 4 1 4 4 2 4x x x x x x x x x
 
 
 
 � .
(5)
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìîâ A5 (à, á), A4 (â, ã) è A3 (ä, å) îò ðàçìåðíîñòè n
ðåøàåìîé çàäà÷è ëèíåéíîãî (à, â, ä) è êâàäðàòè÷íîãî (á, ã, å) áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå îãðàíè÷åíèé m



Ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ ðåøåíèé ïðåäñòàâèì â âèäå ãðàôà D. Ïðîöåññ

ôîðìèðîâàíèÿ ïóòåé â ãðàôå, ãäå êàæäîé åãî âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò íî-

ìåð i, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

S1(0,0)
1

S21(20,2)
S31(20,0) 1

S321(40,2)
S231(40,2) $

S2(0,0)

2

S12(20,2)
S32(20,0)
S42(10,7)

2
S312(40,2)
S132(40,2) %

S3(20,0)
3

S13(20,0)
S23(20,0) 3

S213(40,2)
S123(40,2) &

S4(10,4) 4 S24(10,7) 4 � '

Ôîðìèðóåì ñíà÷àëà âñå âîçìîæíûå ïóòè èç âåðøèíû S ê âåðøèíàì 1,

2, 3, 4. Ýòî ïóòè S1, S2, S3, S4. Êàæäûé ïóòü èìååò äâå äëèíû: äëèíà ïî

âåñàì êîýôôèöèåíòîâ â ôóíêöèîíàëå (ïåðâàÿ â ñêîáêàõ) è äëèíà ïî âåñàì

êîýôôèöèåíòîâ â îãðàíè÷åíèè (âòîðàÿ â ñêîáêàõ).

Îïðåäåëÿåì äëèíû ïóòè S1. Ïðîâåðÿåì, ïðèñóòñòâóåò â ôóíêöèîíàëå

îòäåëüíî ïåðåìåííàÿ x1 èëè íåò. Îíà íå ïðèñóòñòâóåò îòäåëüíî íè â

ôóíêöèîíàëå, íè â îãðàíè÷åíèÿõ, ïîýòîìó S1 0 0( , )è àíàëîãè÷íî — S2 0 0( , ).

Äàëåå, äëÿ ïóòè S3 ïðîâåðÿåì, ïðèñóòñòâóåò ëè îòäåëüíî â ôóíêöèîíàëå

ïåðåìåííàÿ x3. Äà, ïðè íåé ñòîèò êîýôôèöèåíò 20, çíà÷èò, äëèíà ïóòè ïî

ôóíêöèîíàëó ðàâíà 20. Â îãðàíè÷åíèè îòäåëüíî ïåðåìåííàÿ x3 íå ïðè-

ñóòñòâóåò, ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà ïóòè ïî âåñàì îãðàíè÷åíèé ðàâíà 0, ò. å.

ïóòü S3 èìååò äâå äëèíû (20, 0).
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Äëÿ ïóòè S4 ïðîâåðÿåì, ïðèñóòñòâóåò ëè â ôóíêöèîíàëå îòäåëüíî

ïåðåìåííàÿ x4. Äà, ïðè íåé ñòîèò êîýôôèöèåíò 10, çíà÷èò, äëèíà ïóòè ïî

ôóíêöèîíàëó ðàâíà 10. Ïðîâåðÿåì, â îãðàíè÷åíèè ïåðåìåííàÿ x4 îòäåëüíî

ïðèñóòñòâóåò? Äà, ïðè íåé ñòîèò êîýôôèöèåíò 4, çíà÷èò, äëèíà ïóòè ïî

îãðàíè÷åíèþ ðàâíà 4, ò.å. ïóòü S4 èìååò äâå äëèíû (10, 4). Äàëåå íà îñíîâå

ñôîðìèðîâàííûõ ïóòåé S1, S2, S3, S4 ôîðìèðóåì âñå âîçìîæíûå ïóòè ñëå-

äóþùåãî ðàíãà ê âåðøèíàì 1, 2, 3, 4, äëèíû êîòîðûõ ïî âåñàì îãðàíè÷åíèé íå

ïðåâûøàþò 10. Òàê, èç âåðøèíû 1 ìîæíî ïîïàñòü â âåðøèíû 2, 3 è 4.

Ôîðìèðóåì ïóòü S12 è îïðåäåëÿåì åãî äëèíû. Ïðîâåðÿåì, ïðèñóòñò-

âóþò èëè íåò â ôóíêöèîíàëå ïåðåìåííûå x1 è x2 îòäåëüíî èëè ñîâìåñòíî.

Äà, ïðèñóòñòâóþò, ïðè ïðîèçâåäåíèè x1 x2 ñòîèò êîýôôèöèåíò 20, çíà÷èò,

ïóòü S12 ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà èìååò âåñ 20. Ïðîâåðÿåì, ïðèñóòñòâóþò

èëè íåò â îãðàíè÷åíèÿõ ïåðåìåííàÿ x1 è x2 îòäåëüíî èëè ñîâìåñòíî. Äà, â

îãðàíè÷åíèÿõ ïåðåìåííûå x1 è x2 ïðèñóòñòâóþò â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ x1x2,

ïðè êîòîðîì ñòîèò êîýôôèöèåíò 2. Çíà÷èò, ïóòü S12 ïî âåñàì îãðàíè÷åíèé

èìååò âåñ 4, ò.å. ïóòü S12 èìååò äâå äëèíû (20, 2).

Ôîðìèðóåì ïóòü S13 è îïðåäåëÿåì åãî äëèíû. Ïðîâåðÿåì, ïðèñóòñò-

âóþò èëè íåò â ôóíêöèîíàëå ïåðåìåííûå x1 è x3 îòäåëüíî èëè ñîâìåñòíî.

Äà, ïðè ïåðåìåííîé x3 ñòîèò êîýôôèöèåíò 20, à ñîâìåñòíî ïåðåìåííûå x1

è x3 â ôóíêöèîíàëå íå ïðèñóòñòâóþò. Çíà÷èò, ïóòü S13 ïî âåñàì ôóíêöèî-

íàëà èìååò âåñ, ðàâíûé 20. Ïðîâåðÿåì, ïðèñóòñòâóþò èëè íåò â îãðàíè-

÷åíèÿõ ïåðåìåííàÿ x1 è x3 îòäåëüíî èëè ñîâìåñòíî. Íåò, ñëåäîâàòåëüíî,

äëèíà ïóòè S13 ïî âåñàì îãðàíè÷åíèé ðàâíà 0, ò.å. ïóòü S13 èìååò äâå

äëèíû (20, 0).

Ôîðìèðóåì ïóòü S14 è îïðåäåëÿåì åãî äëèíû. Ïðîâåðÿåì, ïðèñóòñò-

âóþò èëè íåò â ôóíêöèîíàëå ïåðåìåííûå x1 è x4 îòäåëüíî èëè ñîâìåñòíî.

Äà, ïðè ïåðåìåííîé x4, ñòîÿùåé îòäåëüíî, ñòîèò êîýôôèöèåíò 10, à ïðè

ïðîèçâåäåíèè x1x4 â ôóíêöèîíàëå ñòîèò êîýôôèöèåíò 13. Çíà÷èò, ïóòü S14

ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà èìååò âåñ, ðàâíûé 10 + 13 = 23. Ïðîâåðÿåì, ïðè-

ñóòñòâóþò èëè íåò â îãðàíè÷åíèÿõ ïåðåìåííûå x1 è x4 îòäåëüíî èëè ñîâ-

ìåñòíî. Äà, ïðèñóòñòâóþò, ïðè ïåðåìåííîé x4 ñòîèò êîýôôèöèåíò 4, à ïðè

ïðîèçâåäåíèè x1x4 â îãðàíè÷åíèÿõ ñòîèò êîýôôèöèåíò 7. Çíà÷èò, ïóòü S14

ïî âåñàì èìååò âåñ, ðàâíûé 7 + 4 = 11. Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà ïóòè S14 ïî

âåñàì îãðàíè÷åíèé ðàâíà 11, ò.å. ïóòü S14 èìååò äâå äëèíû (23, 11), íî

ïîñêîëüêó äëèíà ïî âåñàì îãðàíè÷åíèé ïðåâûøàåò ïðàâóþ ÷àñòü îãðàíè-

÷åíèÿ, ýòîò ïóòü èñêëþ÷àåì èç äàëüíåéøåãî àíàëèçà. Ïîýòîìó â ìíîæåñò-

âî 4 íà âòîðîì ÿðóñå ýòîò ïóòü íå ïîïàë.

Àíàëîãè÷íî ôîðìèðóåì âñå âîçìîæíûå ïóòè îò âåðøèí 2, 3 è 4.

Äàëåå, íà îñíîâå ïóòåé, ñôîðìèðîâàííûõ íà âòîðîì ÿðóñå, ñòðîèì âñå

âîçìîæíûå ïóòè ñëåäóþùåãî ðàíãà. Ïðè ýòîì áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèí-

Ñ.Â. Ëèñòðîâîé, Å.Ñ. Ëèñòðîâàÿ, Ì.Ñ. Êóðöåâ
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öèï îïòèìèçàöèè ïî íàïðàâëåíèþ, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç êàæ-

äîãî ìíîæåñòâà ïóòåé i ôîðìèðóåì âî âñå îñòàâøèåñÿ ÏÌ ïóòè ìàêñè-

ìàëüíî âîçìîæíîãî âåñà ïî ôóíêöèîíàëó, äëèíà êîòîðûõ ïî âåñàì îãðàíè-

÷åíèé íå ïðåâûøàåò ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíèÿ.
Íà÷íåì ñ ìíîæåñòâà 1, êîòîðîå ñîäåðæèò äâà ïóòè: S21 (20, 2) è S31

(20, 0). Èç ìíîæåñòâà 1 ìîæíî ïîïàñòü â ìíîæåñòâà 2, 3 è 4. Ôîðìèðóåì
âñå âîçìîæíûå ïóòè èç ìíîæåñòâà 1 â 2, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï îïòèìèçàöèè
ïî íàïðàâëåíèþ: ïóòü S21 (20, 2) â ìíîæåñòâî 2 íå ìîæåò áûòü ïðîäëåí,
òàê êàê âåðøèíà 2 óæå âîøëà â ïóòü S21 (20, 2) . Ñëåäîâàòåëüíî, âûáèðàåì
îäèí îñòàâøèéñÿ ïóòü S31 (20, 0) . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïóòü S312, äëèíà
êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ òàê: ïðîâåðÿåì, ïðèñóòñòâóþò èëè íåò â ôóíêöèî-
íàëå ïåðåìåííûå x1, x2 è x3 îòäåëüíî è â êîìáèíàöèÿõ x1 x2, x1x3, x2x3 èëè
â âèäå ñîìíîæèòåëÿ x1x2x3, ò.å. îïðåäåëÿåì, åñòü ëè ïðîèçâåäåíèÿ ïåðå-
ìåííûõ, êîòîðûå âõîäÿò â ñîìíîæèòåëü x1x2x3, è êîýôôèöèåíòû ïðè ýòèõ
ñîìíîæèòåëÿõ ñóììèðóåì. Äà, åñòü ïåðåìåííàÿ x3 ñ êîýôôèöèåíòîì 20,
ïðè ýòîì åñòü ñîìíîæèòåëü x1x2 ñ êîýôôèöèåíòîì 20. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëèíà ïóòè S312 ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà áóäåò 20 + 20 = 40.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äëèíà ïóòè ïî âåñàì îãðàíè÷åíèÿ. Â îãðà-
íè÷åíèÿõ åñòü ñîìíîæèòåëè, âõîäÿùèå â ïðîèçâåäåíèå x1x2x3, ýòî òîëüêî
x1x2 ñ êîýôôèöèåíòîì 2 ïðè íåì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà ïóòè S312 ïî
âåñàì îãðàíè÷åíèé ðàâíà 2, ò.å. äàííûé ïóòü S312 èìååò äâå äëèíû (40, 2).
Åñëè âî ìíîæåñòâå 1 îñòàëñÿ íå îäèí ïóòü S31(20, 0), à íåñêîëüêî ïóòåé,
êîòîðûå ìîãóò ïðîéòè ïî îãðàíè÷åíèÿì â ìíîæåñòâî 2, òî èç íèõ â 2
ïåðåòÿãèâàåì òîëüêî îäèí ïóòü ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì ïî ôóíêöèîíàëó.

Ôîðìèðóåì âñå âîçìîæíûå ïóòè èç ìíîæåñòâà 1 â 3, èñïîëüçóÿ ïðèí-
öèï îïòèìèçàöèè ïî íàïðàâëåíèþ. Ïóòü S31(20, 0) â ìíîæåñòâî 3 íå ìîæåò
áûòü ïðîäëåí, òàê êàê òðåòüÿ âåðøèíà óæå âîøëà â ïóòü S31(20, 0). Ñëå-
äîâàòåëüíî, âûáèðàåì îäèí îñòàâøèéñÿ ïóòü S21(20, 0). Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷àåì ïóòü S213, äëèíó êîòîðîãî îïðåäåëÿåì òàê. Ïðîâåðÿåì, ïðèñóòñò-
âóþò èëè íåò â ôóíêöèîíàëå ïåðåìåííûå x1, x2 è x3 îòäåëüíî è â êîìáè-
íàöèÿõ x1 x2, x1x3, x2x3 èëè â âèäå ñîìíîæèòåëÿ x1x2x3, ò.å. ñìîòðèì, åñòü
ëè ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âõîäÿò â ñîìíîæèòåëü x1x2x3, è
êîýôôèöèåíòû ïðè ýòèõ ñîìíîæèòåëÿõ ñóììèðóåì. Äà, åñòü ïåðåìåííàÿ
x3 ñ êîýôôèöèåíòîì 20 è åñòü ñîìíîæèòåëü x1x2 ñ êîýôôèöèåíòîì 20.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà ïóòè S213 ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà áóäåò 20 + 20 = 40.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äëèíà ïóòè ïî âåñàì îãðàíè÷åíèÿ. Â îãðàíè÷å-
íèÿõ åñòü ñîìíîæèòåëè, âõîäÿùèå â ïðîèçâåäåíèå x1x2x3. Ýòî òîëüêî x1x2 ñ
êîýôôèöèåíòîì 2 ïðè íåì. Çíà÷èò, äëèíà ïóòè S213 ïî âåñàì îãðàíè÷åíèé
ðàâíà 2, ò.å. äàííûé ïóòü S213 èìååò äâå äëèíû (40,2).

Äàëåå ôîðìèðóåì âñå âîçìîæíûå ïóòè èç ìíîæåñòâà 1 â 4, èñïîëüçóÿ

ïðèíöèï îïòèìèçàöèè ïî íàïðàâëåíèþ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íè îäèí èç
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ïóòåé, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü â ìíîæåñòâî 4, íå óäîâëåòâîðÿþò îãðà-

íè÷åíèþ, è èõ ìîæíî èñêëþ÷èòü èç àíàëèçà. Àíàëîãè÷íî ôîðìèðóþòñÿ

ïóòè èç ìíîæåñòâà 2 â ìíîæåñòâà 1, 3, 4 è ïóòè èç ìíîæåñòâà 3 â ìíîæåñòâà

1, 2, 4, à òàêæå ïóòè èç ìíîæåñòâà 4 â ìíîæåñòâà 1, 2, 3. Ïðè ýòîì ïîñëåä-

íèå íå ïðîéäóò ïî îãðàíè÷åíèÿì íè â îäíî ìíîæåñòâî.

Íà ñëåäóþùåì ðàíãå íå óäàñòñÿ ïîñòðîèòü íè îäíîãî ïóòè, òàê êàê âñå

îíè íå óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ. Òàêèì îáðàçîì, ñàìûì äëèííûì

ïóòåì ÿâëÿåòñÿ ïóòü S213. Îí èìååò äâå äëèíû (40, 2) è, ñëåäîâàòåëüíî,

âåêòîð, îáðàùàþùèé â ìàêñèìóì ôóíêöèîíàë (5), ðàâíûé 40, èìååò âèä

Õ = {x1 1� , x2 1� , x3 1� , x4 0� }. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå îãðàíè÷åíèÿ íå ïðå-

âûøàåò 2. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïóòè, ñîäåðæàùèå îäèíàêîâûå ÏÌ âåð-

øèí, èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèÿì.

Ïîýòîìó îíè äóáëèðóþò äðóã äðóãà íà ÿðóñå è èõ ìîæíî èñêëþ÷àòü. Â

ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïóòåé áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

S1(0,0) 1 S31(20,0) 1 1

S2(0,0)

2

S12(20,2)
S32(20,0)
S42(10,7) 2

S312(40,2)

2

S3(20,0) 3 3 3

S4(10,4) 4 4 4

Â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ íå îäíî, à m îãðàíè÷åíèé, êàæäûé ïóòü õàðàêòåðè-

çóåòñÿ íå äâóìÿ äëèíàìè, à m
1äëèíîé, îïðåäåëÿåìîé àíàëîãè÷íî.

Ðàññìîòðåííûå ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ çàäà÷ áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì òèïîì îïòèìèçàöèè. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåê-

òèâíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà ââåäåì âòîðîé òèï îïòèìèçàöèè, èñïîëüçóÿ

àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ôîðìèðîâàíèÿ ïóòåé, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïðî-

öåäóðû ïåðâîãî òèïà òåì, ÷òî íà ïåðâîì ÿðóñå áóäåì ôîðìèðîâàòü íå ïóòè

ðàíãà 1, à ìíîæåñòâà ïóòåé, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûì â ôóíêöèîíàëå.

Ðåøåíèå çàäà÷è (5) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

S21(20,2) 1 S31(20,0) 1 $

2
S32(20,0)
S42(10,7) 2

S312(40,2)
%

S3(20,0) 3 S213(20,0) 3 3

S4(10,4) 4 4 '

Ïóòè S 41 33 11( , ) è S 43 47 14( , ) íà ïåðâîì ÿðóñå íå ôîðìèðîâàëèñü, òàê

êàê îíè íå ïðîõîäÿò ïî îãðàíè÷åíèþ. Ñðàâíèâàÿ ïðîöåññû ôîðìèðîâàíèÿ

ïóòåé â ãðàôå, âèäèì, ÷òî ÷èñëî ïóòåé ïðè èñïîëüçîâàíèè îïòèìèçàöèè
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âòîðîãî òèïà ìåíüøå, â ñâÿçè ñ ÷åì óìåíüøàåòñÿ âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü

ïðåäëàãàåìîé ïðîöåäóðû. Ïîýòîìó áûëî âûïîëíåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå

èññëåäîâàíèå è ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõ òèïîâ îïòèìèçàöèè

äëÿ îöåíêè èõ âðåìåííîé ñëîæíîñòè è ïîãðåøíîñòè. Çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè (à) è ïî-
ãðåøíîñòè (á) âû÷èñëåíèÿ, à òàêæå âå-
ðîÿòíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è çà çàäàííîå
âðåìÿ (â) îò ÷èñëà îãðàíè÷åíèé: 1 —
ïîëíûé ïåðåáîð; 2 è 3 — îïòèìèçàöèÿ
ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ (à) è ÷èñëà ñëàãàåìûõ
(á): 1 — ïîëíûé ïåðåáîð; 2 è 3 — îïòèìèçàöèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ



îïåðàòèâíîñòè èõ ðåøåíèÿ îöåíèâàåòñÿ

âåðîÿòíîñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è P T( ) �
� 	 	

1 e T T( / )( çà íåêîòîðîå äîïóñòèìîå

âðåìÿ T( . Â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî òî÷-

íîãî àëãîðèòìà ïðèìåíåí àëãîðèòì ïîë-

íîãî ïåðåáîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòðà-

òåãèè âåòâåé è ãðàíèö. Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà ÷èñëî îãðàíè÷åíèé

èçìåíÿëîñü îò 7 äî 68, ÷èñëî ïåðåìåííûõ — îò 2 äî 20, ÷èñëî ñëàãàåìûõ â

ôóíêöèîíàëå è îãðàíè÷åíèÿõ — îò 2 äî 50. Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ â ôóíêöèîíàëå è îãðàíè÷åíèÿõ èçìåíÿëñÿ îò 0 äî 200 ïî ðàâíî-

ìåðíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ. Âðåìÿ ðåøåíèÿ ïðèâåäåíî â ñåêóíäàõ, äî-

ïóñòèìîå âðåìÿ T( = 30 ñ. Ïðè îöåíêå âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ è

èõ ïîãðåøíîñòè äëÿ êàæäîé òî÷êè â ñðåäíåì ðåøàëîñü íå ìåíåå 50 òåñ-

òîâûõ çàäà÷.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè

è ïîãðåøíîñòè ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ ïîäòâåðæäàþò èõ òåîðåòè÷åñ-

êóþ îöåíêó (ðèñ. 5—7).

Âûâîäû

Èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííûõ ïðîöåäóð îïòèìèçàöèè âòîðîãî òèïà ïîç-

âîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü îïåðàòèâíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ áóëåâîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ è òî÷íîñòü èõ ðåøåíèÿ, ÷òî èìååò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå

ïðè ïëàíèðîâàíèè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé â ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëü-

íûõ ñèñòåìàõ. Ïðåäëîæåííûå ïðîöåäóðû ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ðàñïà-

ðàëëåëåíû, òàê êàê ôîðìèðîâàíèå ïóòåé íà ÿðóñàõ â ìíîæåñòâàõ M sj
r

ìîæíî îñóùåñòâëÿòü îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó ïðè íàëè÷èè n ïðîöåñ-

ñîðíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïóòåé âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãî-

ðèòìîâ íà îñíîâå ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåäóð A1 è A2 íå ïðåâûñèò ñîîò-

âåòñòâåííî O pn( )2 è O pn( ). Èñïîëüçîâàíèå CUDA òåõíîëîãèé ïîçâîëèò

ïðèìåíÿòü äàííûå ïðîöåäóðû â ìàñøòàáå ðåàëüíîãî âðåìåíè â ðàñïðå-

äåëåííûõ ñèñòåìàõ âû÷èñëåíèÿ.
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ðåøåíèÿ çàäà-
÷è îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ: 1 — ïîëíûé ïåðåáîð; 2
è 3 — îïòèìèçàöèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ
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S.V. Listrovoy, E.S. Listrovaya, M.S. Kurtsev

RANK APPROACH TO THE SOLUTION OF PROBLEMS OF LINEAR
AND NONLINEAR BOOLEAN PROGRAMMING FOR PLANNING
AND MANAGEMENT IN DISTRIBUTED COMPUTING SYSTEMS

The efficiency of ranking approach to solving arbitrary Boolean programming tasks has been
shown. Procedures are described which allow solving problems of linear and nonlinear program-
ming using algorithms of polynomial complexity with a small error, with arbitrary nonlinearities,
both in functionality and limitations. The article also shows the results of experimental investi-
gation of the error of the developed algorithms and their time complexity.

K e y w o r d s: discrete programming, ranking approach, planning, distributed computing system.
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