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Ãðàíóëÿðíûå, íå÷åòêî ìíîæåñòâåííûå
è òåíçîðíî-ñëåäîâûå õàðàêòåðèñòèêè
ìíîãîìåðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ

Ðàññìîòðåíû ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíîãî (ìíîãîêîìïîíåíòíîãî) âðåìåííîãî ðÿäà (ÂÐ)
â âèäå 3D òåíçîðíîé ìîäåëè, ïîñëåäóþùàÿ òåíçîðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ êîòîðîé ñ ïîìîùüþ
ïðîöåäóð PARAFAC-äåêîìïîçèöèè è âûñîêîïîðÿäêîâîé ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè
(HOSVD) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü âåñü ÂÐ (èëè åãî ñîñòàâíûå ÷àñòè — îêíî, ôðàãìåíò,
ñåãìåíò) â âèäå íåêîòîðîé ãðàíóëû — ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê, îáëàäàþùèõ
ñâîéñòâàìè, áëèçêèìè ê ñâîéñòâàì íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ (ÍÌ) âòîðîãî òèïà, íàçûâàåìûõ
ïñåâäîÍÌ âòîðîãî òèïà. Ïîêàçàíà àíàëîãèÿ, ñóùåñòâóþùàÿ ìåæäó ñâîéñòâàìè ñëåäîâ,
ñèíãóëÿðíûõ âåëè÷èí è Ô-íîðìîé ñòàíäàðòíîé ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè (2D ìàòðèöû)
è HOSVD, ïðèìåíÿåìîé äëÿ 3D ìàòðèöû. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåð-
íûõ ÂÐ ãðàíóëàìè — ïîäìíîæåñòâàìè óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê.

Ðîçãëÿíóòî ïðåäñòàâëåííÿ áàãàòîâèì³ðíîãî (áàãàòîêîìïîíåíòíîãî) ÷àñîâîãî ðÿäó (×Ð) ó
âèãëÿä³ 3D òåíçîðíî¿ ìîäåë³, ïîäàëüøà òåíçîðíà äåêîìïîçèö³ÿ ÿêî¿ çà äîïîìîãîþ ïðî-
öåäóð PARAFAC-äåêîìïîçèö³¿ ³ âèñîêîïîðÿäêîâî¿ ñèíãóëÿðíî¿ äåêîìïîçèö³¿ (HOSVD)
äîçâîëÿº ïðåäñòàâèòè âåñü ×Ð (àáî éîãî ñêëàäîâ³ ÷àñòèíè — â³êíî, ôðàãìåíò, ñåãìåíò) ó
âèãëÿä³ äåÿêî¿ ãðàíóëè — ï³äìíîæèíè âïîðÿäêîâàíèõ òð³éîê, ÿê³ ìàþòü âëàñòèâîñò³,
áëèçüêè äî âëàñòèâîñòåé íå÷³òêèõ ìíîæèí (ÍÌ) äðóãîãî òèïó, íàçâàíèõ ïñåâäîÍÌ äðó-
ãîãî òèïó. Ïîêàçàíî àíàëîã³þ, ³ñíóþ÷ó ì³æ âëàñòèâîñòÿìè ñë³ä³â, ñèíãóëÿðíèõ âåëè÷èí ³
Ô-íîðìîþ ñòàíäàðòíî¿ ñèíãóëÿðíî¿ äåêîìïîçèö³¿ (2D ìàòðèö³) ³ HOSVD, ÿêà çàñòîñîâóºòü-
ñÿ äëÿ 3D ìàòðèö³. Íàâåäåíî ïðèêëàäè ïðåäñòàâëåííÿ áàãàòîâèì³ðíèõ ×Ð ãðàíóëàìè —
ï³äìíîæèíàìè âïîðÿäêîâàíèõ òð³éîê.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ñèíãóëÿðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ, íå÷åòêî-ìíîæåñòâåííàÿ ãðàíóëà, âû-
ñîêîïîðÿäêîâàÿ ñèíãóëÿðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ, ñëåä ìàòðèöû, Ô-íîðìà, âðåìåííîé ðÿä.
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Îñíîâíàÿ çàäà÷à àíàëèçà ìíîãîìåðíûõ äàííûõ îïðåäåëÿåòñÿ öåëüþ, êîòî-

ðàÿ ïîñòàâëåíà èññëåäîâàòåëåì [1]. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå òàêîé çàäà÷åé ÿâ-

ëÿåòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ àíîìàëèé âðåìåííûõ ðÿäîâ (ÂÐ), òàê êàê ðàçâèòèå

íåðàñïîçíàííûõ íà ðàííèõ ýòàïàõ àíîìàëèé ïðèâîäèò ê êàòàñòðîôè÷åñ-

êèì ïîñëåäñòâèÿì. Âûÿâëåíèå ñêðûòûõ çíàíèé — îñíîâà àíàëèçà ìíîãî-

ìåðíûõ äàííûõ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åíèå ñêðûòûõ çíàíèé âîçìîæíî

ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:

ìîäåëèðîâàíèå ñòðóêòóðû äàííûõ (çäåñü ñòðóêòóðà ïîíèìàåòñÿ íàñòîëü-

êî øèðîêî, ÷òî åå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò);

êëàññèôèêàöèÿ (íàïðèìåð, çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè àíîìàëèé, ïðèâî-

äèìûå ê çàäà÷àì êëàññèôèêàöèè, ðàññìàòðèâàåìûå â óñëîâèÿõ íåïîëíîé

èíôîðìàöèè);

ïðîãíîçèðîâàíèå ñîñòîÿíèÿ êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì (ÊÑ) (â òîì ÷èñëå ðàí-

íèé ïðîãíîç àíîìàëèè ñ ÿâëåíèÿ ñàìîïîäîáèÿ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå).

Èññëåäîâàíèå è àíàëèç ìíîãîìåðíûõ äàííûõ, â òîì ÷èñëå ìíîãîìåð-

íûõ ÂÐ, èñòîðè÷åñêè ñâÿçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò

(ÌÃÊ) [2]. Îäíàêî ñëîæíîñòü âîçíèêàþùèõ çàäà÷ çàñòàâëÿåò èñêàòü âñå áîëåå

èçîùðåííûå ìåòîäû àíàëèçà [3], â òîì ÷èñëå ðàñøèðåíèå ÌÃÊ íà ìíîãî-

ìåðíûå ÂÐ (ÌÂÐ). Íàèáîëåå ïîëíî ýòî ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [4], îñíîâíîå

êðåäî êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàíî â åå íàçâàíèè, à èìåííî: èçâëå÷åíèå çíàíèé

÷åðåç òåíçîðíûå (ìàòðè÷íûå) äåêîìïîçèöèè (ÒÄ).

Â ðàáîòàõ [5—7] ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ

(ÍÌ) (ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (ÏìÓÏ) ~ { / }x �� x x� , �x � [ , ]0 1,
~ { }x E ei i

n� � �1 â âèäå òåíçîðíûõ ìîäåëåé — ãðàíóë, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

ñêðûòûå çíàíèÿ â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ ÒÄ, â ÷àñòíîñòè ñèíãóëÿðíîé

äåêîìïîçèöèè (SVD), è èíâàðèàíòîâ ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðèìåíåíèå ÒÄ ê ÌÂÐ òàêæå ïðèâîäèò ê ïñåâäîÍÌ-

ãðàíóëàì, ÷òî äîëæíî ñïîñîáñòâîâàòü ïîèñêó íîâûõ çíàíèé, â ÷àñòíîñòè

íîâûõ ïðèçíàêîâ èäåíòèôèêàöèè àíîìàëèé òðàôèêà ÊÑ. Ñëåäóåò, îäíàêî,

çàìåòèòü, ÷òî âîçìîæíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà çíà÷èòåëüíî øèðå ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Òåíçîðíîå ìîäåëèðîâàíèå äàííûõ, â òîì ÷èñëå

ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ÂÐ, èìååò ïðåèìóùåñòâî, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî èí-

âàðèàíòû òåíçîðíîé (ìàòðè÷íîé) ìîäåëè íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ñòàíäàðòíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ: ñìåùåíèå è ïîâîðîòû îñåé êîîðäèíàò. Ýòî ïîçâîëÿåò

áîëåå ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷ó îáðàáîòêè ìíîãîìåðíûõ äàííûõ.

Ãðàíóëû îäíîìåðíûõ ÂÐ îïèñàíû â ðàáîòå [8], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî

îäíîìåðíûé ÂÐ (îêíî � ôðàãìåíò (ñîâîêóïíîñòü îêîí) � ñåãìåíò (ñîâî-

êóïíîñòü ôðàãìåíòîâ) è òàê äàëåå) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå òåí-
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çîðíîé ìîäåëè (ÒÌ), äåêîìïîçèöèÿ êîòîðîé ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû SVD

ïîçâîëÿåò âìåñòî èñõîäíîãî ÂÐ èñïîëüçîâàòü ÏìÓÏ, èìåþùåå ñåìàíòèêó

ïñåâäîÍÌ. Ýòà ïðîöåäóðà íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà â âèäå öåïî÷êè: îäíî-

ìåðíûé ÂÐ (ÎÂÐ) � ÒÌ � ïðîöåäóðà SVD � ôîðìèðîâàíèå ÏìÓÏ

(ïñåâäîÍÌ) � âû÷èñëåíèå äåôàäçèôèöèðîâàííûõ çíà÷åíèé � ôîðìèðî-

âàíèå íå÷åòêîãî óòâåðæäåíèÿ. Îíà ïîëîæåíà â îñíîâó ïîñòàíîâêè çàäà÷è

àíàëèçà îäíîìåðíîãî ÂÐ [1]. Äåôàäçèôèöèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ïñåâäîÍÌ,

âû÷èñëåííûå ìåòîäîì öåíòðà òÿæåñòè, ñëåäóþùèå: èñõîäíîå ÏìÓÏ — 1,22,

íîðìàëèçîâàííîå ÏìÓÏ — 0,65. Äàííûì çíà÷åíèÿì ÏìÓÏ ñîîòâåòñò-

âóåò íå÷åòêîå óòâåðæäåíèå: îáúåêò îáëàäàåò ñâîéñòâîì íàõîäèòüñÿ â èí-

òåðâàëå [0, 1].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, òàê êàê ïðè àíàëèçå

ÌÂÐ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ÎÂÐ. Ïóñòü çàäàí îä-

íîìåðíûé ÂÐ X
( ) { ( )}, ,t

ix t i N� �1 , â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ôðàã-

ìåíòîâ{ ( )}( )X t
j

t
i , i I�1, ; j f�1, ; êàæäûé ôðàãìåíò ñîñòîèò èç îêîí ( ) ( )k

ix t ,

i I x�1, , k f�1, ; f — ÷èñëî îêîí âî ôðàãìåíòå: X x t
j

t

k f

k

i
( )

,

( )
( )�

�1

� , X
( )t �

�
�j J

j

tX
1,

( )
� . Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ìàòðèöèçàöèè îêíî (èëè ôðàãìåíò) ÂÐ

ïðåäñòàâèì â âèäå òåíçîðà ñ ìàòðèöåé m � n, ò.å. x ti( )� Tx = reshape (x ti( ),

m, n), m � n = I x . Â îáùåì ñëó÷àå m � n, îäíàêî áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé

m = n, òàê êàê ïðè ýòîì ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè íàõîæ-

äåíèÿ íîâûõ çíàíèé (ïðèçíàêîâ) è ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ âû÷èñëè-

òåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è.

Â ðàáîòå [8] íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí ïðèìåð ðåàëüíîãî ÂÐ è äâóõ åãî

ôðàãìåíòîâ, îäèí èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âíåäðåííûå àíîìàëèè, à íà ðèñ. 2 è

3 ïðåäñòàâëåíû îêíà ôðàãìåíòîâ ÂÐ è èõ òåíçîðíûå ìîäåëè (2D ìàòðèöû).

Çàìåòèì, ÷òî òåíçîðû ñ ìàòðèöàìè ðàçíîé ðàçìåðíîñòè ìîãóò áûòü ïðè-

âåäåíû ê òåíçîðàì ñ ìàòðèöàìè îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè ñ ïîìîùüþ

êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ (ÊÏ) [9]. Àíàëèç ìíîãîìåðíûõ äàííûõ â çíà÷è-

òåëüíîé ñòåïåíè îñíîâàí íà àíàëèçå 2D ìàòðèö (äåêîìïîçèöèè, â ÷àñò-

íîñòè, SVD), ðàñøèðåííûõ íà ìíîãîïîðÿäêîâûå òåíçîðû. Àíàëîãè÷íî â

àíàëèçå ìíîãîìåðíûõ ÂÐ èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ îä-

íîìåðíûõ ÂÐ. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïîëîæåíèÿ àíàëèçà îäíîìåðíûõ ÂÐ,

íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíèìàíèÿ ðàáîòû.

Îäíîìåðíûé ÂÐ èç N ýëåìåíòîâ X xi i
N� �{ } 1 ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ÒÌ,

ñîñòîÿùåé èç f-ôðàãìåíòîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ïî k îêîí, ñîñòîÿùèõ èç

M ýëåìåíòîâ êàæäîå. Íàïðèìåð, äëÿ N = 300 ðåàëèçóåì ñòàíäàðòíóþ ïðî-
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öåäóðó ÌàòËàá reshape (g, 5, 5, 3, 4), f = 4, k = 3, M = m � m = 25 ( f � k � M = N)

[8]. Òåíçîðíàÿ ìîäåëü ñîñòîèò èç 12 2D ìàòðèö gt (:, :, 1:3, 1:4) ðàçìåð-

íîñòüþ 5	 5 (ïåðâàÿ ìàòðèöà — gt (:, :, 1, 1), âòîðàÿ — gt (:, :, 2, 1), …, 12-ÿ —

gt (:, :, 3, 4)). Ìàññèâ, èìåþùèé ÷åòûðå ðàçìåðíîñòè, èíòåðïðåòèðóåòñÿ
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Ðèñ. 1. Ïðåäñòàâëåíèå îäíîìåðíîãî ÂÐ â âèäå ÏìÓÏ: à — îòäåëüíîå îêíî ÂÐ; á —
ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÏìÓÏ (1— ðåàëüíîå ïñåâäîÍÌ, 2 — àïïðîêñèìèðîâàííîå

ïñåâäîÍÌ 
 
FS FS
F1 2

2
� �min); â — òåíçîðíàÿ (2D ìàòðèöà), ìîäåëü; ã — ôîðìû

âèçóàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÏìÓÏ; �— çíà÷åíèå; �— ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè (ÔÏ)
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ñòàíäàðòíûì ÌàòËàáîì êàê ìíîãîìåðíàÿ ìàòðèöà èëè òåíçîð. Ê åãî îáðà-

áîòêå íå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ìåòîäû è ìîäåëè ÌàòËàá, îðèåíòèðîâàí-

íûå íà 2D ìàòðèöû.

Â ðàáîòå �8� ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîìåðíîãî ÂÐ

(îêíî, ôðàãìåíò (ñîâîêóïíîñòü îêîí), ñåãìåíò (ñîâîêóïíîñòü ôðàãìåí-

òîâ), ÂÐ (ñîâîêóïíîñòü ñåãìåíòîâ)) â âèäå ÏìÓÏ, èìåþùèõ ôîðìàëüíîå

ñõîäñòâî ñî ñòàíäàðòíûì ÍÌ, íî íå ÿâëÿþùèìñÿ òàêîâûì. Îñíîâîé òàêî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîöåäóðû ÒÄ. Â ñëó÷àå ìíîãîìåðíîãî ÂÐ

èñïîëüçîâàíèå ÏìÓÏ íå âñåãäà âîçìîæíî èëè öåëåñîîáðàçíî, ïîýòîìó

ïðèáåãàþò ê ïðåäñòàâëåíèþ òàêîãî îáúåêòà â âèäå ïîäìíîæåñòâ óïîðÿ-

äî÷åííûõ òðîåê (ÏìÓÒ). Ýòè ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ãðàíóëàìè.

Ôîðìèðîâàíèå ÏìÓÒ ðåàëèçîâàíî ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð ÒÄ, â ÷àñò-

íîñòè PARAFAC-äåêîìïîçèöèè èëè ñòàíäàðòíîãî HOSVD. Ðàçðàçðàáîòêà

è èññëåäîâàâíèå ïðîöåäóð ôîðìèðîâàíèÿ ÍÌ-òåíçîð-ãðàíóë (â îáùåì

ñëó÷àå ïñåâäîÍÌ) äëÿ ìíîãîìåðíîãî (ìíîãîêîìïîíåíòíîãî) ÂÐ ñîñòàâ-

ëÿåò ñóòü ðåøàåìîé çàäà÷è.

Â ðàáîòå ��� ïðåäëîæåíî ÏìÓÏ, ðàññìàòðèâàåìîå êàê ïñåâäîÍÌ,

ïðèìåíÿòü â êà÷åñòâå ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ îêîí, ôðàãìåíòîâ è ñåãìåí-

òîâ ÂÐ, èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò [10]. Äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû

äàííûõ X (ñîñòàâëåííîé èç ýëåìåíòîâ ÂÐ) íåîáõîäèìî íàéòè n-âåêòîðû u, v

(âîçìîæíî, íî íå îáÿçàòåëüíî, ñ || ||u �1), êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò êðèòåðèé

X uv P� Kr

T

F
u v

2
� �( , ), ãäå X uv X uv X uv� Kr

Ttrace{( ) ( ) } =T

F

T T2
� � �

= x u v
i=

n

j=

n

ij i j

1 1

2�� �( ) , P� �( , ) (| |, | |)
, ; ,

u v p u v
j n i n

j i�
� �
�

1 1

— øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ;

�
Kr — ñèìâîë êðîíåêåðîâîé ðàçíîñòè.

Èçâåñòåí ïóòü ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è — àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîãî

ìíîæåñòâà äàííûõ, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê òåíçîð (â îáùåì ñëó÷àå ìíîãî-

ìåðíûé ìàñèâ), òàê íàçûâàåìûìè òåíçîðíûìè ðàçëîæåíèÿìè �11, 12�, â

ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè SVD m � n-ìàòðèöû èìååò âèä X � ��1 1 1u vT ...

...�� r r r
Tu v , ãäå� � �1 2 0� � � �... r è� �i i� ;� i — ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

XX
T; âåêòîðû u1, v1, u2, v2, …, ur, vr, — îðòîãîíàëüíû; r = rank (B) � min (m,

n). Äëÿ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé îãðàíè÷èâàþòñÿ ïåðâûì ýëåìåíòîì,

ò.å. X � ��1 1 1u vT .

Åñëè ÂÐ àïïðîêñèìèðîâàí ÏìÓÏ òèïà�1 1 1u vT� , òî ìîæíî ôîðìóëèðî-

âàòü çàäà÷ó ïîèñêà áëèæàéøåãî (îòíîñèòåëüíî Ô-íîðìû) ÏìÓÏ x x
T�� , êî-

òîðîå èìååò ñåìàíòèêó ÍÌ, ò.å. �x
T � [0, 1] ïîêàçûâàåò çíà÷èìîñòü õ â
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ñîñòàâå Õ: min
,x X M

T
x
T

F
x x

u v x
� �

� � �
�

� �1 1 1

2
. Íàïîìíèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ

[12, 13] äëÿ k-ïîðÿäêîâîãî òåíçîðà���
d1	···	dk , íàèëó÷øàÿ ðàíã-r àïïpîêñèìà-

öèÿ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè âåêòîðîâ x i
d��

1, y i
d��

2, ..., z i
dk�� , i = 1, ...,

r, òàêèõ, ÷òî îíè ìèíèìèçèðóþò A x y z x y z� � � � � � � � �1 1 1... ... ...r r r

èëè argmin ( )rank� � �B r A B , ãäå � îïðåäåëÿåò íîðìó íà �
d1	···	dk .

Äëÿ k = 2 èìååì A U V
A

� � �
�
� 
i

i i i
u v

1

rank( )

� . Ñèíãóëÿðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ

A� 	
�

m n åñòü ëó÷øàÿ ðàíã-r àïïðîêñèìàöèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûìè r
òåðìàìè â ïðèâåäåííîé âûøå ñóììå [11, 12, 14]. Â ðàáîòå [15] ïîêàçàíî,
÷òî äëÿ ëþáîãî ÍÌ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî îáû÷íîå ÷åòêîå ìíîæåñòâî
(×Ì), ðàñïîëîæåííîå íà íàèìåíüøåì ðàññòîÿíèè îò íåãî, ò.å. èìåþùåå
íàèìåíüøóþ íîðìó (äîáàâèì, ïî îòíîøåíèþ ê íîðìå ÍÌ èëè íàèìåíåå

óêëîíÿþùóþñÿ îò íîðìû ÍÌ: A A
F F

2 2
!

~
, ãäå �

F

2
— êâàäðàò ôðîáåíèóñî-

âîé íîðìû; �
F

2
= trace(A � A

T)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå, íàïðèìåð, çàäà-

÷è A A� �
~

min
F

2
ïîçâîëÿåò íà îñíîâàíèè ÍÌ

~
[ ]A � �ai

a
i
ni� 1, �ai � [0, 1],

âû÷èñëèòü äðóãîå (áëèæàéøåå) ìíîæåñòâî, â òîì ÷èñëå è ÷åòêîå (ïðè íå-

êîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ): A � �[ ]ai
a

i
ni� 1, ãäå�ai � {0 èëè 1};

�ai — ÔÏ; �ai — õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî

ÍÌ è ×Ì äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû åäèíîîáðàçíî, ò.å. â âèäå ìàòðèöû

ðàçìåðíîñòüþ 2 	 n èëè ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé êàê ÊÏ âåêòîðîâ: ( , )a
a� èëè

( , )a
a� ðàçìåðíîñòüþ n 	 n. Ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè " = E B M� �

F

2

ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, åñëè èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð âåêòîðèçàöèè vec,
ò.å. îïåðàòîð ïîêîëîíêîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû [16].

Â ðàáîòå �9� ïîêàçàíî, ÷òî åñëè A� 	
�

m n ïðè m = m1m2 è n = n1n2 è

åñëè B� 	
�

m n1 1 , C� 	
�

m n2 2 , òî A B C A B C� � � # �
F

T

F
( ) ( ) ( )vec vec .

Åñëè � ( )A A�# èìååò SVD U AV
T

i

�
� � diag ( )� , ãäå C� 	

�
m n2 2 , �1 — íàè-

áîëüøàÿ ñèíãóëÿðíàÿ âåëè÷èíà, U (:, 1) è V (:, 1) — ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû,

òî ìàòðèöûB� 	
�

m n1 1 è C� 	
�

m n2 2 , îïðåäåëåííûå â âèäå vec (B) =�1 U (:, 1) è

vec (C) = V (:, 1), ìèíèìèçèðóþò A B C� �
F

.

Âûñîêîïîðÿäêîâûå òåíçîðû. Òåíçîð — îáîáùåíèå ìàòðèö, ÷üè ïî-

ðÿäêè âûøå äâóõ; òåíçîð A� 	 	 	 	
�

( ... )I I L I p1 1 èìååò ïîðÿäîê p è I1, I2, …, Ip —

öåëûå ÷èñëà, óêàçûâàþùèå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ äëÿ êàæäîãî èçìåðåíèÿ.

Íàïðèìåð, âðåìåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäñòàâëåííàÿ îêíàìè, êîòî-
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ðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëåíû m � n ìàòðèöàìè, ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê òåíçîð òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðè I1 = m, I2 = n, ..., è I3 = $, ãäå $ —

÷èñëî ìàòðèö âî ôðàãìåíòå.

Íîòàöèè è èäåêñàöèÿ. Ñëàéñ N-ìåðíîãî òåíçîðà — ýòî 2D ñå÷åíèå,

îïðåäåëåííîå ôèêñàöèåé âñåõ èíäåêñîâ, êðîìå äâóõ; âîëîêíî A N-ìåðíîãî

òåíçîðà 1D — ñå÷åíèå, îïðåäåëåííîå äëÿ âñåõ èíäåêñîâ, êðîìå îäíîãî.

Äëÿ òåíçîðà òðåòüåãî ïîðÿäêà A èñïîëüçóþò MaòËàá íîòàöèþ A (k, :, :),

A(, :, k, :) è A (:, :, k), ÷òîáû îïðåäåëèòü k-é ãîðèçîíòàëüíûé, ïðîäîëüíûé,

ôðîíòàëüíûé ñëàéñû, è A (:, i, j), A (i, : , j) è A (i, j, :), ÷òîáû îïðåäåëèòü (i;

j)-å íàïðàâëåíèÿ 1, 2 è 3 âîëîêîí. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóþò A(k) äëÿ ïðåä-

ñòàâëåíèÿ A (:, :, k).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü �-òåíçîð ðàçìåðíîñòè n1 	 n2 	 n3, òîãäà �T —

ýòî n1 	 n2 	 n3 òåíçîð, ïîëó÷åííûé òðàíñïîçèöèåé êàæäîãî ôðîíòàëüíîãî

ñëàéñà è ïîñëåäóþùèì ðåâåðñîì ïîðÿäêà òðàíñïîíèðîâàííîãî ôðîíòàëü-

íîãî ñëàéñà 2 ÷åðåç n3.

Îïðåäåëåíèå 2. Òåíçîð èäåíòè÷íîñòè I ��
n1 	 n2 	 n3 — òåíçîð, â êîòî-

ðîì ïåðâûé ôðîíòàëüíûé ñëàéñ — ýòî n1 	 n1 ìàòðèöà èäåíòè÷íîñòè è âñå

îñòàëüíûå ôðîíòàëüíûå ñëàéñû åñòü íóëè.

Îïðåäåëåíèå 3. f-äèàãîíàëüíûé òåíçîð — ýòî òåíçîð, ó êîòîðîãî

êàæäûé ôðîíòàëüíûé ñëàéñ åñòü äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîìåðíûé (3D) ìàññèâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí

ñîâîêóïíîñòüþ ñëàéñîâ; êàæäûé ñëàéñ — ìàòðèöà (2D ìàññèâ); êàæäàÿ

ìàòðèöà — ìíîæåñòâî äàííûõ.

Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà âûñøåãî ïîðÿäêà. Äëÿ îäíî-

çíà÷íîñòè ìàòðè÷íîå ðàñêðûòèå òåíçîðà [17, 18] îïðåäåëåíî êàê ìàòðè÷-

íûå ïðåäñòàâëåíèÿ äàííîãî òåíçîðà òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå âåêòîð-ñòîëáöû

(âåêòîð-ñòðîêè è äð.) óïîðÿäî÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíåíî åäèíîîá-

ðàçíîå óïîðÿäî÷åíèå âåêòîð-ñòîëáöà (âåêòîð-ñòðîêè è äð.); äëÿ òðåòüåãî

ïîðÿäêà ïðîöåäóðà ðàñêðûòèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ �17� ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.

Îïðåäåëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ðàñêðûòèé âêëþ÷àþò èçìåðåíèÿ òåíçîðà I1, I2, I3

íà öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå. Ïðè ðàñêðûòèè ðàçìåðíîñòè Ic � Ia � Ib

ôîðìàëüíî äîïóñêàþò, ÷òî èíäåêñ ia èçìåíÿåòñÿ ìåäëåííåå, ÷åì ib.

Îáîáùàÿ ñêàçàííîå, ïðèâåäåì ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå [17�. Ïóñòü N-

ïîðÿäêîâûé òåíçîð èìååò âèä A� 	 	 	
�

I I I n1 2 ...
. Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

(ðàñêðûòèå) A ( )
( ... ... )

n
I I I I I I In n n N n� � � �� 1 2 1 2 1 ñîäåðæèò ýëåìåíò ai i iN1 2... â ïîçè-

öèè ñ íîìåðîì in ñòðîêè è íîìåðîì ñòîëáöà ( ) ... ...i I I I I In n n N� � ��1 2 3 1 21

... ( ) ... ... ... (I i I I I I I I in n n n N n N� � � � �� � � � �1 2 3 4 1 2 11 1) ( ) ...I I i I I1 2 1 2 31� �

... ( ) ... ... ... ...I I I i I I I I I I I iN N n n n1 2 2 3 4 1 2 1 11� � �� � �1.
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Ïðèìåð [17] . Äàí òåíçîð ��R 3	2	3 ñ ýëåìåíòàìè a111 = a112 = a211 =

= – a212 = 1, a213 = a311 = a313 = a121 = a122 = a221 = – a222 = 2, a223 = a321 = a323 = 4,

a113 = a312 = a123 = a322 = 0. Òîãäà ìàòðè÷íîå ðàñêðûòèå A(1) èìååò âèä

A ( )1

1 1 0 2 2 0

1 1 2 2 2 4

2 0 2 4 0 4

� � �
�




�
�
�

�

�

�
�
�
�

2 2 0

2 2 4

1 1 0 0 4

1 1 2

2 0 2

�

�

Âõîäíûå äàííûå — 3D òåíçîð X � � � �{ }X ijk i

n

j

n

k

n

1 1 1
1 2 3 — ìîãóò áûòü ðàññìîò-

ðåíû êàê X �{ ,..., }X X n1 3
, ãäå êàæäûé Xi � Õ åñòü 2D ìàòðèöà (èçîáðà-

æåíèå, ÂÐ) ðàçìåðíîñòüþ n1 	 n2. Ìíîãîìåðíûé ÂÐ çàäàí ñîâîêóïíîñòüþ

ñâîèõ êîìïîíåíò X X
( ) ( ) ( ){ }t i t

i
n� �1, ( ) ( ) ( ){ ( )}, ,i t i

jt j JX x� �1 , ðàññìàòðèâàå-

ìûõ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå �
x x xn1 2	 	 	... , è ïðåäñòàâëåí â òàáëè÷íîì âèäå:
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Ðèñ. 2. Ðàñêðûòèå (I1	 I2 � I3)-òåíçîðà� â âèäå (I1	 I2 � I3)-ìàòðèöû A(1), (I2	 I3 � I1)-ìàòðèöû
A(2) è (I3 	 I1 � I2)-ìàòðèöû A(3) (I1 = I2 = I3 = 4) [17]



Íîìåð
çàïèñè

x1 x2 . . . . . . xn

1 % … & % … & % … & % … & % … &

Îêíî
ÌÂÐ =

� ïîòîê

2 % … & % … & % … & % … & % … &

3 % … & % … & % … & % … & % … &

4 % … & % … & % … & % … & % … &

5 % … & % … & % … & % … & % … &

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Ñòèëèçîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå ÌÂÐ ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3. Äàííàÿ

ôîðìà çàïèñè îçíà÷àåò, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü ÌÂÐ, êîìïîíåíòû êîòîðîãî

îðòîãîíàëüíû, ìíîãîêîìïîíåíòíûé ÂÐ, ðàñïîëîæåííûé â òðåõìåðíîì

(èëè äðóãîì) ïðîñòðàíñòâå. Â ÒÌ ÌÂÐ èãíîðèðóåòñÿ óêàçàííîå îáñòîÿ-

òåëüñòâî, âñå ÌÂÐ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê òðåõìåðíûå. Çäåñü ðàáîòàåò ïàðà-

äèãìà: ìíîãîìåðíûé (òðåõìåðíûé ìàññèâ (òåíçîð) èëè 3D ìàòðèöà ) �
ñëàéñ (2D ìàòðèöà) èëè âîëîêíî, ñ êîòîðûìè â îñíîâíîì ïðîâîäèòñÿ

ðåàëüíàÿ ðàáîòà.
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x t( )

x t( )

x t( )

n

t

0

0

Âðåìÿ

Êîìïîíåíòû

Êîìïîíåíòû ÂÐ

¹ 1

0

¹ 2

0

¹ n

1,0

0,5

0 t1 t t2 m

th

tk

tu

1
2
3

0

Êîìïîíåíòû ÂÐ

Ðèñ. 3. Ñòèëèçîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå ÌÂÐ, çàäàííîãî òàáëè÷íî

�



Ïóñòü ÌÂÐ èìååò âèä ôðàãìåíòà, ïðåäñòàâëåííîãî ïîêîìïîíåíòíî:

x1 x2 x3 x4 x5

1 0,6895 0,7631 0,8598 0,3423 0,9920

2 0,9231 0,9751 0,1732 0,2338 0,6338

3 0,5832 0,4397 0,7653 0,6545 0,0168

4 0,9875 0,3303 0,9185 0,2614 0,5155

5 0,5070 0,3012 0,4902 0,4496 0,4052
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

70 0,1298 0,7048 0,3867 0,9850 0,5638

71 0,6268 0,8461 0,2434 0,4991 0,2998

72 0,4306 0,5863 0,5993 0,4573 0,3479

73 0,9180 0,0469 0,8406 0,5741 0,7940

74 0,9780 0,8439 0,6605 0,9409 0,1266

75 0,2893 0,5868 0,6538 0,2483 0,8559
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ìíîãîìåðíûé ÂÐ, ñîñòîÿùèé, íàïðèìåð, èç 30 çàïèñåé (ñòðîê), èìåþ-

ùèé â íîòàöèè ÌàòËàá âèä y (1:30, 1:5), ãäå 1:30 — ÷èñëî çàïèñåé, 1:5 — ÷èñ-

ëî êîìïîíåíò (ðàçìåðíîñòü) çàïèñè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 3D ìàññèâà (10 	
	 5 	 3-òåíçîðà) ôðîíòàëüíûìè ñëàéñàìè êàê z = reshape (y ( : , : ), , ,1 30 1 5 10 5 3

� �� 	� ��	
) ,

ãäå y (1:30, 1:5) — 2D ìàññèâ çíà÷åíèé; 10 	 5 	 3 — ðàçìåðíîñòü 3D
òåíçîðà. Ìîãóò áûòü è äðóãèå ôîðìàòû çàïèñè, íàïðèìåð 25 	 3 	 2, 5 	 5 	 6

èëè 5 	 5 	 3 	 2, îäíàêî ÷èñëî ýëåìåíòîâ âî âñåõ ñëó÷àÿõ äàííîãî ïðèìåðà

äîëæíî áûòü ðàâíûì 150.
Íàïîìíèì, ÷òî ÌÂÐ X (t), ãäå t = {ti}, i = 1, It, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

ñîâîêóïíîñòü îêîí ðàâíîé äëèíû{ X (j)(t)}, j = 1, J X, ò.å. îêíà X (k)(t) è X (f) (t)
àíàëèçèðóþòñÿ âî âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ tk + � t, tf + � t, ãäå � t — öåëîå
÷èñëî, �t � [1, t �]. Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû reshape (�) îêîííîå ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ÂÐ ïðåîáðàçóåòñÿ â òåíçîð âòîðîãî ïîðÿäêà (ìàòðèöó) äëÿ îä-
íîìåðíîãî ÂÐ, â òåíçîð òðåòüåãî ïîðÿäêà (ïðîñòðàíñòâåííóþ ìàòðèöó) —
äëÿ ÌÂÐ, ò.å. X

(k)(t) = {xk (tk), …, xk (tk + t�)}� �k, X (t) = {� X(k)(t)}k=1,K�
�{� �k}k=1,K. Ïðè ýòîì 3D òåíçîð ìàòðèöèçèðóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â âèäå
ôðîíòàëüíûõ ñëàéñîâ: òåíçîð �k �{Xk (:, :, 1), Xk (:, :, 2), Xk (:, :, 3)} �12�.
Ìíîãîìåðíûé ÂÐ âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò ñâîéñòâà ÎÂÐ, òàê êàê ïîëó÷åí ñ
ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ìàòðèöèçàöèè, îäíàêî ïðè ãðàíóëèðîâàíèè ÂÐ ðàç-
ëè÷èå ìåæäó íèìè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì, â ÷àñòíîñòè îäíîìåðíûé
ÂÐ — ïñåâäîÍÌ ñ ÔÏ ïåðâîãî òèïà, ÌÂÐ — ïñåâäîÍÌ ñ ÔÏ âòîðîãî òèïà.

Â ðàáîòå �18� ïîêàçàíî ðàçëè÷èå ìåæäó ñòàíäàðòíûì (ìàòðè÷íûì

SVD) è ìíîãîìåðíûì (âûñîêîïîðÿäêîâûì SVD — HOSVD), ÷òî âàæíî ñ

òî÷êè çðåíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ãðàíóëû ÌÂÐ. Âûñîêîïîðÿäêîâûé SVD ïðåä-
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ñòàâëÿþò êàê ïðîöåäóðó ðàçëîæåíèÿ ð-ïîðÿäêîâîãî òåíçîðà A íà ñîñòàâ-

íûå ÷àñòè: A S U U U� 	 	 	1
1

2
2( ) ( ) ( )... p

p , ãäå U
( )1 , U

( )2 , ..., U
( )p — îðòîãî-

íàëüíûå ìàòðèöû, ñîäåðæàùèå îðòîíîðìàëüíûå âåêòîðû, ðàñïðåäåëÿþ-

ùèå ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A(i), îòêðûâàåìîå ïðè i = 1, 2, …, p. Â

ðàáîòå [18] ïðèâåäåí òàêæå ïðèìåð äëÿ ð=3, â êîòîðîì äàíî ñõåìàòè÷åñêîå

èçîáðàæåíèå ïðîöåäóðû HOSVD, ãäå S îïðåäåëåí êàê òåíçîð ñåðäöåâèíû,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáîáùåíèþ ìàòðèöû â ñòàíäàðòíîì SVD. Îáû÷íî S —

ïîëíûé òåíçîð, íî íå äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, êàê S .

HOSVD ÿâëÿåòñÿ äâóõøàãîâîé ïðîöåäóðîé:

1. Âû÷èñëÿþò ðàñêðûòóþ ìàòðèöó A(i), i = 1, 2, …, ð, äëÿ òåíçîðà A è

ñòàíäàðòíûé SVD: A(i) = USV
H. Îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà U

(i) îïðåäåëÿåòñÿ

êàê U
(i) = U, ò.å. ëåâàÿ ìàòðèöà SVD.

2. Âû÷èñëÿþò êîðíåâîé òåíçîð, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå S A U� 	 	1
1( )H

	 	2
2

U U
( ) ( )...

H H

p
p , ãäå Í — îïåðàòîð ýðìèòîâîé ìàòðè÷íîé òðàíñïîçèöèè.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñóùåñòâîâàíèå îïðåäåëåííîé àíàëîãèè ìåæäó

ïðîöåäóðàìè ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè 3D ìàòðèö (òåíçîðîâ) è 2D

ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóþò ôîðìàëüíóþ àíàëîãèþ ìåæäó 2D è 3D

ìàòðèöàìè äëÿ ñèíãóëÿðíûõ âåëè÷èí è ñëåäîâ (ïåðâûõ èíâàðèàíòîâ)

ìàòðèö. Ïóñòü 3D ìàòðèöà A èìååò ðàçìåðíîñòü m1 	m2 	m3 ñ ðàíãîì ' =

{'1, '2, ..., 'm3} è ñèíãóëÿðíûìè âåëè÷èíàìè � � � �� { , , ..., }1 2 3m , ãäå � i3
�

�{ , ,..., }� � �i i i m3 3 3 31 2 , i3 = 1, 2, ..., m3, SS (A) =
i

m

s

s

k

3

3

3

1 1

1
2

� �
��

'

� . Óñòàíîâëåíû ñëå-

äóþùèå õàðàêòåðèñòèêè (ñâîéñòâà) ñèíãóëÿðíûõ âåëè÷èí À:

1) SS (A) = trace (ATA);

2) SS (A) =
i

m

i

m

i

m

i i ia

1

1

2

2

3

3

1 2 3

1 1 1

2

� � �
� � � ;

3) ïóñòü 3D ìàòðèöà A ðàçäåëåíà âäîëü êàæäîãî èç òðåõ èçìåðåíèé íà

äâå ÷àñòè òàê, ÷òî ïîëó÷åíû âîñåìü ïîäìàòðèö Àijk ñ ðàçìåðíîñòÿìè pi � qj �

� rk , i, j, k = 1, 2, òàêèìè, ÷òî p1 + p2 = m1, q1 + q2 = m2, r1 + r2 = m3; òîãäà

i j k

i j kSS A SS
, ,

, ,( ) ( )
�

� �
1

2

A ;

4) ìàòðè÷íàÿ íîðìà || A || ìàòðèöû À îïðåäåëÿåòñÿ êàê || A || =

�
� � �
� � �
i

m

i

m

i

m

i i ia

1

1

2

2

3

3

1 2 3

1 1 1

2 .

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôðàãìåíòîâ ÂÐ X X
( ) ( ) ( ){ }t i t

i
n� �1,

( ) ( ) ( ){ ( )}i t i
jx tX � , j J�1, , ñîñòîÿùèõ èç îêîí x ti

j
( ) ( ), ðàññìàòðèâàåìûõ â
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äâóõ �
x x1 2	 è n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå �

x xn1	 	... . Òåíçîðíûå (ìàòðè÷íûå)

ìîäåëè îêîí ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4. Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû PARAFAC-

äåêîìïîçèöèè èëè ñòàíäàðòíîãî SVD ôîðìèðóþò ÍÌ òåíçîð-ãðàíóëû.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ òåíçîð-ãðàíóëû äëÿ ìíîãîìåðíîãî

(ìíîãîêîìïîíåíòíîãî) ÂÐ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñïîñîá ôîðìèðîâàíèÿ òåíçîðíîé ÍÌ-ãðàíóëû â

âèäå ìàòðèö ðàçìåðíîñòüþ 2	f íà îñíîâå ÏìÓÏ è f � f íà îñíîâå ÊÏ

ïðèìåíÿåòñÿ è â ñëó÷àå ÏìÓÒ:

~
/{ / }

( )

( )

( )

X

M

�
(
)
*

+*

,
-
*

.*
�x y v

x

y x v

y x v

x

y x

k
y

��	

�1

1 1

1

1 1

k

f

k f

x

f

f
y x

k f

y x

x

y x v

y x v

( )

( )

( )

( )

( )

1

1
1

/

0

1
1
1

2

3

4
4
4

/

0

1
1
1

2

�

3

4
4
4

(

)

*
*
**

+

*
*
*
*

,

-

*
*
**

.

*
*
*
*

� � � �T
X
~

( )( [ ( ) ])x y x v y x ,

~
X U� , �x � [ , ]0 1 , v y x( ) [ , ]� 0 1 ,

ãäå
~
X — ðåçóëüòàò ðåàëèçàöèè PARAFAC-äåêîìïîçèöèè 3D òåíçîðà, ïî-

ëó÷åííîãî íà îñíîâàíèè reshape-ïðîöåäóðû ïðåäñòàâëåíèÿ ÌÂÐ; M
x —

ÏìÓÏ, ñôîðìèðîâàííîå íà îñíîâå PARAFAC-äåêîìïîçèöèè;T
X
~ — òåíçîð-

ãðàíóëà { }x i i

f

�1
ýëåìåíòîâ.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâåäåí äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ýôôåê-

òèâíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîìåðíîãî ÂÐ òåíçîðíîé ïñåâäîÍÌ-ãðàíó-
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Ðèñ. 4. Ôîðìèðîâàíèå òåíçîð-ãðàíóëû îêíà (ôðàãìåíòà, ÂÐ) äëÿ îäíîìåðíîãî ÂÐ: à —
òåíçîðíûå (ìàòðè÷íûå) ìîäåëè ïîñëåäîâàòåëüíûõ îêîí ÂÐ; á — òåíçîð-îêíî ñ ìàòðèöåé p �

� q èëè p � p èëè q � q, îãðàíè÷åíèå p � q = f èëè p � p = f èëè q � q = f

� 5



ëîé. Èçâåñòíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ðåøåíèå äëÿ 3D ìàòðèö ïîëó÷àþò íà

îñíîâàíèè ìåòîäà SVD, ðàçðàáîòàííîãî äëÿ 2D ìàòðèö. Òåì íå ìåíåå,

ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå â [17], ÿâëÿþòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûìè. Ñòàíäàðò-

íûé SVD, èñïîëüçóåìûé èíîãäà äëÿ óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè, èìååò ñâîè

îãðàíè÷åíèÿ. Åñëè F-ìàòðèöà ðàçëîæåíà c èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîãî

SVD ([U S V] = svd (F)), ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ ñòîëáöîâ ëåâîé è ïðàâîé

ìàòðèö ñ ïåðâûìè ýëåìåíòàìè äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû S äàåò íàèëó÷øóþ

n-ðàíãîâóþ ìàòðèöó àïïðîêñèìàöèè äëÿ F. Ýòî ñâîéñòâî íå ðàñïðîñò-

ðàíÿåòñÿ íà ïîðÿäêè áîëüøå äâóõ, êðîìå òîãî,
i n

U
�
� �

1

21 1
,

(:, ) .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèëó÷øåé ðàíãîâîé àïïðîêñèìàöèè òðåáóåòñÿ àëü-
òåðíàòèâíûé èòåðàòèâíî èçìåíÿåìûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (àëãî-
ðèòì ALS)�18, 21�. Àïïðîêñèìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðîñòîãî
îêðóãëåíèÿ, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè îïòèìàëü-
íîé, îäíàêî åå ïðèìåíåíèå â êà÷åñòâå ïñåâäîÍÌ-ãðàíóëû îãðàíè÷åíî.

Òåíçîðû è PARAFAC-äåêîìïîçèöèÿ [19]. Òåíçîð — ìíîãîìåðíàÿ
ìàòðèöà. Â òåðìèíîëîãèè òåíçîðîâ êàæäàÿ ðàçìåðíîñòü íàçâàíà ìîäîé
(íàïðàâëåíèåì). Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå òåíçîðû — òðåõìåðíûå, îäíàêî
ñóùåñòâóþò ïðèëîæåíèÿ, â êîòîðûõ àíàëèçèðóþòñÿ òåíçîðû âûñøèõ ðàç-
ìåðíîñòåé.

Ãðàíóëÿðíûå, íå÷åòêî ìíîæåñòâåííûå è òåíçîðíî-ñëåäîâûå õàðàêòåðèñòèêè

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2017. Ò. 39. ¹ 1 63

H (:, :, 1)

H (:, :, 2)

H k(:, :, ). . .

. . .

. . ....

...
...

...
. . . 0

0

0

0

H1

Hk

HK

k K= 1, ...,

Òåíçîð-îêíî

Èçìåðåíèå 3 ôèêñèðîâàíî
Ôðîíòàëüíûé ñëàéñ

x t( )

n

t

0

X =

c1

b1

a1

+ ... +

cR

bR

aR

E
+

cF

bF

aF

a b c
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á
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Ðèñ. 5. Ôîðìèðîâàíèå òåíçîð-ãðàíóëû îêíà (ôðàãìåíòà, ÂÐ) äëÿ ÌÂÐ: à — ìíîãîìåðíûé
ÂÐ; á — òåíçîð-ôðàãìåíò ðàçìåðíîñòüþ p � q � k, ãäå k — ÷èñëî îêîí âî ôðàãìåíòå; â —
òåíçîð-îêíî — ôðîíòàëüíûé ñëàéñ òåíçîð-ôðàãìåíòà; ã — òåíçîð-ôðàãìåíò — áëî÷íî-
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà; ä — äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò — òåíçîð-îêíî

X a b c a b c E� � � �1 1 1
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PARAFAC-äåêîìïîçèöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê îáîáùåíèå
ìàòðè÷íûõ ðàçëîæåíèé, íàïðèìåð SVD âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé. PARAFAC-

äåêîìïîçèöèÿ òåíçîðà � â êîìïîíåíòû F — ýòî ðåàëèçàöèÿ âûðàæåíèÿ

�!
�
�
f

F

f f fa b c
1


 
 , ãäå [ ]( , , ) ( ) ( ) ( )a b c i j k a i b j c k
 
 � 6 — òðåõìîäîâîå âíåø-

íåå ïðîèçâåäåíèå (ðèñ. 6). PARAFAC-äåêîìïîçèöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

òðèïëåò ìàòðèö À, Â, Ñ, f-ÿ êîëîíêà êîòîðûõ ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâåííî

a b cf f f, , . Çàìåòèì, ÷òî òåíçîð�� �
I�J�K ìîæíî ìàòðèöèçèðîâàòü òðåìÿ

ñïîñîáàìè: X(1) ðàçìåðíîñòüþ I � JK, X(2) ðàçìåðíîñòüþ J � IK, X(3)

ðàç-ìåðíîñòüþ K � IJ.
Àëüòåðíàòèâíûé àëãîðèòì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ — íàèáîëåå

ïîïóëÿðíûé àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ PARAFAC-äåêîìïîçèöèè. Îí ñîñ-
òîèò èç òðåõ øàãîâ. Â îñíîâå êàæäîãî øàãà äîëæíà áûòü óñëîâíàÿ êîð-
ðåêöèÿ îäíîé èç òðåõ ìàòðèö-ôàêòîðîâ. Íàïðèìåð, êîððåêöèþ ìàòðèöû
ôàêòîðà A âûïîëíÿþò, ñîõðàíÿÿ B; C çàôèêñèðîâàííûìè, îíà âêëþ÷àåò
âû÷èñëåíèå è ïñåâäîèíâåðñèþ (Ñ�B) (è ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êîððåêöèé B;
C). Ìåòîä ALS îïèñàí â [21].

Ïðèìåð. Äëÿ ÌÂÐ, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 7 è â òàáë. 1, íåîáõîäèìî
ñôîðìèðîâàòü òåíçîðíî-ãðàíóëÿðíóþ ìîäåëü, ò.å. ïðåäñòàâèòü ÌÂÐ â âè-
äå òåíçîðíîé ãðàíóëû èëè ïñåâäîÍÌ. Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû ôðîíòàëü-
íûå ñëàéñû 2D ìàòðèöû 5	5, îáðàçóþùèå 3D òåíçîðà.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû àëãîðèòìà (òàáë. 3) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü
ñëåäóþùèå âûâîäû:

ñòàíäàðòíàÿ ãðàíóëà {kron (A(:, 1), kron (B (:, 1), C (:, 1)6)) � A (:, 1) �
� (B (:, 1) � C (:, 1)} ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöèçèðîâàííûì ÌÂÐ, ïðåäñòàâëåí-
íûì â òàáë. 3;

ìîäèôèöèðîâàííàÿ ãðàíóëà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ñóáãðàíóë, à èìåííî:

ïåðâàÿ — kron (kron (A (:, 1), C (1:5, 1)6), âòîðàÿ — kron (B (:, 1), C (6:10, 1)6)),
ïðåäñòàâëåííàÿ êàê äâîéíîå ÊÏ: [A(:, 1) � C(1:5, 1)] � [(B(:,1) � C (6: 10,
1)], ÿâëÿåòñÿ áëèçêîé ê ñòàíäàðòíîé.

Ñòàíäàðòíàÿ ãðàíóëà (kron (A(:,1), kron (B (:,1), C (:,1)6)) ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé

ìàòðèöåé. Â òàáë. 4 îíà âûäåëåíà öâåòîì. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ñòàíäàðòíîé PARAFAC ãðàíóëû ÌÂÐ Tk = (kron(A(:, 1), kron (B (:, 1),

C(:, 1)6))) â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñóáãðàíóë, à èìåííî (1)Tk= kron (A (:, 1),

kron (B (:, 1), C (1:5, 1)6)) è (2)Tk = kron (A (:, 1), kron (B(:, 1), C(6:10, 1)6)) â

âèäå (1)Tk+.
(2)Tk = Tk. Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîëîì «øòðèõ» â âûðàæåíèÿõ kron

(•) îáîçíà÷åíà òðàíñïîçèöèÿ.
Íà ðèñ. 8, à, ïðèâåäåíà PARAFAC-äåêîìïîçèöèÿ ÌÂÐ, ïðåäñòàâëåííîãî

â âèäå òðåõìåðíîãî òåíçîðà 5 	 5 	 10, â ôîðìå ïîäìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç
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òðåõ âåêòîðîâ. Âåêòîð Ñ(:, 1) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîÔÏ, òàê êàê Ñ (1:10, 1)��0, 1�,
äëÿ i = 1, 5 êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ {à(i,1) b(i,1)} ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò
c(i:5,1); äëÿ i = 6,10 êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ {à(i,1) b(i,1)} ñîîòâåòñòâóåò
ýëåìåíò c(i:10,1), ÷òî ïîêàçàíî íà ðèñ. 8, á.
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Ðèñ. 6. PARAFAC-äåêîìïîçèöèÿ òðåõìåðíîãî òåíçîðà êàê ñóììà F âíåøíèõ ïðèçâåäåíèé
(ðàíã-1 òåíçîð), ïîäîáíàÿ ðàíã-F SVD ìàòðèöû
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Ðèñ. 7. Èñõîäíûé ÌÂÐ: à — 5 êîìïîíåíòîâ 50 èçìåðåíèé; á — òåíçîðíàÿ ôîðìà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ÌÂÐ X = reshape (z, 5, 5, 10); â — 50 ñêàíèðîâàíèé, ïÿòèêîìïîíåíòíûé ðÿä,
îêíî (1 : 5, 1 : 5, 1), …, (1 : 5, 1 : 5, 10)



Òàêèì îáðàçîì, ÒÄ ÌÂÐ ïðèâîäèò ê ÏìÓÒ, ÷òî èìååò îïðåäåëåííûå
àíàëîãèè ñ ÍÌ âòîðîãî òèïà, â êîòîðûõ ÔÏ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÍÌ. ÏñåâäîÍÌ
âòîðîãî òèïà — ãðàíóëà ÏìÓÒ äëÿ ÌÂÐ ïðèâåäåíà â òàáë. 5.

Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ A (: , 1)�B (:, 1)�C (:, 1) = C (1:5, 1)+.C (6:10, 1)}

â ðàáîòå �22� ðàññìîòðåíà â âèäå ïîëóòåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, äëÿ êîòî-

ðîãî ðàçðàáîòàíà îòäåëüíàÿ àëãåáðà. Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíû ñóáãðàíóëû â

âèäå, ïîä÷åðêèâàþùåì èõ ïðèðîäó êàê ÏìÓÒ, èìåþùèõ îïðåäåëåííóþ

àíàëîãèþ ñ ÍÌ âòîðîãî òèïà.
Ïðåäñòàâëåíèå îêíà (ôðàãìåíòà, ñåãìåíòà è äð.) ÂÐ â âèäå ãðàíóëû

(ÏìÓÒ) íàèáîëåå ðàöèîíàëüíî, åñëè óêàçàííûå ýëåìåíòû îáðàçóþò òåíçîðû
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Íîìåð
èçìå-
ðåíèÿ

x1 x2 x3 x4 x5

Íîìåð
èçìå-
ðåíèÿ

x1 x2 x3 x4 x5

1 0.8302 1.3343 0.9354 0.9771 0.9836 26 1.1552 0.9561 0.9890 1.0329 0.7125

2 0.3285 0.5279 0.3701 0.3866 0.3892 27 0.4571 0.3783 0.3913 0.4087 0.2819

3 0.2183 0.3508 0.2459 0.2569 0.2586 28 0.3037 0.2514 0.2600 0.2716 0.1873

4 0.1341 0.2155 0.1511 0.1578 0.1589 29 0.1866 0.1544 0.1597 0.1668 0.1151

5 0.9496 1.5262 1.0700 1.1177 1.1251 30 1.3213 1.0936 1.1312 1.1815 0.8149

6 1.1364 1.8263 1.2804 1.3375 1.3463 31 1.5812 1.3087 1.3537 1.4138 0.9752

7 0.4496 0.7226 0.5066 0.5292 0.5327 32 0.6256 0.5178 0.5356 0.5594 0.3859

8 0.2988 0.4802 0.3366 0.3516 0.3540 33 0.4157 0.3441 0.3559 0.3717 0.2564

9 0.1835 0.2950 0.2068 0.2160 0.2174 34 0.2554 0.2114 0.2186 0.2283 0.1575

10 1.2998 2.0890 1.4646 1.5299 1.5400 35 1.8086 1.4969 1.5484 1.6172 1.1155

11 0.9300 1.4946 1.0479 1.0946 1.1018 36 1.2940 1.0710 1.1078 1.1570 0.7981

12 0.3680 0.5914 0.4146 0.4331 0.4360 37 0.5120 0.4238 0.4383 0.4578 0.3158

13 0.2445 0.3929 0.2755 0.2878 0.2897 38 0.3402 0.2816 0.2913 0.3042 0.2098

14 0.1502 0.2414 0.1692 0.1768 0.1779 39 0.2090 0.1730 0.1789 0.1869 0.1289

15 1.0638 1.0796 0.1986 1.2520 1.2603 40 1.4801 1.2251 1.2672 1.3535 0.9129

16 1.2240 1.9672 1.3792 1.4406 1.4502 41 1.7031 1,4096 1.4581 1.5229 1.0504

17 0.4843 0.7784 0.5457 0.5700 0.5738 42 0.6739 0.5577 0.5769 0.6026 0.4156

18 0.3218 0.5172 0.3626 0.3788 0.3813 43 0.4478 0.3706 0.3833 0.4004 0.2762

19 0.1977 0.3177 0.2227 0.2327 0.2342 44 0.2751 0.2277 0.2355 0.2459 0.1696

20 1.4001 2.2502 1.5775 1.6479 1.6588 45 1.9481 1.6124 1.6678 1.7419 1.2015

21 0.9396 1.5101 1.0587 1.1059 1.1133 46 1.3074 1.0821 1.1193 1.1691 0.8064

22 0.3718 0.5975 0.4189 0.4376 0.4405 47 0.5173 0.4282 0.4429 0.4626 0.3191

23 0.2470 0.3970 0.2784 0.2908 0.2927 48 0.3437 0.2845 0.2943 0.3074 0.2120

24 0.1518 0.2439 0.1710 0.1786 0.1798 49 0.2112 0.1748 0.1808 0.1888 0.1302

25 1.0748 1.7274 2.2110 1.2650 1.2734 50 1.4955 1.2378 1.2803 1.3372 0.9224

Òàáëèöà 1
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x (:, :, 1) = x (:, :, 2) =

0.6850 0.6787 0.9746 0.3677 0.1406 0.7130 0.6230 0.0039 0.7288 0.5546

0.9795 0.9169 0.4022 0.1123 0.3227 0.4192 0.9027 0.9327 0.8949 0.1984

0.0519 0.0705 0.5154 0.6087 0.5098 0.5796 0.6067 0.2404 0.4400 0.5308

0.0917 0.5925 0.5101 0.5274 0.7456 0.2552 0.9953 0.9841 0.9832 0.0979

0.0811 0.2280 0.5935 0.5073 0.7261 0.6104 0.9185 0.7058 07828 0.4415

x (:, :, 3) = x (:, :, 4) =

0.3092 0.0584 0.8628 0.6017 0.0196 0.2914 0.5525 0.9224 0.8555 0.4974

0.7876 0.3001 0.3897 0.1972 0.4079 0.2232 0.5074 0.4992 0.2049 0.0884

0.7945 0.0476 0.4427 0.5757 0.6140 0.2259 0.6030 0.8386 0.4780 0.5821

0.5572 0.9083 0.4187 0.9669 0.2623 0.2832 0.6615 0.9195 0.3812 0.0211

0.7015 0.2870 0.9789 0.6758 0.8414 0.8292 0.5866 0.6060 0.4242 0.0047

x (:, :, 5) = x (:, :, 6) =

0.5541 0.2491 0.1116 0.2355 0.5242 0.5922 0.3977 0.9201 0.8997 0.1066

0.1120 0.9642 0.3943 0.7570 0.3992 0.5702 0.9457 0.4575 0.6302 0.2963

0.6982 0.3478 0.8533 0.2322 0.8994 0.5825 0.8765 0.6616 0.3468 0.8516

0.7511 0.4739 0.7393 0.4609 0.1714 0.3413 0.9884 0.5214 0.3058 0.7294

0.2498 0.8610 0.7625 0.0354 0.0247 0.5596 0.3914 0.9829 0.9012 0.6428

x (:, :, 7) = x (:, :, 8) =

0.2682 0.8809 0.2788 0.4020 0.2056 0.8308 0.2581 0.6951 0.1519 0.2402

0.7281 0.8563 0.5741 0.5389 0.2934 0.2975 0.7341 0.7568 0.6839 0.3542

0.8922 0.5995 0.8279 0.1897 0.2561 0.8772 0.4374 0.2666 0.2180 0.6077

0.5099 0.4822 0.7046 0.4347 0.3126 0.7549 0.3125 0.6112 0.7637 0.4129

0.5531 0.0120 0.3419 0.4087 0.5487 0.3252 0.9037 0.1723 0.0669 0.6161

x (:, :, 9) = x (:, :, 10) =

0.4318 0.0304 0.8433 0.5329 0.6755 0.3945 0.2259 0.9925 0.5542 0.5469

0.4159 0.6433 0.2426 0.0540 0.3271 0.4819 0.3554 0.3879 0.6391 0.3505

0.7158 0.8246 0.3700 0.6223 0.9843 0.7229 0.6421 0.2991 0.2129 0.0594

0.8765 0.7786 0.9646 0.6652 0.5123 0.5792 0.6430 0.2476 0.2264 0.6470

0.2622 0.4753 0.4691 0.7595 0.8174 0.2225 0.0521 0.0504 0.0665 0.9731

Òàáëèöà 2
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A = C = A(:, 1) C(:, 1)

1,0801 �0,3546 �0,3005 0,4513 0,5199 �0,3919 1,0801 0,4513

1,4783 0,1718 �0,5313 0,7253 �0,2143 �0,8547 1,4783 0,7253

1,2098 �0,1320 �0,2831 0,5085 0,6083 �0,4512 1,2098 0,5085

1,5924 0,0186 �0,5627 0,5311 0,4585 �0,6217 1,5924 0,5311

1,2224 �0,2102 �0,3401 0,5347 �0,0706 �0,5493 1,2224 0,5347

B = B (:, 1)

1,7034 0,6653 �3,2216 0,6279 0,5848 �0,6123 1,7034 0,6279

0,6740 0,6424 0,4402 0,5197 0,0202 �0,5094 0,6740 0,5197

0,4478 �2,5874 0,9314 0,5376 �0,1715 �0,5038 0,4478 0,5376

0,2751 �1,9726 1,1620 0,5615 0,4791 �0,4762 0,2751 0,5615

1,9484 0,1183 �4,4186 0,3873 0,2693 �0,2727 1,9484 0,3873

Òàáëèöà 3
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Ðèñ. 8. PARAFAC-äåêîìïîçèöèÿ ÌÂÐ â âèäå òðåõìåðíîãî òåíçîðà 5 	 5 	10 (à) è
ñóáãðàíóëû ÏìÓÒ (àíàëîãè÷íî ÍÌ âòîðîãî òèïà) (á)



ñ îäèíàêîâûìè ðàçìåðíîñòÿìè ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì (m	m	m). Îäíàêî â
ñèëó òåõíè÷åñêèõ èëè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðè÷èí ýòî íå âñåãäà âîçìîæíî,
òàê êàê òðåáóåò ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé ãðàíóëû, ò.å. èçìåíåíèÿ ðàç-
ìåðíîñòåé òðèïëåòà {A, B, C}. Ïîýòîìó ïðåäëîæåí ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðàíóëû, ñîñòîÿùèé â ðàçðåæåíèè êîìïîíåíòû Ñ (:, 1) òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âñå êîìïîíåíòû òðèïëåòà — âåêòîðà {A (:, 1), B (:, 1), Cm (:, 1)} —
èìåëè îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Ýòè ìîäèôèêàöèè ãðàíóëÿðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ÌÂÐ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà {A (:, 1) — ðàçìåðíîñòü 1 	 5,
B (:, 1) — 1 	 5, Cm (:, 1) — 1 	 5 âìåñòî 1 	 10} ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â
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0,8302 1,3343 0,9354 0,9771 0,9836 1,1552 0,9561 0,9890 1,0329 0,7125

0,3285 0,5279 0,3701 0,3866 0,3892 0,4571 0,3783 0,3913 0,4087 0,2819

0,2183 0,3508 0,2459 0,2569 0,2586 0,3037 0,2514 0,2600 0,2716 0,1873

0,1341 0,2155 0,1511 0,1578 0,1589 0,1866 0,1544 0,1597 0,1668 0,1151

0,9496 1,5262 1,0700 1,1177 1,1251 1,3213 1,0936 1,1312 1,1815 0,8149

1,1364 1,8263 1,2804 1,3375 1,3463 1,5812 1,3087 1,3537 1,4138 0,9752

0,4496 0,7226 0,5066 0,5292 0,5327 0,6256 0,5178 0,5356 0,5594 0,3859

0,2988 0,4802 0,3366 0,3516 0,3540 0,4157 0,3441 0,3559 0,3717 0,2564

0,1835 0,2950 0,2068 0,2160 0,2174 0,2554 0,2114 0,2186 0,2283 0,1575

1,2998 2,0890 1,4646 1,5299 1,5400 1,8086 1,4969 1,5484 1,6172 1,1155

0,9300 1,4946 1,0479 1,0946 1,1018 1,2940 1,0710 1,1078 1,1570 0,7981

0,3680 0,5914 0,4146 0,4331 0,4360 0,5120 0,4238 0,4383 0,4578 0,3158

0,2445 0,3929 0,2755 0,2878 0,2897 0,3402 0,2816 0,2913 0,3042 0,2098

0,1502 0,2414 0,1692 0,1768 0,1779 0,2090 0,1730 0,1789 0,1869 0,1289

1,0638 1,7096 1,1986 1,2520 1,2603 1,4801 1,2251 1,2672 1,3235 0,9129

1,2240 1,9672 1,3792 1,4406 1,4502 1,7031 1,4096 1,4581 1,5229 1,0504

0,4843 0,7784 0,5457 0,5700 0,5738 0,6739 0,5577 0,5769 0,6026 0,4156

0,3218 0,5172 0,3626 0,3788 0,3813 0,4478 0,3706 0,3833 0,4004 0,2762

0,1977 0,3177 0,2227 0,2327 0,2342 0,2751 0,2277 0,2355 0,2459 0,1696

1,4001 2,2502 1,5775 1,6479 1,6588 1,9481 1,6124 1,6678 1,7419 1,2015

0,9396 1,5101 1,0587 1,1059 1,1133 1,3074 1,0821 1,1193 1,1691 0,8064

0,3718 0,5975 0,4189 0,4376 0,4405 0,5173 0,4282 0,4429 0,4626 0,3191

0,2470 0,3970 0,2784 0,2908 0,2927 0,3437 0,2845 0,2943 0,3074 0,2120

0,1518 0,2439 0,1710 0,1786 0,1798 0,2112 0,1748 0,1808 0,1888 0,1302

1,0748 1,7274 1,2110 1,2650 1,2734 1,4955 1,2378 1,2803 1,3372 0,9224

Òàáëèöà 4
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SVD (kpr0) SVD (kpr1) SVD (kpr2) Ô-íîðìà

13.9806 9.3600 10.3849 norm (kpr0, fro) 13.9806

0.0000 0.0000 0.0000 norm (kpr1, fro) 9.3600

0.0000 0.0000 0.0000 norm (kpr2, fro) 10.3849

0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000

0.0000

0.0000

0.0000

0.0000

0.0000

Òàáëèöà 6

A (: , 1) B (:, 1)

C (:, 1)

C (1:5, 1) C (6:10, 1)

1.0801 1.7034 1 0.4513 6 0.6279

1.4783 0.6740 2 0.7253 7 0.5197

1.2098 0.4478 3 0.5085 8 0.5376

1.5924 0.2751 4 0.5311 9 0.5615

1.2224 1.9484 5 0.5347 10 0.3873

Òàáëèöà 5

2,5

2,0

1,5

1,0

0,5

kron ( (:, 1), kron ( (:, 1), (1:5, 1))A B C

5 10 15 20 25

kron ( (:, 1), kron ( (:, 1), (6:10, 1))A B C

25 30 35 40 45 50
0

Ðèñ. 9. Ñóáãðàíóëû, ìîäåëèðóþùèå ÂÐ, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ÏìÓÒ



ïðèëîæåíèÿõ. Â òàáë. 6 ïðèâåäåíû âû÷èñëåííûå Ô-íîðìû ãðàíóë kpr0=
= kron(A(:,1), kron (B (:, 1), C (:, 1)6)); pr1 = kron (A(:, 1), kron (B (:, 1), 1:2:10,
1)6)); kpr 2 = kron (A (:, 1), kron (B (:, 1), C (2:2:10, 1)6)). Ñðàâíåíèå ìîäèôè-
öèðîâàííûõ ãðàíóë ñ èñõîäíîé ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî îíè áëèçêè, ò.å.
àäåêâàòíî ïðåäñòàâëÿþò ÌÂÐ.

Âûâîäû

Àíàëèç ìíîãîìåðíûõ ÂÐ — ñëîæíàÿ çàäà÷à. Ïîïûòêà ñâåñòè åå ê àíàëèçó

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àâòîíîìíûõ îäíîìåðíûõ ðÿäîâ â óñëîâèÿõ ãèïåðòðî-

ôèðîâàííûõ îáúåìîâ íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïåðâè÷íóþ (ñêðûòóþ) èí-

ôîðìàöèþ, ñóùåñòâóþùóþ â ìíîãîìåðíûõ ÂÐ. Ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå

ÒÄ è ãðàíóëèðîâàíèÿ ÂÐ â âèäå ÏìÓÏ (ÏìÓÒ) äëÿ àíàëèçà ìíîãîìåðíûõ

ÂÐ äîëæíî ïîìî÷ü â ïîèñêå íîâûõ çíàíèé, â ÷àñòíîñòè íîâûõ ïðèçíàêîâ

èäåíòèôèêàöèè àíîìàëèé ÂÐ (íàïðèìåð, òðàôèêà ÊÑ).

Âû÷èñëåíèå íàèëó÷øåé ðàíãîâîé àïïðîêñèìàöèè òåíçîðíûõ ìîäåëåé

ÂÐ öåëåñîîáðàçíî âûïîëíÿòü ñ èñïîëüçîâàíèåì àëüòåðíàòèâíîãî èòåðà-

òèâíî èçìåíÿåìîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïîëîæåííîãî â îñíîâó

PARAFAC-äåêîìïîçèöèè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê îáîá-

ùåíèå ìàòðè÷íûõ ðàçëîæåíèé, íàïðèìåð HOSVD. Òåíçîðíàÿ äåêîìïî-

çèöèÿ ÌÂÐ ïðèâîäèò ê ãðàíóëàì ôîðìàòà ÏìÓÒ, êîòîðûå èìåþò îïðå-

äåëåííûå àíàëîãèè ñ ÍÌ âòîðîãî òèïà, â êîòîðûõ ÔÏ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

òàêæå ÍÌ.
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Yu.N. Minaev, O.Yu. Filimonova, J.I. Minaeva

GRANULAR, FUZZY SET AND TESOR-TRACE
CHARACTERISTICS OF MULTIDIMENSIONAL TIME SERIES

The questions of representation of multidimensional (multicomponent) time series (TS) as a 3D
tensor model; its following tensor decomposition with the use of procedures of PARAFAC-de-
composition and higher-order singular decomposition (HOSVD) allows us to represent the entire

TS (or its components — window, a fragment, a segment) in the form of a certain granule � a sub-
set of ordered triples with properties similar to those of the second type FS called the second type
psevdoFS.

The analogy is shown between the properties of the existing traces, singular values and
F-norm of standard singular decomposition (2D matrix) and HOSVD used for 2D matrix. Exam-
ples showing the representation of multidimensional TS by granules — subsets of ordered triples.

K e y w o r d s: singular decomposition, fuzzy multiple granule, higher-order singular decomposi-
tion, trace of a matrix, F-norm, time series.
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