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Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
èçîìîðôèçìà ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì
ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèé ýêñïîíåíò

Ðàçðàáîòàí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôíîñòè ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì ñ ïî-
ìîùüþ àíàëèçà ïðåäñòàâëåíèé ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé â ýòèõ ñèñòåìàõ. Ïîêàçàíî,
÷òî òàêîé ïîäõîä çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà.

Ðîçðîáëåíî ìåòîä âèçíà÷åííÿ ³çîìîðôíîñò³ ã³ïåðêîìïëåêñíèõ ÷èñëîâèõ ñèñòåì çà äîïî-
ìîãîþ àíàë³çó ïðåäñòàâëåíü åêñïîíåíö³àëüíèõ ôóíêö³é â öèõ ñèñòåìàõ. Ïîêàçàíî, ùî
òàêèé ï³äõ³ä çíà÷íî ï³äâèùóº åôåêòèâí³ñòü àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåì ð³âíÿíü ³çî-
ìîðô³çìó.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà, èçîìîðôèçì, ýêñïîíåíòà,
ñèñòåìà óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà, îïåðàòîð èçîìîðôèçìà.

Îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ çàäà÷

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îðãàíèçàöèè ýòèõ âû÷èñëåíèé [1, 2]. Îäíèì èç

íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ïåðå-

õîä îò èñõîäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè ê òàêîìó âèäó, ïðè êîòîðîì

îïåðèðîâàíèå ñ äàííûìè ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïðîäóêòèâíûì.

Èäåÿ ïåðåõîäà îò îäíèõ îáúåêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ê äðóãèì ïëîäîòâîðíà

è â îáëàñòè ãèïåðêîìïëåêñíîãî èñ÷èñëåíèÿ [3—6], òàê êàê ñðåäè ìíîæå-

ñòâà ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì (Ã×Ñ) ôèêñèðîâàííîé ðàçìåð-

íîñòè ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà èçîìîðôíûõ ìåæäó ñîáîé ñèñòåì. Äâå

Ã×Ñ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò òàêîå âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ÷òî îáðàç îïåðàöèè íàä îïåðàíäàìè â îäíîé

Ã×Ñ ðàâåí îïåðàöèè íàä îáðàçàìè ýòèõ æå îïåðàíäîâ â äðóãîé Ã×Ñ [7].

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ìîæíî äåëàòü â ëþáîé èçîìîðôíîé Ã×Ñ.

Ðåçóëüòàò ïðè ýòîì áóäåò îäèíàêîâûì ïðè ïåðåâîäå äàííûõ è ðåçóëüòàòîâ

èç îäíîé Ã×Ñ â äðóãóþ.
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Äâå èçîìîðôíûå Ã×Ñ ïîäîáíû îòíîñèòåëüíî îïðåäåëÿþùèõ èõ îïåðà-

öèé, íî ìîãóò èìåòü è îòëè÷èÿ, âåñüìà âàæíûå äëÿ ðàçðàáîò÷èêîâ ðàöèîíàëü-

íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ. Òàáëèöû óìíîæåíèÿ èçîìîðôíûõ Ã×Ñ ìî-

ãóò èìåòü ðàçëè÷íîå ÷èñëî íóëåâûõ ÿ÷ååê: â ñèëüíîçàïîëíåííîé Ã×Ñ — ìàëî

íóëåé, â ñëàáîçàïîëíåííîé — ìíîãî. Ïîýòîìó îïåðèðîâàíèå ñ ãèïåðêîìï-

ëåêñíûìè ÷èñëàìè â ñèëüíîçàïîëíåííîé Ã×Ñ ñîïðÿæåíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ

âûïîëíåíèÿ áîëüøåãî ÷èñëà îïåðàöèé íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ÷åì â

ñëàáîçàïîëíåííîé [8].

Îïûò ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ïðèìåíåíèåì Ã×Ñ ñâèäå-

òåëüñòâóåò î íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ îáîèõ âèäîâ Ã×Ñ: ñèëüíîçàïîë-

íåííûõ — äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìîäåëåé, ñëàáîçàïîëíåííûõ — äëÿ èíòåíñè-

ôèêàöèè ïðîöåññà ìîäåëèðîâàíèÿ [9—11]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óñïåøíîãî

èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ Ã×Ñ â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè íåîáõîäèìî

èìåòü ìíîæåñòâî ïàð èçîìîðôíûõ Ã×Ñ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè è òèïîâ.

Çíà÷èòåëüíûì ïðåïÿòñòâèåì ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ òðóäíîñòè óñòàíîâëåíèÿ

èçîìîðôèçìà (èëè îòñóòñòâèÿ åãî) äâóõ Ã×Ñ.

Ñîçäàíèå òàêèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé

èçîìîðôèçìà ïàðû Ã×Ñ, êîòîðûå çíà÷èòåëüíî óïðîùàëè áû èõ ðåøåíèå,

ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà Ã×Ñ. Ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëî-

âûå ñèñòåìû Ã1 è Ã 2 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, Ã Ã1 2� , åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå L ïðîñòðàíñòâà Ã1 íà ïðîñò-

ðàíñòâî Ã 2, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

L a b L a L b( ) ( ) ( )� � � , (1)

L a b L a L b( ) ( ) ( )� � � , (2)

ãäå a b Ã, � 1, L a L b Ã( ), ( )� 2. Îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñ-

òÿõ (2) ðàçëè÷àþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè ñèñòåì

Ã1 è Ã 2. Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî Ã1 è Ã 2 — ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñ áàçèñàìè

ñîîòâåòñòâåííî e e e en�{ , , ..., }1 2 è f f f f n� { , , ..., }1 2 . Ïîýòîìó ìåæäó íè-

ìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ëèíåéíîå ñîîòâåòñòâèå ñ âå-

ùåñòâåííîé ìàòðèöåé A [7, 8]:

e f f fn n1 11 1 12 2 1� � � �� � �... ,

e f f fn n2 21 1 22 2 2� � � �� � �... ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(3)

e f f fn n n nn n� � � �� � �1 1 2 2 ... .
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Ïðè ýòîì äåòåðìèíàíò ìàòðèöû A îòëè÷åí îò íóëÿ, || ||A 	 0, ïîñêîëüêó

ïðåîáðàçîâàíèå (3) èìååò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå A
1.

Êàê âûòåêàåò èç òåîðèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, äëÿ êàæäîé ïàðû

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ áàçèñîâ ìîæíî íàéòè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ëèíåé-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå (3), êîòîðîå ïåðåâîäèò îäèí áàçèñ â äðóãîé, è íàîáî-

ðîò. Íî âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ (2), êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå íåëèíåé-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îäíîâðåìåííî ñ òðåáîâàíèåì (1) íå âñåãäà

âîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
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Â òî æå âðåìÿ,

L a L b a L e b L e a
i
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j j
i
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Ïðèðàâíèâàÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (4) è (5) âûðàæåíèÿ äëÿ îäèíàêîâûõ çíà-

÷åíèé a b ei j r
1, ïîëó÷àåì n3 íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò n2

íåèçâåñòíûõ � ij :

k

n

s

n

ks ij
k

k

n

s

n

r

n

ik js ks
r
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�� ����

1 1 1 1 1

� � � � � , i j k n, , , ...,�1 . (6)

Ýòà ñèñòåìà ïåðåîïðåäåëåíà. Îíà âñåãäà èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå:

� ij �0, i j n, , ...,�1 . Îäíàêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ || ||A 	 0 íåòðèâèàëüíûõ

âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Ïîýòîìó, åñëè ñóùåñò-

âóåò õîòÿ áû îäíî íåòðèâèàëüíîå âåùåñòâåííîå ðåøåíèå, òî äâå Ã×Ñ, Ã1 è

Ã 2, ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè òàêèõ ðåøåíèé íå ñóùåñòâóåò, òî îíè íå

èçîìîðôíû.

Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà
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Ðåøåíèå òàêèõ ñèñòåì ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè äàæå
ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåì àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Maple, Mathematica
è äð. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåìû Maple óñïåøíî ðåøàþòñÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé äëÿ n = 3, íî óæå ïðè n = 4 âðåìÿ ðåøåíèÿ çàíèìàåò ìíîãî ÷àñîâ,
à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîîáùå íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ðåøåíèå. Â ñâÿçè ñ
ýòèì âåñüìà àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà òàêèõ ìåòîäîâ óñòàíîâëåíèÿ
èçîìîðôèçìà ìåæäó Ã×Ñ, êîòîðûå íå òðåáóþò ðåøåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ
ñèñòåì òèïà (6), èëè õîòÿ áû óïðîùàþò èõ ðåøåíèå. Çíà÷èòåëüíîãî ïðîã-
ðåññà â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèé
ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé â Ã×Ñ.

Ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé â Ã×Ñ. Ðàññìîòðèì
îñíîâíûå îñîáåííîñòè îäíîãî èç óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ýêñ-
ïîíåíòû ñ ïîìîùüþ àññîöèèðîâàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé [4, 12—14]. Ïóñòü X è M — ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà:

X x e
i

n

i i�
�
�

1

, M m e
i

n

i i�
�
�

1

,

à X x xn
T� ( ,..., )1 è M m mn

T� ( ,..., )1 — âåêòîð-ñòîëáöû, ñîñòàâëåííûå èç

êîìïîíåíòîâ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïðåäñòàâëåíèå ýêñïîíåíòû â Ã×Ñ

Ã e n( , ) îò ÷èñëà M Ã e n� ( , ), êîòîðîå îáîçíà÷èì Exp( )M , åñòü ÷àñòíîå

ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî ãèïåðêîìïëåêñíîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ
�X MX� (7)

ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè Exp( )0 ��, ãäå Ã e n( , ) — Ã×Ñ ðàçìåðíîñòè n ñ
áàçèñîì å è åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì � [4]. Äèôôåðåíöèðîâàíèå â (7) ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ïî ñêàëÿðíîìó àðãóìåíòó.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) åãî íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü â âåêòîðíî-
ìàòðè÷íîé ôîðìå. Ïðè ýòîì � ( � , ..., � )X x xn

T� 1 , à âåêòîð-ñòîëáåö M X , ïîëó-
÷åííûé èç ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà M X , ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû M ðàçìåðîì n n� , ýëåìåíòû êîòîðîé åñòü ëè-
íåéíûå êîìáèíàöèè êîìïîíåíòîâ ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà M, íà âåêòîð-
ñòîëáåö X , ò.å. M X X�M . Òîãäà ãèïåðêîìïëåêñíîå óðàâíåíèå (7) ïðåâðà-
òèòñÿ â ñèñòåìó èç n óðàâíåíèé, íàçûâàåìóþ àññîöèèðîâàííîé ñèñòåìîé
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

�X X�M . (8)

Äàëåå íàõîäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà � �1 ,..., n ìàòðèöû M, ò.å.

ðåøàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå M
 ��E 0. Òàêèì îáðàçîì, õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà � �1 ,..., n çàâèñÿò îò ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà M. Çà-

òåì ñòðîèì îáùåå ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò n2 ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, èç
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êîòîðûõ n n2
 ëèíåéíî çàâèñèìû îò n ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ ýòèõ ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé [1, 3], ïîñëå ÷åãî ìîæíî ïîëó÷èòü îáùèå ðåøåíèÿ (8),

çàâèñÿùèå îò n ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ — X t C C n� ( , ,..., )1 , çíà÷åíèÿ

êîòîðûõ óñòàíàâëèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ Exp( )0 ��. Êîì-

ïîíåíòû âåêòîð-ñòîëáöà ðåøåíèÿ X è áóäóò êîìïîíåíòàìè ýêñïîíåíòû îò

ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà M:

Exp( )M x e
i

n

i i�
�
�

1

.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ýêñïîíåíòû îò ãèïåðêîìïëåêñíîãî

ïåðåìåííîãî ñ ïîìîùüþ àññîöèèðîâàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ëåãêî ôîðìàëèçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ è

ïðîãðàìì â ñèñòåìàõ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé. Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ïðåä-

ñòàâëåíèé ïðèâåäåíû â ðàáîòå [4, ãë. 8].

Íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïîíåíòû. Â îáùåì ñëó-

÷àå ìíîæåñòâî êîðíåé � �1 ,..., n õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ M
 ��E 0

ñîñòîèò èç n êîðíåé è, êàê ñëåäóåò èç òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà:

1. Ïîäìíîæåñòâî îäíîêðàòíûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé� i R� . Â ïðåäñòàâ-

ëåíèè ýêñïîíåíòû èì ñîîòâåòñòâóþò ñëàãàåìûå âèäà x x ei i i� � � C e ei i
i� .

2. Ïîäìíîæåñòâî ñîïðÿæåííûõ ïàð êîìïëåêñíûõ êîðíåé � �i i, � �1

� ��i C. Îáû÷íî ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé äëÿ ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò

âèä x e C t C tt� �Re( ( cos (Im ( ) ) sin (Im ( ) ))� � � �1 2 . Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ çàïè-

ñè ðåøåíèÿ íå áóäåì ïðèìåíÿòü ôîðìóëó Ýéëåðà è ïðåäñòàâëåíèå âåùåñò-

âåííîé ýêñïîíåíòû ÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè e� � �� �ch sh , òàê

êàê ýòî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ñòðóêòóðó ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíèÿ è çà-

òðóäíÿåò åå àíàëèç. Âìåñòî ýòîãî äëÿ ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ

êîðíåé êîìïîíåíòû ïðåäñòàâëåíèÿ çàïèñûâàåì â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ:

x x e C e ei i i i i
i� � � � , x x e C e ei i i i i

i
� � � �� � �1 1 1 1

� , ãäå ïðîèçâîëüíûå êîíñòàí-

òû íå âåùåñòâåííûå, à êîìïëåêñíûå.

3. Ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ êðàòíûõ êîðíåé. Ïóñòü êðàòíîñòü

îäíîãî èç íàáîðîâ âåùåñòâåííûõ êðàòíûõ êîðíåé ðàâíà s: � �i i� �� �1 2 ...

...� �� i s. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, ýòîé ñîâîêóïíîñòè êîðíåé áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü s êîìïîíåíòîâ

îáùåãî ðåøåíèÿ âèäà

x x e P P P e ei j i j i j
j j

s
j

i j
i j

� � � �� � � � � �( ... )
0 1

�
, j s�1,..., ,
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ãäå Pk
j — ïîëèíîì k-é ñòåïåíè îò ïåðåìåííûõ m mn1 ,..., . Âèä ýòèõ ïîëè-

íîìîâ îïðåäåëÿåòñÿ èç îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ àññîöèèðîâàííîé ñèñ-

òåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

4. Ïîäìíîæåñòâî êðàòíûõ ïàð êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé.

Ïóñòü êðàòíîñòü îäíîãî èç íàáîðîâ êðàòíûõ ïàð êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåí-

íûõ êîðíåé ðàâíà s. Òîãäà âñåãî â ýòîì íàáîðå áóäåò 2s êîðíåé: � i� �1

� � �� � 
� �i i s3 2 1... , � � �i i s i� � �� � �2 2 1... . Ýòîé ñîâîêóïíîñòè êîðíåé ñîîò-

âåòñòâóþò 2s êîìïîíåíòîâ îáùåãî ðåøåíèÿ âèäà

x x e P P P e ei j i j i j
j j

s
j

i j
i j

� � � �� � � � � �( ... )
0 1

�
,

x x e P P P e ei j i j i j
j j

s
j

i j
i j

� � � � � � � �� � � � � �
1 1 1 0 1 1( ... )

�
, j s� 
1 3 2 1, ,..., ,

ãäå êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ áóäóò êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå ýêñïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñëàãàå-

ìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ — îäíî÷ëåí. Â ñëó÷àÿõ 1 è 2 îí èìååò òðè

ñîìíîæèòåëÿ: âåùåñòâåííàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,

ýêñïîíåíòà îò âåùåñòâåííîãî èëè êîìïëåêñíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êîðíÿ

è áàçèñíûé ýëåìåíò. Â ñëó÷àÿõ 3 è 4 îí èìååò ÷åòûðå ñîìíîæèòåëÿ. Ê òðåì

ïðåäûäóùèì ñîìíîæèòåëÿì äîáàâëÿåòñÿ ïîëèíîì (s – 1)-é ñòåïåíè ñ âåùåñò-

âåííûìè èëè êîìïëåêñíûìè ïåðåìåííûìè. Òàêóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñ-

ïîíåíòû áóäåì íàçûâàòü íîðìàëèçîâàííîé ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ.

Âëèÿíèå îïåðàòîðà èçîìîðôèçìà íà ïðåäñòàâëåíèå ýêñïîíåíòû.

Èçîìîðôèçì äâóõ Ã×Ñ îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ëèíåéíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ áàçèñîâ, äåòåðìèíàíò êîòîðîãî íå ðàâåí íóëþ, ÷òî äëÿ îïåðà-

öèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îáðàç ðåçóëüòàòà âûïîëíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé

ðàâåí ðåçóëüòàòó âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè íàä îïåðàíäàìè. Ïîýòîìó ëþáîå

âûðàæåíèå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ãèïåðêîìïëåêñíûõ îïåðàöèé ïðåîáðàçóåò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî æå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ýêñïî-

íåíòû â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî îïåðàöèé. Îäíàêî è â

ýòîì ñëó÷àå èçîìîðôíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïîíåíòû îò

÷èñëà â îäíîé Ã×Ñ ïðèâåäåò ê ïðåäñòàâëåíèþ ýêñïîíåíòû îò îáðàçà ýòîãî

÷èñëà â äðóãîé Ã×Ñ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äàíû äâå èçîìîðôíûå Ã×Ñ, Ã e n Ã f n1 2( , ) ( , )� , è

ëèíåéíîå èçîìîðôíîå ïðåîáðàçîâàíèå L:

Ã e n Ã f n
L

1 2( , ) ( , )� , (9)

L e l fk
j

n

kj j: �
�
�

1

, k n�1,..., . (10)

ß.À. Êàëèíîâñêèé
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×èñëî X x e Ã e n
i

n

i i� �
�
�

1

1( , ) ïðè ïåðåõîäå ê ñèñòåìå Ã f n2( , ) ñ ïîìîùüþ

èçîìîðôèçìà L ïðåîáðàçóåòñÿ òàê:

X x e x e x e x l f l f l fn n n n� � � � � � � � �1 1 2 2 1 11 1 12 2 1... ( ... )

� � � � � � � � �x l f l f l f x l f l fn n n n n2 21 1 22 2 2 1 1 2 2( ... ) ... ( ... l fnn n ) �

� � � � � � � �( ... ) ( ... )x l x l x l f x l x l x ln n n n1 11 2 21 1 1 1 12 2 22 2 f 2 � ...

... ( ... ) ... ( ,� � � � � � � �x l x l x l f y f y f Ã f nn n n nn n n n1 1 2 2 1 1 2 ),

ãäå y x l x l x li i i n ni� � � �1 1 2 2 ... . Òîãäà

Y L XT� . (11)

Êîìïîíåíòû ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà Y Ã f n� 2( , ) (âåêòîð-ñòîëáåö Y )

ïîëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì ñëåâà âåêòîð-ñòîëáöà X íà òðàíñïîíèðîâàííóþ

ìàòðèöó îïåðàòîðà èçîìîðôíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ LT . Çíà÷èò, åñëè ê ýêñïî-

íåíòå îò ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà X x e Ã e n
i

n

i i� �
�
�

1

1( , )ïðèìåíèòü ëèíåé-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå èçîìîðôèçìà L, òî ïîëó÷èòñÿ ýêñïîíåíòà îò ãèïåð-

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà Y Ã f n� 2( , ), ÿâëÿþùåãîñÿ îáðàçîì ÷èñëà X:

Exp Exp( )
! !

( ) ( , )X
X

k

Y

k
Y Ã f n

k

k L

k

k

� � � �
�

�

�

�

� �
0 0

2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäâåðãàÿ èçîìîðôíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ýêñïîíåíòó â

îäíîé Ã×Ñ, ìîæíî ïîëó÷èòü ýêñïîíåíòó â èçîìîðôíîé Ã×Ñ îò ÷èñåë-îáðà-

çîâ. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ïðåäñòàâëåíèÿì ýêñïîíåíò, ïîñêîëüêó ïðè èõ ïîñò-

ðîåíèè ïî ñòåïåííîìó ðÿäó ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè åñòü äâå èçîìîðôíûå ñèñòåìû (9) è îïåðàòîð èçî-

ìîðôèçìà (10), òî èçîìîðôíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïîíåíòû

â îäíîé èç Ã×Ñ åñòü ïðåäñòàâëåíèå ýêñïîíåíòû â äðóãîé Ã×Ñ.

Íàáîð êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è èçîìîðôèçì Ã×Ñ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Ã×Ñ Ã e n1( , ) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé k ÷èñëî-

âûõ ñèñòåì Ã i1 :

Ã Ã
i

k

i1
1

1� �
�

.

Êàê ïîêàçàíî âûøå, íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ åå ýêñïîíåí-

òû ñîñòîèò èç íîðìàëèçîâàííûõ ôîðì ïðåäñòàâëåíèé ýêñïîíåíò êàæäîé èç

âõîäÿùèõ ïîäñèñòåì, ò.å. ÷èñëî ñëàãàåìûõ ðàâíî ÷èñëó êîðíåé õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ðàâíî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçìåðíîñòè âñåé
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Ã×Ñ. Êàæäîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, îäíèì èç êîðíåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Ïåðåéäåì ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà e îò ñèñòåìû

Ã e n1( , ) ê èçîìîðôíîé åé ñèñòåìå Ã f n2( , ). Ðàññìîòðèì, êàê èçìåíÿòñÿ ïðè
ýòîì êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, âõîäÿùèå â ñëàãàåìûå ýêñïî-
íåíòû ñèñòåìû Ã e n1( , ). Ïîñêîëüêó ýòè êîðíè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò
êîìïîíåíòîâ ÷èñëà M , îíè áóäóò èçìåíÿòüñÿ ñîãëàñíî (11), ò.å. óìíîæåíèåì
ñëåâà âåêòîð-ñòîëáöà M íà òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó îïåðàòîðà èçîìîðô-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ LT . Ñëåäîâàòåëüíî, êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ëèíåéíî, à ýòî çíà÷èò, ÷òî èõ òèï íå èçìåíÿåòñÿ: ðàç-
ëè÷íûå âåùåñòâåííûå êîðíè ïåðåõîäÿò â ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå, ðàçëè÷íûå
êîìïëåêñíûå — â ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå, îäèíàêîâûå êîðíè — â îäèíàêî-
âûå, âåùåñòâåííûå íå ìîãóò ïðåîáðàçîâàòüñÿ â êîìïëåêñíûå, è íàîáîðîò.

Äåéñòâèòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå M
 ��E 0ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå �� 
� �� 
� �� 
�1 2 0) ) ... )n � , ãäå� i , i n�1,..., , — êîðíè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó îíè çàâèñÿò îò êîìïîíåíòîâ M , òèï
èõ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿåòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íîðìàëüíàÿ
ôîðìà ýêñïîíåíòû ñèñòåìû Ã f n2( , ) èìååò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, êàê ýêñïî-
íåíòà â ñèñòåìå Ã e n1( , ). Åñëè áàçèñ ñèñòåìû Ã e n1( , ) ïðåîáðàçîâàòü ñ ïî-
ìîùüþ äðóãîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà Ã g n3( , ),
èçîìîðôíàÿ Ã e n1( , ): Ã g n Ã e n3 1( , ) ( , )� . Ââèäó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ
èçîìîðôèçìà ïîëó÷àåì Ã g n Ã f n3 2( , ) ( , )� .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçóÿ ñ ïîìîùüþ âñåâîçìîæíûõ íåâûðîæäåí-
íûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êàêîé-ëèáî áàçèñ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò
ôèêñèðîâàííûé íàáîð êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü âåñü êëàññ èçîìîðôèçìîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîìó êëàññó èçîìîð-
ôèçìîâ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèí è òîëüêî îäèí íàáîð êîðíåé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ê ñîæàëåíèþ, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Êàê ñëåäóåò èç [8],
îäíîìó è òîìó æå íàáîðó êîðíåé ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå íåèçî-
ìîðôíûå Ã×Ñ. Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè â òîì ñëó÷àå, êîãäà â ñîñòàâå êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ åñòü êðàòíûå âåùåñòâåííûå èëè (è) êîìï-
ëåêñíûå êîðíè êðàòíîñòè, áîëüøå äâóõ. Êîðíÿì òàêîé êðàòíîñòè ñîîò-
âåòñòâóþò íåñêîëüêî êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ íåðàçëîæèìûõ Ã×Ñ [4], à
êðàòíîñòè äâà ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäèí êëàññ èçîìîðôèçìîâ ñèñòåìû
äóàëüíûõ ÷èñåë D, òàáëèöà óìíîæåíèÿ êîòîðûõ èìååò âèä

D e1 e2

e1 e1 e2

e2 e2 0
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Êðàòíîñòè òðè ñîîòâåòñòâóþò äâà êëàññà èçîìîðôèçìîâ. Èõ òàáëèöû óì-

íîæåíèÿ èìåþò âèä

Ã31 e1 e2 e3 Ã32 e1 e2 e3

e1 e1 e2 e3 e1 e1 e2 e3

e2 e2 0 0
,

e2 e2 e3 0

e3 e3 0 0 e3 e3 0 0

Â îáeèõ Ã×Ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èìåþò òðåõêðàòíûå êîðíè

�1 2 3 1, , �m . Êðàòíîñòè ÷åòûðå ñîîòâåòñòâóþò øåñòü êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ.

Èõ òàáëèöû óìíîæåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Ã41 e1 e2 e3 e4 Ã42 e1 e2 e3 e4 Ã43 e1 e2 e3 e4

e1 e1 e2 e3 e4 e1 e1 e2 e3 e4 e1 e1 e2 e3 e4

e2 e2 –e1 e4 –e3 , e2 e2 0 0 0 , e2 e2 e3 0 0

e3 e3 e4 0 0 e3 e3 0 0 0 e3 e3 0 0 0

e4 e4 –e3 0 0 e4 e4 0 0 0 e4 e4 0 0 0

Ã44 e1 e2 e3 e4 Ã45 e1 e2 e3 e4 Ã46 e1 e2 e3 e4

e1 e1 e2 e3 e4 e1 e1 e2 e3 e4 e1 e1 e2 e3 e4

e2 e2 e4 0 0 , e2 e2 e4 0 0 , e2 e2 e4 e4 0

e3 e3 0 e4 0 e3 e3 0 –e4 0 e3 e3 e4 0 0

e4 e4 0 0 0 e4 e4 0 0 0 e4 e4 0 0 0

Â Ã×Ñ Ã 41 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâóêðàòíóþ ïàðó

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé: �1 2 1 2, � �m i m , � 3 4 1 2, � �m i m . Îñòàëü-

íûå Ã×Ñ èìåþò âåùåñòâåííûå ÷åòûðåõêðàòíûå êîðíè �1 2 3 4 1, , , �m . Ïî-

ýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñèñòåìà Ã 41 íå èçîìîðôíà íè îäíîé èç

îñòàëüíûõ Ã×Ñ. Îäíàêî èçîìîðôèçì ñèñòåì Ã 42, Ã 43, Ã 44, Ã 45, Ã 46 íåâîç-

ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîðíÿì. Èõ íåèçîìîðô-

íîñòü óñòàíîâëåíà ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (6), äëÿ ÷åãî

ïîòðåáîâàëîñü ìíîãî âðåìåíè.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì òàêóþ ïàðó Ã×Ñ — áèêîìïëåêñíóþ ñèñòåìó

C C e� ( , )4 è ñèñòåìó êâàäðèïëåêñíûõ ÷èñåë K f( , )4 , — òàáëèöû óìíî-

æåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä

C C� e1 e2 e3 e4 K ( f, 4) e1 e2 e3 e4

e1 e1 e2 0 0 e1 e1 e2 e3 e4

e2 e2 –e1 0 0 , e2 e2 –e1 e4 –e3

e3 0 0 e3 e4 e3 e3 e4 –e1 –e2

e4 0 0 e4 –e3 e4 e4 –e3 –e2 e1

è îïðåäåëèì èõ èçîìîðôíîñòü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð èçîìîðôèçìà

èìååò îáùèé âèä

L
e x f x f x f x f e x f x f x f

:
,1 11 1 12 2 13 3 14 4 3 31 1 32 2 33 3� � � � � � � �x f

e x f x f x f x f e x f x f x
34 4

2 21 1 22 2 23 3 24 4 4 41 1 42 2 4

,

,� � � � � � � 3 3 44 4f x f�
�
�
� .

(12)

Ïîñêîëüêó åäèíè÷íûå ýëåìåíòû ýòèõ ñèñòåì — ñîîòâåòñòâåííî �Ñ Ñ� �
� �e e1 3 è � K f� 1, ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå e e f1 3 1� � , ÷òî íåñêîëüêî óïðîñòèëî áû çàäà÷ó. Îäíàêî äëÿ ïîäò-

âåðæäåíèÿ óíèâåðñàëüíîñòè ìåòîäà íå áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó óïðîùàþ-

ùóþ ïðåäâàðèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òðàäèöèîííûì ìåòîäîì íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü

ñèñòåìó (6), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ñîñòîÿòü èç 24 êâàäðàòè÷íûõ

óðàâíåíèé [1]:

x x21
2

22
2 1
 � 
 , 2 0

21 22
x x � , x x x x x

21 31 22 32 41

 � , x x x x x

22 31 21 32 42
� � ,

x x23
2

24
2 1
 � 
 , 2 0

23 24
x x � , x x x x x

23 33 24 34 43

 � , x x x x x

23 34 24 33 44
� � ,

x x31
2

32
2 1
 � 
 , 2 0

31 32
x x � , x x x x x

21 41 22 42 31

 � 
 , x x x x x

22 41 21 42 32
� � 
 ,

x x33
2

34
2 1
 � 
 , 2 0

33 34
x x � , x x x x x

23 43 24 44 33

 � 
 , x x x x x

23 44 24 43 34
� � 
 ,

x x41
2

42
2 1
 � , 2 0

41 42
x x � , x x x x x

31 41 32 42 21

 � 
 , x x x x x

32 41 31 42 22
� � 
 ,

x x43
2

44
2 1
 � , 2 0

43 44
x x � , x x x x x

33 43 32 44 23

 � 
 , x x x x x

33 44 34 43 24
� � 
 .

(13)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ýòîì ó÷òåíà çàâèñèìîñòü ìåæäó åäèíè÷íûìè

ýëåìåíòàìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå (13) óâåëè-

÷èëîñü áû äî 40. Êàê âèäèì, óðàâíåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû (13) èìåþò
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íåïðîñòóþ ñòðóêòóðó, à ïðè èõ ðåøåíèè âîçíèêàåò ìíîæåñòâî âàðèàíòîâ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåìû ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé Maple ñèñòåìà (13)

èìååò âîñåìü ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ || ||A 	 0. Ïîýòîìó

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû C C e� ( , )4 è

K f( , )4 èçîìîðôíû.

Ïðèâåäåì îäíî èç íåâûðîæäåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (13):

x11 1� , x12 0� , x13 1� , x14 0� , x21 0� , x22 1� 
 , x23 0� , x24 1� ,

x31 0� , x32 1� 
 , x33 0� , x34 1� 
 , x41 1� 
 , x42 0� , x43 1� , x44 0� .

Ïðÿìîé è îáðàòíûé îïåðàòîðû èçîìîðôèçìà ïðèíèìàþò âèä

L
f e e f e e

f e e f e e
:

, ,

, ,

1 1 3 3 2 4

2 2 4 4 1 3

� � � 
 


� 
 � � 
 �
�
�
�

L
e f f e f f

å f f e f



� 
 � 
 


� � �

1
1 1 4 2 2 3

3 1 4 4

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

:

, ,

, 2 3

1

2



�

�
 

�
 f .

(14)

Ðåøèì ýòó æå çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèé ýêñïîíåíò. Ïóñòü

M m e C C
j

j j� � �
�
�

1

4

, N n f K
j

j j� �
�
�

1

4

.

Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â [4],

Exp( ) [( cos ( ) cos ( ))N e e n n e n n fn n n� � � 
 � �
1

2
1 4 4

2 3 2 3 1

� � 
 
 � �

( sin ( ) sin ( ))e n n e n n fn n4 4

2 3 2 3 2

� � � 
 � �

( sin ( ) sin ( ))e n n e n n fn n4 4

2 3 2 3 3

� 
 � � 
 �

( cos ( ) cos ( )) ]e n n e n n fn n4 4

2 3 2 3 4 ,

Exp( ) (cos sin ) (cos sin )M e m e m e e m e m em m� � � �1 3
2 1 2 2 4 3 4 4 .

Ïðèâåäåì ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ê íîðìàëèçîâàííîé ôîðìå, äëÿ ÷åãî

âìåñòî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîäñòàâèì èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç ýêñ-

ïîíåíòû ñ ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè ïî ôîðìóëå Ýéëåðà è ñäåëàåì ïåðå-

ãðóïïèðîâêó ñëàãàåìûõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îäèíàêîâûå âûðàæåíèÿ,

íî ñ ðàçíûìè êîíñòàíòàìè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè:

Exp( )K C e C e C e C e� � � �1 1 2 2
1 1 2 2� � � �

,

ãäå äëÿ ñèñòåìû C C e� ( , )4 — K N� , C e ie1 1 2

1

2
� 
( ), C e ie2 3 4

1

2
� 
( ), �1 �

� � �!1 1 2m im , � !2 2 3 4� � �m im , à äëÿ ñèñòåìû K f( , )4 — K M� , C1 �
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� 
 
 

1

4
1 2 3 4( )f if if f ,C f2 1

1

4
� ( � 
 �if if f2 3 4 ),�1 1 1 4 3 2� � 
 � �v m m i m m( ),

� 2 2 1 4 3 2� � � � 
v m m i m m( ) .
Òîò ôàêò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïîíåíò â îáåèõ Ã×Ñ èìåþò îäèí òèï

íàáîðà êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä
îá èçîìîðôèçìå ñèñòåì C C e� ( , )4 è K f( , )4 , íå ïðèáåãàÿ ïðè ýòîì ê
ðåøåíèþ ãðîìîçäêîé êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû (13).

Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü è ÿâíûé âèä ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ (12). Ïîñòðîèì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èñåë ïðè èçîìîðôíîì
ïåðåõîäå. Èç ñîîòíîøåíèÿ

M m e n f N
j

j j

L

j
j j� � �

� �
� �

1

4

1

4

ñëåäóåò

n m xi
j

j ij�
�
�

1

4

, i �1 4,..., .
(15)

Èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå L äîëæíî ïåðåâîäèòü ïðåäñòàâëåíèå â ñèñòåìå

C C e� ( , )4 â ïðåäñòàâëåíèå â ñèñòåìå K f( , )4 :

1

2

1

2
1 2 1 2 3 4 3 4

1 1 2[( ) ( ) ( ) ( )e ie e e ie e e ie e e ie e
 � � � 
 � �! ! ! ! 2 ] �
L

� 
 
 
 � � � 
 �
L v vf if if f e f if if f e

1

4
1 2 3 4 1 2 3 4

1 1[( ) ( )

� � 
 � � 
 � �( ) ( ) ]f if if f e f if if f ev v
1 2 3 4 1 2 3 4

2 2 . (16)

Ïîäñòàâèì (12) â ëåâóþ ÷àñòü (16):

1

2
11 1 12 2 13 3 14 4 21 1 22 2 23 3 24( (x f x f x f x f i x f x f x f x� � � 
 � � � f e4

1))
! �

� � � � � � � �
1

2
11 1 12 2 13 3 14 4 21 1 22 2 23 3 2( (x f x f x f x f i x f x f x f x 4 4

1f e))
! �

� � � � 
 � � �
1

2
31 1 32 2 33 3 34 4 41 1 42 2 43 3 4( (x f x f x f x f i x f x f x f x 4 4

2f e))
! �

� � � � � � � �
1

2
31 1 32 2 33 3 34 4 41 1 42 2 43 3 4( (x f x f x f x f i x f x f x f x 4 4

2f e
L

))
! �

� 
 
 
 � � � 
 �
L

v vf if if f e f if if f e
1

4

1

4
1 2 3 4 1 2 3 4

1 1( ) ( )

� � 
 � � 
 � �
1

4

1

4
1 2 3 4 1 2 3 4

2 2( ) ( )f if if f e f if if f ev v
. (17)
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Ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâèå (17) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé

êîðíåé ! è v, íàéòè çíà÷åíèÿ x ij ìîæíî ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôè-

öèåíòîâ îòíîñèòåëüíî ýêñïîíåíò, êîìáèíèðóÿ èõ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå è âûðîæäåí-

íûå (íå óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ || ||A 	 0), ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íåäî-

ïóñòèìîñòè äàííîãî ñïîñîáà êîìáèíèðîâàíèÿ.

Âûáåðåì òàêîé ñïîñîá êîìáèíèðîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ:

!1 1� v , !1 1� v , !2 2� v , !2 2� v . (18)

Ýòî ñîîòâåòñòâèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñèñòåìó ÷åòûðåõ óðàâíåíèé, èç

êîòîðîé ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ îòíîñèòåëüíî áàçèñ-

íûõ ýëåìåíòîâ è ìíèìîé åäèíèöû ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç 16 ïðîñòûõ ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé:

2 2 111 21x ix
 � , 2 212 22x ix i
 � 
 , 2 213 23x ix i
 � 
 , 2 2 114 24x ix
 � 
 ,

2 2 111 21x ix� � , 2 212 22x ix i� � , 2 213 23x ix i� � , 2 2 114 24x ix� � ,
(19)

2 2 131 41x ix
 � , 2 232 42x ix i
 � , 2 233 43x ix i
 � 
 , 2 2 134 44x ix
 � ,

2 2 131 41x ix� � , 2 232 42x ix i� � 
 , 2 233 43x ix i� � , 2 2 134 44x ix� � .

Ðåøåíèå ñèñòåìû (19) èìååò âèä

x11

1

2
� , x12 0� , x13 0� , x14

1

2
� 
 , x21 0� , x22

1

2
� , x23

1

2
� , x24 0� ,

x31

1

2
� , x32 0� , x33 0� , x34

1

2
� , x41 0� , x42

1

2
� 
 , x43

1

2
� , x44 0� ,

à îïåðàòîð èçîìîðôèçìà —

L
e f f e f f

å f f e f

:

( ), ( ),

( ), (

1 1 4 2 2 3

3 1 4 4 2

1

2

1

2

1

2

1

2

� 
 � �

� � � 
 �

�

�
 

�
 f 3 ).

(20)

Îòëè÷èå (20) îò (14) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îïåðàòîð èçîìîðôèçìà ìîæåò

áûòü íååäèíñòâåííûì. Ðåàëèçàöèÿ êîíêðåòíîãî âèäà îïåðàòîðà çàâèñèò îò

ñïîñîáà êîìáèíèðîâàíèÿ êîðíåé (18) ïðè ñîñòàâëåíèè ñèñòåìû (19). Ëåãêî

óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûé îïåðàòîð ïåðåâîäèò ñèñòåìó êâàäðèï-

ëåêñíûõ ÷èñåë K f( , )4 â ñèñòåìó áèêîìïëåêñíûõ ÷èñåë C C e� ( , )4 . Òàê,

íàïðèìåð,

e e f f f f f f e3 4 2 3 3 2 2 3 4

1

4

1

2
� 
 � � 
 � 
 � �( ) ( ) ,
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöå óìíîæåíèÿ Êåëè ñèñòåìûC C e� ( , )4 . Òàê æå ëåã-

êî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ (15), ÷òî îïåðàòîð (20) âûïîëíÿåò ñîîòâåòñòâèå (18).

Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ èçîìîðôíîñòè Ã×Ñ

ïîñðåäñòâîì àíàëèçà ïðåäñòàâëåíèé ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé â ýòèõ

ñèñòåìàõ ïðè îäíîêðàòíûõ êîðíÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ã×Ñ

ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñèñ-

òåì óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà, òàê êàê îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ

ãðîìîçäêèõ ñèñòåì êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé. Â òî æå âðåìÿ, íàëè÷èå ìíî-

ãîêðàòíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåáóåò äîïîëíèòåëü-

íûõ èññëåäîâàíèé.
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Yà.À. Kalinovsky

EFFICIENT ALGORITHMS FOR SOLVING EQUATIONS

OF ISOMORPHIC HYPERCOMPLEX DIGITAL SYSTEMS

WITH THE HELP OF PRESENTED EXPONENTS

This paper presents a method for constructing isomorphic hypercomplex digital systems with the
help of analysis of presentation of exponential functions in these systems. It is shown that such an
approach increases considerably the efficiency of algorithms for solving the sets of equations of
isomorphism.

K e y w o r d s: hypercomplex digital system, isomorphism, exponent, a set of equations of
isomorphism, isomorphism operator.

Ïîñòóïèëà 30.08.16;
ïîñëå äîðàáîòêè 21.12.16

ÊÀËÈÍÎÂÑÊÈÉ ßêîâ Àëåêñàíäðîâè÷, ä-ð òåõí. íàóê, ñò. íàó÷. ñîòð. Èí-òà ïðîáëåì ðåãèñò-
ðàöèè èíôîðìàöèè ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1965 ã. îêîí÷èë Êèåâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èí-ò. Îáëàñòü
íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — òåîðèÿ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì è èõ ïðèìåíåíèå â ìàòå-
ìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè.

ß.À. Êàëèíîâñêèé

90 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2017. V. 39. ¹ 1


