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Óïðîùåííûé ñïîñîá îñðåäíåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ñëîèñòîé ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäû
äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Îïðåäåëåíû ýêâèâàëåíòíûå ïàðàìåòðû ñëîèñòîé ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç
÷åðåäóþùèõñÿ ñëîåâ ôåððîìàãíåòèêà è íåìàãíèòíîãî äèýëåêòðèêà, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ óñòàíîâëåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ â ìåëêîøèõòî-
âàííûõ ïàêåòàõ. Ýêâèâàëåíòíàÿ ñðåäà îáëàäàåò òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè ñâîéñòâàìè
â ðåçóëüòàòå ïåðåìåøèâàíèÿ ýëåêòðîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñìåæíûõ ñëîåâ. Ñ ïîìîùüþ
ïðîöåäóð îñðåäíåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ìàãíèòíûõ ïîòîêîâ îòäåëüíûõ ñëîåâ ïî ïëîùàäè ñå÷å-
íèÿ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ïàêåòà ïîëó÷åíû ýêâèâàëåíòíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà äèô-
ôóçèè è ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû ïðè ðåøåíèè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû, ÿâëÿþùåéñÿ ýêâèâà-
ëåíòîì èñõîäíîé ñëîèñòî-ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäû.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ìåëêîøèõòîâàííûé ìàãíèòíûé ñåðäå÷íèê, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå, ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà, ìàãíèòíûå ïîòîêè, ïðîöåäóðû óñðåäíå-
íèÿ, ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû.

Âèçíà÷åíî åêâ³âàëåíòí³ ïàðàìåòðè áàãàòîøàðîâîãî ïåð³îäè÷íîãî ñåðåäîâèùà, â ÿêîìó
øàðè ôåðîìàãíåòèêà ÷åðãóþòüñÿ ç øàðàìè íåìàãí³òíîãî ä³åëåêòðèêà, ùî ïîòð³áíî äëÿ
ìîäåëþâàííÿ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â âñòàíîâëåííÿ íåñòàö³îíàðíîãî ïîëÿ â äð³áíîøèõòîâà-
íèõ ïàêåòàõ. Åêâ³âàëåíòíå ñåðåäîâèùå ìàº òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïí³ âëàñòèâîñò³ âíàñ-
ë³äîê ïåðåì³øóâàííÿ åëåêòðîô³çè÷íèõ ïàðàìåòð³â ñóì³æíèõ øàð³â. Çà äîïîìîãîþ ïðî-
öåäóð îñåðåäíåííÿ ÷àñòêîâèõ ìàãí³òíèõ ïîòîê³â îêðåìèõ øàð³â ïî ïëîù³ ïåðåð³çó åëåìåí-
òàðíî¿ êîì³ðêè ïàêåòó îäåðæàíî åêâ³âàëåíòí³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿ òà øâèäêîñò³
ïîøèðåííÿ åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ, ÿê³ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàí³ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ õâèëüî-
âîãî ð³âíÿííÿ äëÿ ³çîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà, åêâ³âàëåíòíîãî âèõ³äíîìó áàãàòîøàðîâîìó
ïåð³îäè÷íîìó ñåðåäîâèùó.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: äð³áíîøèõòîâàíå ìàãí³òíå îñåðäÿ, ïåð³îäè÷íà ñòðóêòóðà, ïîïå-
ðå÷íèé ïåðåòèí, åëåìåíòàðíà êîì³ðêà, ìàãí³òí³ ïîòîêè, ïðîöåäóðè îñåðåäíåííÿ, ïîøè-
ðåííÿ õâèë³.

Â ðàáîòå [1] âûïîëíåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ñ

èìïóëüñíûì âêëþ÷åíèåì ïîëÿ â ìåëêîøèõòîâàííûõ ñåðäå÷íèêàõ èìïóëüñ-
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íûõ óñòðîéñòâ ïðè óñëîâèè, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå ïàðàìåòðû ìíîãîñëîéíîé

ñðåäû (ýëåêòðîïðîâîäíîñòü, ìàãíèòíàÿ è äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñ-

òè) çàðàíåå èçâåñòíû. Îäíàêî ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ òàêèõ ýêâèâàëåíò-

íûõ ïàðàìåòðîâ íå ðàññìàòðèâàëàñü â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðîñòûå è àäåêâàò-

íûå ìåòîäû èõ îïðåäåëåíèÿ ïîêà íåäîñòàòî÷íî ðàçðàáîòàíû, à ñòðîãèå

ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ãîìîãåíèçàöèè ìíîãîñëîéíîé ñðåäû ÿâëÿþòñÿ

òðóäîåìêèìè è ñëîæíûìè äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ [2].

Íàèáîëåå èçó÷åíû â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäû ãîìîãåíèçàöèè óðàâíå-

íèé Ìàêñâåëëà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëåé â ñðåäàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèì ÷åðå-

äîâàíèåì ìàãíèòíûõ è íåìàãíèòíûõ ñëîåâ [3—5]. Ïðè àíàëèçå ïðîöåññîâ

äèôôóçèè ïîëÿ, êîãäà âîëíîâûå ñâîéñòâà ñðåäû íå ïðîÿâëÿþòñÿ âñëåäñò-

âèå ìàëîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïîëÿ èëè îòíîñèòåëüíî âûñîêèõ ïîòåðü

ýíåðãèè íà ïåðåìàãíè÷èâàíèå è äæîóëåâî òåïëî â ñëîÿõ ôåððîìàãíåòèêà,

ïðîöåäóðà ãîìîãåíèçàöèè ñëîèñòîãî ïàêåòà ðåàëèçóåòñÿ îòíîñèòåëüíî

ïðîñòî [6]. Îäíàêî ïðè íåîáõîäèìîñòè ó÷åñòü âîëíîâîé õàðàêòåð ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ïîëÿ çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ [7], â îñîáåííîñòè ïðè èìïóëüñíîì

õàðàêòåðå ïîëÿ. Îáçîð ìåòîäîâ ãîìîãåíèçàöèè íåîäíîðîäíûõ ñðåä ìîæíî

íàéòè â ðàáîòàõ [8, 9].

Âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíûõ ïàðàìåòðîâ èçîòðîïíîé ñðå-

äû, ìîäåëèðóþùåé ìíîãîñëîéíóþ ñðåäó ìåëêîøèõòîâàííîãî ìàãíèòíîãî

ñåðäå÷íèêà ïðè àíàëèçå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëÿ. Äàí-

íûé ïîäõîä îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè ñóììàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ñâÿ-

çàííîãî ñ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé ñðåäû, êàê ñóììû ìàãíèòíûõ ïîòîêîâ,

ïðîíèçûâàþùèõ êàæäûé ñëîé â îòäåëüíîñòè, è îñðåäíåíèè ýòîãî ïîòîêà

ïî ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.

Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Ñëîèñòàÿ ñðåäà ñîñòîèò èç

ñëîåâ ôåððîìàãíåòèêà 2, ïåðåìåæàþùèõñÿ ñî ñëîÿìè íåìàãíèòíîãî èçîëÿ-

öèîííîãî ìàòåðèàëà 1. Ïàðàìåòðû êàæäîãî ñëîÿ çàäàíû: �1 è � 2 — êîýô-

ôèöèåíòû ýëåêòðîïðîâîäíîñòè, �1 è � 2 — äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ,

èíäåêñû ñîîòâåòñòâóþò íóìåðàöèè ñëîåâ. Òîëùèíû ñëîåâ �x1 è �x2 äîñòà-

òî÷íî ìàëû (ìåëêîñëîèñòàÿ ñðåäà) è íåçíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþò ýëåìåí-

òàðíûå îòðåçêè dx èëè dy êîîðäèíàòíûõ îñåé.

Âûäåëÿÿ ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ñðåäû ñ ðàçìåðàìè a dy� , ãäå a x� �� 1

� �x2, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z-ñîñòàâëÿþùàÿ èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ B z
ðàñïðåäåëåíà îäíîðîäíî â ïðåäåëàõ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàæäîãî ñëîÿ,

âõîäÿùåãî â äàííóþ ÿ÷åéêó. Äàëåå áóäåì îïåðèðîâàòü âåëè÷èíîé âåêòîð-

íîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà A x y( , ), êîòîðûé â äàííîé çàäà÷å èìååò äâå

êîìïîíåíòû (âäîëü îñåé x, y).

Äëÿ ïëîùàäåé, ïî êîòîðûì ðàñïðåäåëåí ìàãíèòíûé ïîòîê â ïðåäåëàõ

êàæäîãî ó÷àñòêà ÿ÷åéêè, èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ S x dy1 1� � , S 2� �x dy2 .
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Ïðè ýòîì ïîòîêè �	1 1 1� B S è �	 2 2 2� B S ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ

âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâóþùåé çîíû:

�	1 1 1 1

1

� �

l

d B SA l ,

�	 2 2 2 2

2

� �

l

d B SA l ,

ãäå ïðÿìîóãîëüíûå êîíòóðû l1 è l2 ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòè÷íûì çîíàì ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ÿ÷åéêè ñðåäû (ñì. ðèñ. 1). Ñóììàðíûé ìàãíèòíûé ïîòîê,

ñâÿçàííûé ñî âñåé ÿ÷åéêîé, ðàâåí ñóììå ýòèõ ÷àñòè÷íûõ ïîòîêîâ: �	 0 �
� � ��	 �	1 2 0 0B S , ãäå B0 — èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, óñðåäíåííàÿ ïî

âñåé ïëîùàäè ñå÷åíèÿ ÿ÷åéêè, S0 = S1+ S2 . Äàëåå ïðîâåäåì îñðåäíåíèå

÷àñòè÷íûõ ìàãíèòíûõ ïîòîêîâ �	1 è �	 2 ïî âñåé ïëîùàäè ñå÷åíèÿ

ÿ÷åéêè S0. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ âåëè÷èíû ýòèõ ïîòîêîâ èíäóêöèÿ â íèõ äîëæíà

áûòü óìåíüøåíà ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷åíèþ ïëîùàäè. Òîãäà äëÿ ñóììàð-

íîãî ïîòîêà ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå 	1 1 1 2 2 0� �( )� �B B S , ãäå �1 �
� S S1 0/ , � 2 2 0� S S/ . Â èòîãå ñóììàðíûé ïîòîê îïðåäåëÿåì ñ ïîìîùüþ

çíà÷åíèé ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà â ÷àñòè÷íûõ çîíàõ ÿ÷åéêè:

	 0 1 1 2 2 0

1 2

� �
�



�
�

�

�

�
�
 
� �

l l

d d SA l A l . (1)

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïåðåéòè îò ëîêàëüíûõ çíà÷åíèé ïîòåí-

öèàëà â îòäåëüíûõ çîíàõ ÿ÷åéêè ê åäèíîìó çíà÷åíèþ ïîòåíöèàëà A0,

Óïðîùåííûé ñïîñîá îñðåäíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñëîèñòîé ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäû
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ñïðàâåäëèâîìó äëÿ âñåé ïëîùàäè ÿ÷åéêè, ò.å. ïîëîæèòü 	 0 0� 

L

dA l , ãäå

êîíòóð L îõâàòûâàåò îáà ÷àñòè÷íûõ êîíòóðà, l1 è l2. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

äåòàëüíåå ñõåìó âû÷èñëåíèÿ êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ (ðèñ. 2), îïðåäåëÿþ-

ùèõ è ÷àñòè÷íûå ïîòîêè, è îáùèé ïîòîê, ãäå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà â çîíå 1
(èçîëÿöèîííûé ñëîé) èìåþò âåðõíèé èíäåêñ (1), à çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà â

çîíå 2 (ñëîé ôåððîìàãíåòèêà) èìåþò âåðõíèé èíäåêñ (2). Çíà÷åíèÿ ïîòåí-

öèàëà âäîëü ñòîðîí êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîíóìåðîâàíû ïî ïîðÿäêó

ñ óêàçàíèåì ïðèíàäëåæíîñòè ê êîîðäèíàòíîé îñè. Ïîñêîëüêó òîëùèíû

ñëîåâ �x1 è �x2, íåñìîòðÿ íà èõ ìàëîñòü, ìîãóò ïðåâûøàòü äëèíó ýëåìåí-

òàðíîãî îòðåçêà îñè dx, íà ó÷àñòêàõ êîíòóðîâ, ïàðàëëåëüíûõ îñè x, âûïîë-

íÿåì èíòåãðèðîâàíèå, à íà ó÷àñòêàõ, ïàðàëëåëüíûõ îñè y, âêëàä êàæäîé

ñòîðîíû â êîíòóðíûé èíòåãðàë íàõîäèì ïðîñòûì óìíîæåíèåì ëîêàëüíîãî

çíà÷åíèÿ y-ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà íà äëèíó îòðåçêà dy.

Ìàãíèòíûé ïîòîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç çîíó 1 ðàññìàòðèâàåìîé ÿ÷åéêè,

èìååò âèä

�	
� �

1
1

1

1

2

1

3

1

1 1 1

� � � � �
 
 

l

y

x

x y

x

d A dy A dx A dy AA l
( ) ( ) ( ) ( )

4

1

x dx( ) ,

ìàãíèòíûé ïîòîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç çîíó 2, —

�	
� �

2
2

5

2

6

2

7

2

2 2 2

� � � � �
 
 

l

y

x

x y

x

d A dy A dx A dy AA l
( ) ( ) ( ) ( )

8

2

x dx( ) .

Ìàãíèòíûì ïîòîêîì, ïðîõîäÿùèì ñêâîçü ïðîìåæóòî÷íûé êîíòóð íà ãðà-

íèöå ñëîåâ 1 è 2, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ââèäó ìàëîñòè øèðèíû ýòîãî êîíòóðà,

ïîýòîìó A Ay y5

2

3

1( ) ( )� � . Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñóììàðíûé ìàãíèòíûé ïîòîê, ïðîõî-

äÿùèé ÷åðåç âñþ ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ÿ÷åéêè S0, áóäåò (áåç îñðåäíåíèÿ ñëà-

ãàåìûõ)

	 � �	 �	0 1 2 1

1

7

2� � � �( )( ) ( )A A dyy y
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�
�

�

�

�
�

�A dx dx

L

( )
A l .

Ñóììó èíòåãðàëîâ â ñêîáêàõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ñêâîç-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ òåêóùèõ çíà÷åíèé âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïî èíòåð-

âàëó äëèíû a x x� �� �1 2. Ââîäÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ x-ñîñòàâëÿþùåé ïîòåí-

öèàëà ïî äëèíå îòðåçêîâ äëèíû �x1 è �x2, ìîæíî çàïèñàòü

� �

� �
x

x

x

x x xA dx A dx x A x A

1 2

2

1

6

2
1

1
2

2


 
� � � � � �( ) ( ) ( ) ( )
cp cp a Ax� cp

( )0 , (2)
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� �

� �
x

x

x

x x xA dx A dx x A x A

1 2

4

1

8

2
1

1
2

2


 
� � �� � ��( ) ( ) ( ) (
cp cp

) ( )� ��a Ax cp
0 , (3)

ãäå

� � 
A
x

A dxx

x

xcp
( ) ( )1

1
2

11

1
�

�

; �� � 
A
x

A dxx

x

x( )

( ) ( )

cp

1

1
4

11

1
�

�

;

� � 
A
x

A dxx

x

xcp
( ) ( )2

2
6

21

2
�

�

; �� � 
A
x

A dxx

x

xcp
( ) ( )2

2
8

21

2
�

�

;

� � 

� �

A
a

A dxx

a

x

y dy

cp

const

( )0

0

1
; �� � 


�

A
a

A dxx

a

x

y

cp

const

( )0

0

1
.

Ðàçíîñòè çíà÷åíèé óñðåäíåííîãî âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà íà ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ ñòîðîíàõ êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ L âû÷èñëÿåì ÷åðåç åãî ïðîèç-

âîäíûå ïî êîîðäèíàòàì:

( )( ) ( )

( ) ( )

A A dy a
A

x
dy a

A

x
dyy y

y y
1

1

7

2

0 0

� � �
�

�
cp cp�

�
,

a A A a
A

y
dyx x

x
( )( ) ( )

( )

� � �� �cp cp

cp0 0

0�

�
.

Â èòîãå ñóììàðíûé ìàãíèòíûé ïîòîê, ïðîíèçûâàþùèé ïëîùàäü ñå÷åíèÿ

ÿ÷åéêè ñ ðàçìåðàìè a dy� , ââèäó îòñóòñòâèÿ ñîñòàâëÿþùèõ ìàãíèòíîé

èíäóêöèè âäîëü îñåé x è y ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïðîèçâîäíûå óñðåäíåí-

íîãî ïî ïëîùàäè ñå÷åíèÿ ÿ÷åéêè âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà:

	 0 0

0 0

0� � �
�



�
�

�

�

�
�

� �B S a dy
A

y

A

x
S

x y
z

�

�

�

�
cp cp

cprot

( ) ( )

A
( ) ( )0

0
0� �S rot cpA . (4)

Äëÿ êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ â âûðàæåíèè (1) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñî-

îòíîøåíèÿ:

l S

d B ds B S
 

� �A l1 1 1 1

1

cp
,

l S

d B ds B S

2 2

2 2 2 2
 

� �A l cp cp
,

ãäå B
1 cp

è B
2 cp

— çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè, óñðåäíåííûå ñîîòâåòñò-

âåííî ïî ïëîùàäÿì S1 è S2. Ïîñëå ïåðåñ÷åòà ýòèõ ìàãíèòíûõ ïîòîêîâ íà

âñþ ïëîùàäü S0 ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ �1 1 0� S S/ è � 2 2 0� S S/

ïîëó÷àåì ñíèæåíèå èíäóêöèè. Ïðè ïåðåõîäå ê îïðåäåëåíèþ ýòèõ ìàãíèò-

Óïðîùåííûé ñïîñîá îñðåäíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñëîèñòîé ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäû

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2017. Ò. 39. ¹ 2 107



íûõ ïîòîêîâ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà, óñðåäíåííûå ïî âñåé ïëîùàäè S0

(ôàêòè÷åñêè óñðåäíåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî îñè x, òàê êàê ïî îñè y ñðåäà

îáëàäàåò èçîòðîïíîñòüþ â êàæäîì ñëîå), íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî òåïåðü

êîíòóðíûå èíòåãðàëû ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî êîíòóðó L, èìåþùåìó áîëü-

øèé ðàçìåð âäîëü îñè x, à â êà÷åñòâå ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé èñïîëü-

çîâàòü x-ñîñòàâëÿþùèå óñðåäíåííîãî ïîòåíöèàëà, êîòîðûå ñîãëàñíî (2) è

(3) èìåþò âèä

A
x

a
Ax xcp cp

( ) ( )1 1 0�
�

, A
x

a
Ax xcp cp

( ) ( )2 2 0�
�

,

ãäå �x a1 1/ �� , �x a2 2/ �� .

Ïðîèçâîäíûå îò ñîñòàâëÿþùèõ ïîòåíöèàëà âäîëü îñè y ïðè îñðåäíå-

íèè â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ïðåòåðïåâàþò àíàëîãè÷íûå èçìåíåíèÿ.

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ëîêàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà, óñðåäíåííûå íà èí-

òåðâàëå îñè x, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà øèðèíå ÿ÷åéêè a x x� �� �1 2, ïðåîáðà-

çóåì âûðàæåíèå (1) ê âèäó

	 0 1
2

1
2
2

2
0 1

2� �
�


�
�

�

�
�
� �
 
� � �

L L

d d SA l A lcp
(0)

ýô
cp
(0)

ýô
	 	

0

1
2
2

0

2( ) ( )�� ,

ãäå àíàëîãè÷íî (4) ñîñòàâëÿþùèå ñóììàðíîãî ïîòîêà, ïðèíàäëåæàùèå

ñëîÿì 1 è 2, çàâèñÿò îò ýôôåêòèâíûõ, ò.å. ñâÿçàííûõ ñ ïîòîêàìè, ðàñïðå-

äåëåííûìè ïî âñåé ïëîùàäè ÿ÷åéêè, çíà÷åíèé óñðåäíåííîãî ïîòåíöèàëà è

èíäóêöèè â ýòèõ ñëîÿõ:

	
0

1

1 1 1 0
( ) � � �
 



L S

d d SA l B s Bcp
(0)

ýô ýô ýô
,

	
0

2

2 2 2 0
( ) � � �
 



L S

d d SA l B s Bcp
(0)

ýô ýô ýô
,

ãäå B A
1 1ýô cp

(0)

ýô
rot� , B A

2 2ýô cp
(0)

ýô
rot� . Òåïåðü ñóììàðíûé ìàãíèòíûé ïî-

òîê â ñå÷åíèè ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

	 0 1
2

1 2
2

2 0� � �( )� �B B
ýô ýô

S . (5)

Ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (4) è (5), ìîæíî ñôîðìóëè-

ðîâàòü óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ â ñëîèñòîé ñðåäå êàê â ñïëîøíîé ñðåäå

ñ íåêîòîðûìè ýêâèâàëåíòíûìè ïàðàìåòðàìè. Â êàæäîé ÷àñòè÷íîé çîíå

ñðåäû ðàññìàòðèâàåìîé ÿ÷åéêè âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ñâÿçàí ñ
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òîêàìè, ïðîòåêàþùèìè â äàííîé çîíå, à èìåííî: � � � �2
1 1 1 1A j j� �( )D ,

� � � �2
2 2 2 2A j j� �( )D , ãäå j�1 è j�2 — òîêè ïðîâîäèìîñòè,

j
A

� �
�

�
1 1

1� �
t

, j
A

� �
�

�
2 2

2� �
t

;

jD1 è jD2 — òîêè ñìåùåíèÿ,

j
A

D
t

1 1
1

2
� ��

�

�

�

, j
A

D
t

2 2
2

2
� ��

�

�

�

.

Ðàñïðåäåëÿÿ ìàãíèòíûå ïîòîêè çîí 1 è 2 íà âñþ ïëîùàäü ðàññìàò-
ðèâàåìîé ÿ÷åéêè è ââîäÿ óñðåäíåííûå ïî øèðèíå ýòîé çîíû çíà÷åíèÿ
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, ñ÷èòàåì òîêè â çîíàõ 1 è 2 ðàñïðåäåëåííûìè ïî
âñåé øèðèíå ÿ÷åéêè è çàâèñÿùèìè îò ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè óñðåäíåí-
íîãî ïîòåíöèàëà A0 âìåñòî ïðîèçâîäíûõ îò A1 è A2. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîã-
ëàñíî (4) è (5) ïîëó÷àåì

B = B B0 1
2

1 2
2

2
� �

ýô ýô
� ,

èëè

rot rot rotcp
(0)

cp
(0)

ýô
cp
(0)

ýô
A A A� �� �1

2

1
2
2

2
. (6)

Âûïîëíèì íàä óðàâíåíèåì (6) îïåðàöèþ rot:

� � � � �2
1
2 2

1
2
2 2

2
A A Acp

(0)
cp
(0)

ýô
cp
(0)

ýô
� � . (7)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå ïîòåíöèàëà â ïðàâîé ÷àñòè ìîãóò áûòü îïðå-

äåëåíû ÷åðåç òîêè, ñóùåñòâóþùèå â ýòèõ çîíàõ, çàïèøåì

� � �
�


�
�

�

�
�
�

2

1 1 1 1

2

2
A

A A
cp
(0)

ýô

cp
(0)

cp
(0)

� �
�

�
�

�

�t t
,

� � �
�


�
�

�

�
�
�

2

2 2 2 1

2

2
A

A A
cp
(0)

ýô

cp
(0)

cp
(0)

� �
�

�
�

�

�t t
.

(8)

Èç (7) è (8) ïîëó÷àåì âåêòîðíîå óðàâíåíèå, â êîòîðîì âìåñòî ðåàëüíûõ

çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà A cp
(0) ( , )x y . Åãî

êîìïîíåíòû A x cp
(0) è A y cp

(0) óñðåäíåíû ïî ïëîùàäè ëîêàëüíîé ýëåìåíòàðíîé

ÿ÷åéêè ñðåäû. Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà â ïëîñ-

êîñòè xy ïî âñåìó ñå÷åíèþ ñëîèñòîãî ïàêåòà:

� � � � �2
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2

A
A

cp
(0) cp

(0)

[ ] [� � � � � �
�

�
� � � � �� � � �

t
�

�

�

�

2 2
]

A cp
(0)

t
, (9)

Óïðîùåííûé ñïîñîá îñðåäíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñëîèñòîé ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäû
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èëè

� � �2

2 2

1 1
A

A A
cp
(0) cp

(0)
cp
(0)

D t v t

�

�

�

�

�

,

ãäå D — ýêâèâàëåíòíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ïîëÿ,

D
k kf f

� �
� �

1 1

11 1
2 2

2 2
� � � � � �ý ý ( )

;

v 2— êâàäðàò ýêâèâàëåíòíîé ôàçîâîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ âîëí,

v k kf f
2

1 1
2 2

2 2
11

1�
� �

��� � � �
ý ý

( ) ]� � � ,

îòêóäà

v
k kf f

�
�

� � � �1 1
2 2

2 21( )� �
.

Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ïàðàìåòðà ñëîèñòîé ñðåäû ââåäåí êîýôôèöèåíò
çàïîëíåíèÿ ïàêåòà ôåððîìàãíåòèêîì k x af � �� 2 2/ � , òîãäà �1 1� ��x a/
� � � �1 12� k f .

Óðàâíåíèå (9) íå îòðàæàåò ñâîéñòâà ñòðóêòóðíîé àíèçîòðîïèè ñëîèñòî-
ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäû, îíî ëèøü ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü äèôôóçèîííûå
è âîëíîâûå ïðîöåññû â ìîäåëè ñðåäû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëü-
òàò ïåðåìåøèâàíèÿ ñëîåâ äî îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ. Óðàâíåíèå (9) ñëå-
äóåò ðåøàòü îòäåëüíî äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïî îñÿì
x è y. Ðàçëè÷èå â ýòèõ ðåøåíèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ îòëè÷èåì ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé. Ìîäóëü èòîãîâîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ñîñòàâëÿåò A x ycp
(0) ( , ) �

� �( ) ( )A Ax ycp
(0)

cp
(0)2 2.

Âûâîäû

Ïðåäëîæåííûé óïðîùåííûé ìåòîä óñðåäíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïàðà-
ìåòðîâ ñëîèñòî-ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäû äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ îñíîâàí
íà îñðåäíåíèè ëîêàëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîòîêîâ ñìåæíûõ ñëîåâ ñðåäû ïî
ïëîùàäè ñå÷åíèÿ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ïàêåòà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå
äàþò âîçìîæíîñòè íàéòè â îòäåëüíîñòè ýêâèâàëåíòíûå çíà÷åíèÿ ìàãíèò-
íîé ïðîíèöàåìîñòè è äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, îäíàêî ïîçâîëÿþò
îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ïîëÿ è ôà-
çîâîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â èçîòðîïíîé
ñðåäå, ìîäåëèðóþùåé äàííóþ ñëîèñòóþ ñðåäó. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ýêâè-
âàëåíòíûõ ïàðàìåòðîâ äåëàåò ðåàëüíîé çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
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ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ñå÷åíèþ ïàêåòà ïðè áûñòðûõ èçìåíåíèÿõ ïîëÿ íà åãî
ãðàíèöàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ (íàïðèìåð, âõîäÿùåé â ñîñòàâ ïðîãðàììíîãî ïàêåòà Comsol [10]).
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SIMPLIFIED METHOD OF AVERAGING PARAMETERS
OF MULTI-LAYER PERIODIC MEDIUM FOR THE WAVE EQUATION

Equivalent parameters have been determined of multilayer periodic medium, consisting of alter-
nating layers of ferromagnetic and non-magnetic dielectric that is necessary for simulation of
wave processes of non-stationary electromagnetic field propagation in the cross section of
thin-laminated magnetic cores. The medium of core is considered as composite with periodic po-
sitions of ferromagnetic layers and non-ferromagnetic insulating layers. As a result of layers
properties averaging the medium acquires the transversal-isotropic properties. Application of
procedures for averaging of partial magnetic fluxes of adjacent layers along the cross section of
elementary cell of the core gave a possibility to obtain the equivalent meanings of diffusion coef-
ficient and wave propagation velocity of electromagnetic field which can be used for solution of
the wave equation for the isotropic medium which is a model of original multi-layer periodic
structure.

K e y w o r d s: thin-laminated magnetic core, periodic structure, cross section, elementary cell,
magnetic fluxes, averaging procedures, wave propagation.

×ÅÌÅÐÈÑ Âëàäèìèð Òåðåíòüåâè÷, êàíä. òåõí. íàóê, ñò. íàó÷. ñîòð., äîöåíò êàôåäðû òåîðå-
òè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ôèçèêè Íàöèîíàëüíîãî àâèàöèîííîãî óíèâåðñèòåòà Óêðàèíû. Â 1962 ã.
îêîí÷èë Êèåâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — èìïóëüñíîå ýëåêòðî-
ìåõàíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ýíåðãèè, ôèçèêà èìïóëüñíûõ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

ÁÎÐÎÄÈÉ Èðèíà Àëåêñååâíà, ïðåïîäàâàòåëü ôèçèêè, àññèñòåíò êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé è
ïðèêëàäíîé ôèçèêè Íàöèîíàëüíîãî àâèàöèîííîãî óíèâåðñèòåòà Óêðàèíû. Â 2001 ã. îêîí÷èëà
Íàöèîíàëüíûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Äðàãîìàíîâà (ã. Êèåâ). Îáëàñòü íàó÷íûõ
èññëåäîâàíèé — ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåññû â ñèëîâûõ ýëåìåíòàõ èìïóëüñíîé òåõíèêè.

Â.Ò. ×åìåðèñ, È.À. Áîðîäèé
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