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Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ èçîìîðôèçìà
íåðàçëîæèìûõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì

Ïðåäñòàâëåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôíîñòè íåðàçëîæèìûõ êîììóòàòèâíûõ ãèïåð-
êîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ïðåäñòàâëåíèé ýêñïîíåíöèàëüíûõ
ôóíêöèé â ýòèõ ñèñòåìàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé ïîäõîä çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ñèñòåìû
óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà, êîììóòàòèâíîñòü, èçîìîð-
ôèçì, ýêñïîíåíòà, îïåðàòîð èçîìîðôèçìà, êðàòíîñòü êîðíåé.

Ïðåäñòàâëåíî ìåòîä âèçíà÷åííÿ ³çîìîðôíîñò³ íåðîçêëàäíèõ êîìóòàòèâíèõ ã³ïåðêîìï-
ëåêñíèõ ÷èñëîâèõ ñèñòåì çà äîïîìîãîþ àíàë³çó ïðåäñòàâëåíü åêñïîíåíö³àëüíèõ ôóíêö³é
â öèõ ñèñòåìàõ. Ïîêàçàíî, ùî òàêèé ï³äõ³ä çíà÷íî ñïðîùóº ñèñòåìè ð³âíÿíü ³çîìîðô³çìó.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: ã³ïåðêîìïëåêñíà ÷èñëîâà ñèñòåìà, êîìóòàòèâí³ñòü, ³çîìîðô³çì,
åêñïîíåíòà, îïåðàòîð ³çîìîðô³çìó, êðàòí³ñòü êîðåí³â.

Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå [1] àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé èçîìîð-

ôèçìà ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì îñíîâàíû íà àíàëèçå ïðåäñòàâ-

ëåíèé ýêñïîíåíò â ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåìàõ. Ïðè ýòîì ãëàâíûìè

ïîêàçàòåëÿìè ÿâëÿþòñÿ íàáîðû êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé àññî-

öèèðîâàííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèïåðêîìï-

ëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì (Ã×Ñ). Èçó÷åíèå íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ èçîìîð-

ôèçìà äâóõ Ã×Ñ ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ òðåõ ñëó÷àåâ:

1) íåñîâïàäåíèå íàáîðîâ êîðíåé ëþáîé êðàòíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñ-

êèõ óðàâíåíèé äâóõ Ã×Ñ;

2) íàëè÷èå òîëüêî îäíîêðàòíûõ âåùåñòâåííûõ è (èëè) êîìïëåêñíî-ñî-

ïðÿæåííûõ êîðíåé è ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé êðàòíîñòè 2;
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3) íàëè÷èå íàáîðîâ êîðíåé îäèíàêîâîé ñòðóêòóðû, ñðåäè êîòîðûõ åñòü

êîðíè êðàòíîñòè âûøå 2.

Äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àåâ â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé àëãî-

ðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà è óñòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà

èçîìîðôèçìà. Äëÿ òðåòüåãî ñëó÷àÿ âîïðîñ îñòàëñÿ îòêðûòûì.

Êðàòíûå êîðíè âñòðå÷àþòñÿ äàæå â Ã×Ñ ðàçìåðíîñòè 2. Åñëè â ñèñ-

òåìå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C è åé èçîìîðôíûõ íàáîð êîðíåé ñîñòîèò èç ïàðû

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé, â ñèñòåìå äóàëüíûõ ÷èñåë W è åé èçî-

ìîðôíûõ — èç ïàðû âåùåñòâåííûõ êîðíåé, òî â êëàññå Ã×Ñ, èçîìîðôíûõ

ñèñòåìå äóàëüíûõ ÷èñåë D, íàáîð ñîñòîèò èç äâóêðàòíîãî âåùåñòâåííîãî

êîðíÿ. Âîïðîñ îá èçîìîðôèçìå ñèñòåì âòîðîé ðàçìåðíîñòè, êàê êàíîíè-

÷åñêèõ, òàê è íåêàíîíè÷åñêèõ, ïîäðîáíî îïèñàí â ðàáîòàõ [2—5].

Â [6, 7] ïðèâåäåíû ïðèìåðû Ã×Ñ áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé, â êî-

òîðûõ íàáîðû êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé àññîöèèðîâàííûõ

ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìåþò êðàòíîñòè îò äâóõ

äî ÷åòûðåõ. Èññëåäîâàíèå èçîìîðôèçìîâ òàêèõ Ã×Ñ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

ñèñòåì êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé, ñîñòîÿùèõ, â îáùåì ñëó÷àå, èç n3 óðàâ-

íåíèé ñ òàêèì æå ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, ãäå n — ðàçìåðíîñòü Ã×Ñ. Ðåøåíèå

òàêèõ ñèñòåì — âåñüìà òðóäíàÿ çàäà÷à, è ïðè n � 4 ïðàêòè÷åñêè íåâû-

ïîëíèìàÿ.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì ñîçäàíèå òàêèõ ìåòîäîâ, êîòîðûå çíà÷èòåëü-

íî óïðîùàëè áû ðåøåíèå è àíàëèç ñèñòåì êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé èçîìîð-

ôèçìà ïàðû Ã×Ñ â ñëó÷àå êðàòíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

àññîöèèðîâàííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü çàäàíû äâå êîììóòàòèâíûå Ã×Ñ ðàçìåð-

íîñòè n ñ áàçèñàìè e e en� ( ,..., )1 è f f f n� ( ,..., )1 ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåì

�1( , )e n è �2( , )f n . Èõ òàáëèöû óìíîæåíèÿ òàêèå:
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Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â [1], çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ èçîìîðôèçìà ñèñòåì

�1( , )e n è �2( , )f n ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âîïðîñà, ñóùåñòâóþò ëè íåòðè-
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âèàëüíûå âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé
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1 1 1

, i s k n, , , ...,�1
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det ( )L � 0. (3)

Âåùåñòâåííûå êðàòíûå êîðíè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ïîëàãàòü, ÷òî êðàòíîñòü s êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà ðàç-

ìåðíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ Ã×Ñ�1( , )e n è�2( , )f n è îíà áîëüøå äâóõ, ò.å.

s n� 	2 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ Ã×Ñ áóäåò ïðÿìîé ñóììîé

Ã×Ñ ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé [1].

Èòàê, ïóñòü 
 è � — âåùåñòâåííûå êîðíè êðàòíîñòè n Ã×Ñ ñîîòâåòñò-
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ãäå Pij è Qij — ïîëèíîìû n-é ñòåïåíè îò ñòîÿùèõ â ñêîáêàõ ïåðåìåííûõ.

Òîãäà çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ èçîìîðôèçìà Ã×Ñ�1( , )e n è�2( , )f n ñâîäèòñÿ ê

ïîèñêó òàêîãî îïåðàòîðà èçîìîðôèçìà ñ ìàòðèöåé âèäà (2) ïðè âûïîëíå-

íèè óñëîâèé (3), ïðèìåíåíèå êîòîðîãî ê (4) ïðèâîäèò ê (5):
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Ïðè ïîäñòàíîâêàõ òîëüêî â îäíó íîðìàëüíóþ ôîðìó, íàïðèìåð â (4),

ïîíàäîáèòñÿ ìàòðèöà îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ — | |L
1 â ñèìâîëüíîì

âèäå, ÷òî ñäåëàåò âûðàæåíèÿ âåñüìà ãðîìîçäêèìè. Îäíàêî, òàê êàê ãèïåð-

êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé Ã×Ñ â äðóãóþ ïðåîáðàçóþòñÿ

îïåðàòîðîì èçîìîðôèçìà,
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òî êîìïîíåíòû ÷èñëà K f n��2( , ) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

k m lj
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, (7)

èìåþùèì ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, ÷òî îáóñëîâëèâàåò öåëåñîîáðàçíîñòü èõ

ïîäñòàíîâêè â (6). Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâóþ ÷àñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïî-

íåíòû Ã×Ñ (6) öåëåñîîáðàçíî ïîäñòàâëÿòü âûðàæåíèÿ áàçèñíèõ ýëåìåíòîâ

ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà èçîìîðôèçìà (1), à â ïðàâóþ — âûðàæåíèÿ äëÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíòîâ ÷èñëà (7).

Ïðè ñîñòàâëåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñëåäñòâèåì (6),

ìîæíî ïîëàãàòü

e e
 �� , (8)

òàê êàê, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå (2) ñ ó÷åòîì (3), òî îíî ïåðåâîäèò


 â � [1]. Åñëè òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ñóùåñòâóåò, òî ðàññìàòðèâàåìûå

Ã×Ñ — íåèçîìîðôíû.
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Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ ïðè îäíîèìåííûõ áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ f i , i n�1,..., ,

ïîëó÷àåì n óðàâíåíèé, ðåøàåìûõ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåí-

òîâ. Ïðè ýòîì ôîðìèðóåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ (2). Åñëè ýòà ñèñòåìà èìååò õîòÿ áû îäíî ðå-

øåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (3), òî ðàññìàòðèâàåìûå Ã×Ñ èçîìîðô-

íû, à ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåìåíòû îïåðàòîðà èçîìîðôèçìà L. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòè Ã×Ñ íåèçîìîðôíû.

Êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êðàòíûå êîðíè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé,

êîãäà âñå êîðíè — êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êðàòíûå, ÷òî âîçìîæíî òîëü-

êî ïðè ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè Ã×Ñ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò s n� /2 ïàð êîìï-

ëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé, è íîðìàëüíàÿ ôîðìà ýêñïîíåíòû áóäåò èìåòü

òàêîé âèä:
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ñîïðÿæåííûå ïî ìíèìîé åäèíèöå i. Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå èçîìîð-
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ôèçìà òàêèõ ñèñòåì ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñ êðàòíûìè âåùåñò-

âåííûìè ñèñòåìàìè.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ðàçíîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè.

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëå-

íèÿ ýêñïîíåíò.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äâå Ã×Ñ ðàçìåðíîñòè 3, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ

çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî îíè èçîìîðôíû, è ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ îïèñàí-

íîãî âûøå ìåòîäà ìîæíî íå òîëüêî îïðåäåëèòü ôàêò èõ èçîìîðôíîñòè, íî

è óñòàíîâèòü ÿâíûé âèä îïåðàòîðà èçîìîðôèçìà.

Ïóñòü èñõîäíîé áóäåò Ã×Ñ�32 3( , )e (ïî êëàññèôèêàöèè [6]) ñ òàáëèöåé

óìíîæåíèÿ âèäà
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Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

L e f e f f e f:{ , , }1 1 2 2 3 3 2� � � � , L f e f e f e e
 � � � 
1
1 1 2 3 3 2 3:{ , , } (10)

ïåðåéäåì îò áàçèñà e ê áàçèñó f è ïîëó÷èì íîâóþ Ã×Ñ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì
�32 3* ( , )f . Åå òàáëèöà óìíîæåííÿ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ (10):

�32 1 2 3

1 1 2 3

2 2

3 3 2

0 0

0

* f f f

f f f f

f e

f e f

.
(11)

Ïîñêîëüêó áàçèñû �32 3( , )e è �32 3* ( , )f ñâÿçàíû ëèíåéíûì íåâûðîæäåííûì

ïðåîáðàçîâàíèåì L è | |L � 0, îíè èçîìîðôíû.
Ðàññìîòðèì óñòàíîâëåíèå èõ èçîìîðôèçìà ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî

ìåòîäà. Êàê ñëåäóåò èç [6], åñëè M m e m e m e e� � � �1 1 2 2 3 3 32 3� ( , ), òî àññî-
öèèðîâàííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ã×Ñ �32 3( , )e èìååò
òðåõêðàòíûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ � �m1, à ïðåäñòàâëå-
íèå ýêñïîíåíòû òàêîå:

Exp( )M e e m e m
m

em� � � �
�

�
��

�

�
��

�

�
�

�

�
�

1
1 2 2 3

2
2

3
2

. (12)

Àíàëîãè÷íî äëÿ Ã×Ñ �32 3* ( , )f : åñëè N n f n f n f f� � � �1 1 2 2 3 3 32 3�* ( , ), òî

àññîöèèðîâàííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò òðåõêðàò-
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íûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ� � n1, à ïðåäñòàâëåíèå ýêñïî-

íåíòû òàêîå:

Exp( )N e f n
n

f n fn� � �
�

�
��

�

�
�� �

�

�
�

�

�
�

1
1 2

3
2

2 3 3
2

. (13)

Åñëè ìîæíî íàéòè òàêîå íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êî-

òîðîå ñâÿçûâàåò áàçèñû ñèñòåì�32 3( , )e è�32 3* ( , )f òàê, ÷òî ýêñïîíåíòû (12)

è (13) ïåðåõîäÿò îäíà â äðóãóþ, òî �32 3( , )e è �32 3* ( , )f — èçîìîðôíû. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè íåèçîìîðôíû.

Ïîñêîëüêó åäèíè÷íûå ýëåìåíòû � è �* ñèñòåì �32 3( , )e è �32 3* ( , )f ÿâ-

ëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè áàçèñîâ ñîîòâåòñòâåííî� � e1 è� � � f 1, à ïðè èçîìîðô-

íîì ñîîòâåòñòâèè åäèíè÷íûå ýëåìåíòû ïåðåõîäÿò îäèí â äðóãîé, òî áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè îïåðàòîð èçîìîðôèçìà ìîæíî ñ÷èòàòü òàêèì:

L e f e x f x f x f e x f x f x f:{ , ,1 1 2 21 1 22 2 23 3 3 31 1 32 2 33 3� � � � � � � }. (14)

Ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè áàçèñà (14) ïðåîáðà-

çóþòñÿ òàê:

M m e m e m e m f m x f x f x f� � � � � � � �1 1 2 2 3 3 1 1 2 21 1 22 2 23 3( )

� � � � � � � �m x f x f x f m m x m x f m x m3 31 1 32 2 33 3 1 2 21 3 31 1 2 22( ) ( ) ( 3 32 2x f) �

� � � � � �( )m x m x f n f n f n f N2 23 3 33 3 1 1 2 2 3 3 ,

îòêóäà

n m m x m x1 1 2 21 3 31� � � ,

n m x m x2 2 22 3 32� � , (15)

n m x m x3 2 23 3 33� � .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ òàêîãî íåâûðîæäåí-

íîãî îïåðàòîðà L (14), êîòîðûé áû ïåðåâîäèë (12) â (13) è îáðàòíî:

Exp Exp( ) ( )M N
L
� .

(16)

Ñ ó÷åòîì (8) ñîîòâåòñòâèå (16) ïðåîáðàçóåòñÿ â ãèïåðêîìïëåêñíîå

óðàâíåíèå:

e m e m
m

e f n
n

f n f1 2 2 3
2
2

3 1 2
3
2

2 3
2 2

� � �
�

�
��

�

�
�� � � �

�

�
��

�

�
�� � 3.

Ïîäñòàâèâ (14) â ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, à (15) — â ïðàâóþ, ïîëó÷èì
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f m x f x f x f m
m

x f x1 2 21 1 22 2 23 3 3
2
2

31 1 32
2

� � � � �
�

�
��

�

�
�� �( ) ( f x f2 33 3� �)

� � � �
��

�
��

�

�
�� �f m x m x

m x m x
f m x1 2 22 3 32

2 23 3 33
2

2 2 23
2

( )
( )

( �m x f3 33 3) . (17)

Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë ãèïåð-

êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå (17) ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ âåùåñò-

âåííûìè ïåðåìåííûìè:

m x x m m2 21 31 3 2
21

2
2 0� � �( ) ,

m x x m m m x m x m x m x2 22 32 3 2
2

2 22 3 32 2 23 3 3

1

2
2

1

2
2� � � � � �( ) ( ( ) ( 3

2) ), (18)

m x x m m m x m x2 23 33 3 2
2

2 23 3 33

1

2
2� � � �( ) .

Ïîñêîëüêó (18) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ m m R2 3, � , ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ

ñèñòåìó èç øåñòè óðàâíåíèé: x x x21 31 33 0, , � , x x R22 23, � , x x32 23
2� .

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðíî ïðîñòûõ óðàâíåíèé âûïîëíåíî äëÿ

òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü ïðåèìóùåñòâà ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà. Äàëåå ýòîò

ýòàï áóäåì ïðîïóñêàòü.

Èòàê, ðåøåíèå ñèñòåìû (18) èìååò âèä

x21 0� , x R22 � �� , x R23 � � , x31 0� , x R32
2� � � , x33 0� ,

à îïåðàòîð èçîìîðôèçìà —

L e f e f f e f:{ , , }1 1 2 2 3 3
2

2� � � ��   ,
(19)

L f e f e f e e
 � � � 

�

�
��

�

�
��

!
"
#

$
%
&

1
1 1 2 2 3 3 2 2 3

1 1
: , ,

  
�

 
.

Ñîãëàñíî òðåáîâàíèþ îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî  �R \0.
Èç (15), (19) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (8), ò.å. ïðàâèëüíîñòü ñîê-
ðàùåíèÿ íà ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü â óðàâíåíèè (16). Îòëè÷èå îïå-
ðàòîðà (19) îò (10) îáúÿñíÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, îòñóòñòâèåì òðåáîâàíèÿ åäèíñò-
âåííîñòè îïåðàòîðà, à âî-âòîðûõ, îïåðàòîð (19) èìååò áîëåå îáùèé âèä ïî
ñðàâíåíèþ ñ (10), ò.å. (10) — ÷àñòíûé ñëó÷àé (16). Ïðè� �1,  �1îïåðàòîð
(19) ïåðåõîäèò â (10).

Ïðîâåðèì òîò ôàêò, ÷òî îïåðàòîð (19) ïåðåâîäèò òàáëèöó (11) â òàá-
ëèöó (9):
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e e f f f e1 1 1 1 1 1� � � ,

e e f f f f f e1 2 1 2 3 2 3 2� � � � �( )�  �  ,

e e f f f e1 3 1
2

2 2 3� � �  ' ,

e e f f f f f f f f f e2 2
2

2 2 2 3
2

3 3
2

3 3
2

2 32� � � � � �� �    ,

e e f f f f f f f2 3 2 3
2

2 2 2
3

2 3 0� � � � �( )�   �  ,

e e f f3 3
2

2
2

2 0� �  .

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìû�32 3( , )e è�32 3* ( , )f èçîìîðôíû, ìåòîä ïîçâî-

ëÿåò îïðåäåëèòü îïåðàòîð èçîìîðôèçìà íàèáîëåå îáùåãî âèäà, êîòîðûé

òî÷íî âîñïðîèçâîäèò òàáëèöó óìíîæåííÿ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì äâå Ã×Ñ ðàçìåðíîñòè 3, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ

çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî îíè íåèçîìîðôíû. Ïóñòü îäíà èç íèõ áóäåò Ã×Ñ

�31 3( , )e (ïî êëàññèôèêàöèè [2]) ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ âèäà

�
31 1 2 3

1 1 2 3

2 2

3 3

0 0

0 0

e e e

e e e e

e e

e e

, (20)

à âòîðàÿ — ðàññìîòðåííàÿ âûøå ñèñòåìà �32 3( , )f . Ïîñêîëüêó èìÿ åå
áàçèñà èçìåíèëîñü, åå òàáëèöà óìíîæåííÿ èìååò âèä

�
32 1 2 3

1 1 2 3

2 2 3

3 3

0

0 0

f f f

f f f f

f f f

f f

. (21)

Èç (20) è (21) âèäíî, ÷òî èõ åäèíè÷íûå ýëåìåíòû åñòü ñîîòâåòñòâåííî
� 31 1� e è � 32 1� f . Ïóñòü

N n e e
i

i i� �
�
�

1

3

31 3� ( , ), M m f f
i

i i� �
�
�

1

3

32 3� ( , ) .

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè áàçèñà (14) ïîëó÷àåì

m n n x n x1 1 2 21 3 31� � � ,

m n x n x2 2 22 3 32� � ,

m n x n x3 2 23 3 33� � .
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Ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïîíåíò â ñèñòåìàõ �31 3( , )e è �32 3( , )f ñîîòâåòñò-

âåííî òàêèå [6]:

Exp( ) ( )N e e n e n en� � �1
1 2 2 3 3 ,

Exp( )M e f m
m

f m fm� � �
�

�
��

�

�
�� �

�

�
�

�

�
�

1
1 2

3
2

2 3 3
2

.

Àññîöèèðîâàííûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýòèõ

Ã×Ñ èìåþò òðåõêðàòíûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé: (� n1,
 �m1.

Äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà îá èçîìîðôíîñòè Ã×Ñ �31 3( , )e è �32 3( , )f íåîáõî-

äèìî îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå (14), êîòîðîå ïåðåâîäèò�31 3( , )e â�32 3( , )f , ò.å. Exp Exp( ) ( )N M
L
� . Êàê

è â ïðèìåðå 1, ïîëó÷àåì ãèïåðêîìïëåêñíîå óðàâíåíèå

f n x f x f x f n x f x f x f1 2 21 1 22 2 23 3 3 31 1 32 2 33 3� � � � � � �( ) ( )

� � � � � � �f n x n x f n x n x n x n x f1 2 22 3 32 2 2 23 3 33 2 22 3 32
2

3( ) ( ( ) ) .

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ãèïåðêîìïëåêñíîå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî òðè-

âèàëüíîå ðåøåíèå, à èìåííî x x x x x x21 22 23 31 32 33 0� � � � � � . Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (14), è

ñèñòåìû�31 3( , )e è�32 3( , )f íåèçîìîðôíû. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äàæå ïðè

òðèâèàëüíîì ðåøåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îáåèõ ñèñòåì ðàâíû

( )n m1 1� , ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðàâèëüíîñòè ïîèñêà îïåðàòîðà (14).

Ðàññìîòðèì ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëîâûå ñèñòåìû ÷åòâåðòîé ðàçìåð-

íîñòè dim� � 4 .

Ïðèìåð 3. Èññëåäóåì íà èçîìîðôèçì äâå Ã×Ñ ðàçìåðíîñòè 4,

îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî îíè íåèçîìîðôíû. Ïóñòü

îäíà èç íèõ áóäåò Ã×Ñ �44 4( , )e (ïî êëàññèôèêàöèè [6]) ñ òàáëèöåé óìíî-

æåíèÿ âèäà

�44 e1 e2 e3 e4

e1 e1 e2 e3 e4
, (22)e2 e2 e4 0 0

e3 e3 0 e4 0

e4 e4 0 0 0

à âòîðàÿ — ñèñòåìà �45 4( , )f . Ïîñêîëüêó ó íåå èçìåíèëîñü èìÿ áàçèñà,
ïðèâåäåì åå òàáëèöó óìíîæåíèÿ:
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�45 f 1 f 2 f 3 f 4

f 1 f 1 f 2 f 3 f 4

f 2
f 2 f 4 0 0 . (23)

f 3 f 3 0 – f 4 0

f 4 f 4 0 0 0

Êàê âèäíî èç (22) è (23), èõ åäèíè÷íûå ýëåìåíòû — ñîîòâåòñòâåííî

� 44 1� e , � 45 1� f . Ïóñòü

N n e e
i

i i� �
�
�

1

4

44 4� ( , ), M m f f
i

i i� �
�
�

1

4

45 4� ( , ) .

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè áàçèñà

L e f e x f x f x f x f:{ , ,1 1 2 21 1 22 2 23 3 24 4� � � � �

e x f x f x f x f e x f x f x f x3 31 1 32 2 33 3 34 4 4 41 1 42 2 43 3 4� � � � � � � �, 4 4f }. (24)

ïðåîáðàçóþòñÿ òàê:

m n n x n x n x1 1 2 21 3 31 4 41� � � � ,

m n x n x n x2 2 22 3 32 4 42� � � ,

m n x n x n x3 2 23 3 33 4 43� � � ,
(25)

m n x n x n x4 2 24 3 34 4 44� � � .

Ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïîíåíò â ñèñòåìàõ �44 4( , )e è �45 4( , )f ñîîòâåòñò-

âåííî òàêèå [6]:

Exp( ) ( )N e e n e n e n n nn� � � � � ��
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�1

1 2 2 3 3 4 2
2

3
21

2
,

Exp( ) ( )M e e m e m e m m mm� � � � � ��
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�1

1 2 2 3 3 4 2
2

3
21

2
.

Àññîöèèðîâàííûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýòèõ

Ã×Ñ èìåþò ÷åòûðåõêðàòíûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé: (� n1,


 �m1.

Äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà îá èçîìîðôíîñòè Ã×Ñ �44 4( , )e è �45 4( , )f íåîá-

õîäèìî îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå (24), êîòîðîå ïåðåâîäèò�44 4( , )e â�45 4( , )f è îáðàòíî:Exp Exp( ) ( )N M
L
� .

Èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, äîëæíî âûïîëíÿòü ïå-
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ðåâîä e en m1 1� . Òîãäà ýòè ýêñïîíåíòû ìîæíî îïóñòèòü è ïðèðàâíèâàòü

ñîäåðæèìîå ñêîáîê, ïîäñòàâëÿÿ (24) â ëåâóþ ÷àñòü, à (25) — â ïðàâóþ:

f n x f x f x f x f n x f x f x f1 2 21 1 22 2 23 3 24 4 3 31 1 32 2 33� � � � � � �( ) ( 3 34 4� �x f )

� � ��
�
�

�
�
� � � � �n n n x f x f x f x f f

L

4 2
2

3
2

41 1 42 2 43 3 44 4 1

1

2
( ) ( ) �

� � � � � � �( ) ( ((n x n x n x f n x n x n x f n x2 22 3 32 4 42 2 2 23 3 33 4 43 3 2 24 3 34� �n x

� � � � 
 � �n x n x n x n x n x n x n x4 44 2 22 3 32 4 42
2

2 23 3 33 4 43

1

2
(( ) ( )2

4) f . (26)

Ðåøàÿ (26) ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùèé ðåçóëüòàò:

x x x x x x21 31 41 42 43 44 0, , , , , � , x x x x x x R22 23 24 32 33 34, , , , , � . (27)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð (14) — âûðîæäåííûé è ñèñòåìû

�44 4( , )e è �45 4( , )f — íåèçîìîðôíû. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äàæå ïðè

ðåøåíèè (27) n m1 1� , à ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðàâèëüíîñòè ìåòîäà ïîèñêà

îïåðàòîðà (24).

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì äâå Ã×Ñ ðàçìåðíîñòè 4, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ

çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî îíè èçîìîðôíû, è ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî íå òîëüêî

îïðåäåëèòü ôàêò èõ èçîìîðôíîñòè, íî è óñòàíîâèòü ÿâíûé âèä îïåðàòîðà

èçîìîðôèçìà.

Ïóñòü èñõîäíîé áóäåò Ã×Ñ �43 4( , )e (ïî êëàññèôèêàöèè [2]) ñ òàáëèöåé

óìíîæåíèÿ âèäà

�43 e1 e2 e3 e4

e1 e1 e2 e3 e4

e2 e2 e4 0 0 . (28)

e3 e3 0 0 0

e4 e4 0 0 0

Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

L e f e f f e f e f:{ , , , }1 1 2 2 3 3 4 4 3� � � � � ,

L f e f e e f e f e
 � � 
 � �1
1 1 2 2 4 3 4 4 3:{ , , , }

(29)

ïåðåéäåì îò áàçèñà å ê áàçèñó f è ïîëó÷èì íîâóþ Ã×Ñ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì

�43 4* ( , )f . Åå òàáëèöà óìíîæåííÿ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ (29):

Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ èçîìîðôèçìà íåðàçëîæèìûõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2017. Ò. 39. ¹ 3 71



�)*
� f 1 f 2 f 3 f 4

f 1 f 1 f 2 f 3 f 4

f 2 f 2 f 3 0 0 . (30)

f 3 f 3 0 0 0

f 4 f 4 0 0 0

Ïîñêîëüêó áàçèñû�43 4( , )e è�)*
� ( , )f 4 ñâÿçàíû ëèíåéíûì íåâûðîæäåííûì

ïðåîáðàçîâàíèåì L è | |L � 0, ýòè ñèñòåìû èçîìîðôíû. Ïðîâåðèì óñòà-

íîâëåíèå èõ èçîìîðôèçìà ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî ìåòîäà. Êàê ñëåäóåò èç

[6], åñëè M m e m e m e m e e� � � � �1 1 2 2 3 3 4 4 43 4� ( , ), òî àññîöèèðîâàííàÿ ñèñ-

òåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýòîé Ã×Ñ èìååò ÷åòûðåõ-

êðàòíûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ � �m1, è òàêîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ýêñïîíåíòû:

Exp( )M e e m e m e m
m

em� � � � �
�

�
��

�

�
��

�

�
�

�

�
�

1
1 2 2 3 3 4

2
2

4
2

. (31)

Àíàëîãè÷íî è äëÿ Ã×Ñ �)*
� ( , )f 4 : åñëè N n f n f n f n f� � � � �1 1 2 2 3 3 4 4

��)*
� ( , )f 4 , òî àññîöèèðîâàííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ýòîé Ã×Ñ èìååò ÷åòûðåõêðàòíûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ � � n1 è òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ýêñïîíåíòû:

Exp( )N e f n f n
n

f n fn� � � �
�

�
��

�

�
�� �

�

�
�

�

�
�

1
1 2 2 3

2
2

3 4 4
2

. (32)

Åñëè ìîæíî íàéòè òàêîå íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êî-

òîðîå ñâÿçûâàåò áàçèñû ñèñòåì�43 4( , )e è�)*
� ( , )f 4 òàê, ÷òî ýêñïîíåíòû (31)

è (32) ïåðåõîäÿò îäíà â äðóãóþ, òî �43 4( , )e è �)*
� ( , )f 4 — èçîìîðôíû, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå — íåèçîìîðôíû.
Ïîñêîëüêó åäèíè÷íûå ýëåìåíòû � è �* ñèñòåì �43 4( , )e è �)*

� ( , )f 4
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè áàçèñîâ ñîîòâåòñòâåííî �

43 1� e è � 43 1
* � f , à ïðè

èçîìîðôíîì ñîîòâåòñòâèè åäèíè÷íûå ýëåìåíòû ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, òî
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè îïåðàòîð èçîìîðôèçìà èìååò âèä (24), ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè êîòîðîãî êîìïîíåíòû ÷èñëà ïðåîáðàçóþòñÿ òàê:

n m m x m x m x1 1 2 21 3 31 4 41� � � � ,

n m x m x m x2 2 22 3 32 4 42� � � ,

n m x m x m x3 2 23 3 33 4 43� � � , (33)

n m x m x m x4 2 24 3 34 4 44� � � .
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè òàêîãî íåâûðîæ-

äåííîãî îïåðàòîðà L, êîòîðûé áû ïåðåâîäèë (31) â (32) è îáðàòíî:

Exp Exp( ) ( )M N
L
� .

(34)

Ñ ó÷åòîì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ (8) ñîîòâåòñòâèå (34) ïðåîáðà-

çóåòñÿ â ãèïåðêîìïëåêñíîå óðàâíåíèå:

e m e m e m m e f n f n n f n f1 2 2 3 3 4 2
2

4 1 2 2 3 2
2

3 42 2� � � � � � � � �( / ) ( / ) 4.

Ïîäñòàâëÿÿ (24) â ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, à (33) â ïðàâóþ, ïîëó÷àåì

f m x f x f x f x f m x f x f x f1 2 21 1 22 2 23 3 24 4 3 31 1 32 2 33� � � � � � �( ) ( 3 34 4� �x f )

� � � � � �( / ) ( )m m x f x f x f x f4 2
2

41 1 42 2 43 3 44 42

� � � � � � � �f m x m x m x f m x m x m x1 2 22 3 32 4 42 2 2 23 3 33 4 43( ) ( )

� � � � � �( ) / ) ( )m x m x m x f m x m x m x f2 22 3 32 4 42
2

3 2 24 3 34 4 44 42 .

Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë ãèïåð-

êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå (17) ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ âåùåñò-

âåííûìè ïåðåìåííûìè:

m x m x x m m2 21 3 31 41 4 2
22 2 0� � � �( ) / ,

m x m x x m m m x m x m x2 22 3 32 42 4 2
2

2 22 3 32 4 422 2� � � � � �( ) / ,

m x m x x m m m x m x m x2 23 3 33 43 4 2
2

2 23 3 33 4 432 2� � � � � � �( ) / (35)

� � �( ) /m x m x m x2 22 3 32 4 42
2 2 ,

m x m x m x m x m x m x m x2 23 3 33 4 44 2
2

44 2 24 3 34 4 442� � � � � �/ .

Ïîñêîëüêó (35) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ m m m R2 3 4, , � , ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì ðåøåíèå

x21 0� , x R22 � , x R23 � , x31 0� , x32 0� , x33 0� ,

x R34 � , x41 0� , x42 0� , x R43 �
� , x44 0� ,

è îïåðàòîð èçîìîðôèçìà

L e f e x f x f x f e x f e x f:{ , , , }1 1 2 22 2 23 3 24 4 3 34 4 4 22
2

3� � � � � � ,

L f e f e
x

x x
e

x

x
e f

x
e f
 � � 
 
 �1

1 1 2 2
24

22 34

3
23

22
2 4 3

22
2 4

1
: , , , 4

34

2

1
�

!
"
#

$
%
&x

e .
(36)

Èç îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà L âûòåêàåò x x R22 34 0, \� . Èç (33) è (36) ñëåäóåò

ñïðàâåäëèâîñòü (8), ò.å. ïðàâèëüíîñòü ñîêðàùåíèÿ íà ýêñïîíåíöèàëüíûé
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ìíîæèòåëü â (34). Îòëè÷èå îïåðàòîðà (35) îò (29) îáúÿñíÿåòñÿ òàê æå, êàê è

â ïðèìåðå 1. Îïåðàòîð (36) ïåðåâîäèò òàáëèöó (30) â òàáëèöó (28). Òàêèì

îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ñèñòåìû �43 4( , )e è �)*
� ( , )f 4 —

èçîìîðôíû. Ïðè ýòîì îïðåäåëåí îïåðàòîð èçîìîðôèçìà íàèáîëåå îáùåãî

âèäà, êîòîðûé òî÷íî âîñïðîèçâîäèò òàáëèöó óìíîæåííÿ.

Âûâîäû

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ýêñïîíåíò ïîçâîëÿåò

ðåøàòü âîïðîñ îá èçîìîðôèçìå Ã×Ñ è â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ó íèõ êîðíåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé êðàòíîñòè, áîëüøåé 2. Ïðè ýòîì âìåñòî

ðåøåíèÿ ñèñòåìû êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè âèäà (2)

çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû áîëåå ïðîñòûõ óðàâíåíèé. È íå-

ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÷èñëî èõ ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì ó ñèñòåìû êâàäðà-

òè÷íûõ óðàâíåíèé, èõ ïðîñòîòà çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò ïðîöåññ ðåøåíèÿ

çàäà÷è. Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ìåòîä ìîæåò

áûòü ïðèìåíåí è äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà îá èçîìîðôèçìå Ã×Ñ áîëåå âûñî-

êèõ ðàçìåðíîñòåé.
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Ya.A. Kalinovsky, Yu.E. Boyarinova

THE METOD FOR RESEARCH OF ISOMORPHISM

OF INDECOMPOSABLE HYPERCOMPLEX NUMBER SYSTEMS

A method is presented for determining isomorphism of indecomposable commutative hypercomplex
numerical systems through analysis of the representations of exponential functions in these systems. It
is shown that this approach greatly simplifies the systems of isomorphism equations.

K e y w o r d s: hypercomplex number system, commutativity, isomorphism, exponential function,
isomorphism operator, multiplicity of the roots.
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