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Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîñà â ìîäåëè
ýíåðãîñèñòåìû ïðè èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèÿõ
ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿòîðà ñ çàïàçäûâàíèåì

Ðàññìîòðåíà ãëîáàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ õàîñà â äâóõ èäåíòè÷íûõ îäíîìàøèííûõ ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ øèíàìè ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ (SMIB) ïðè èìïóëüñíûõ âîçìó-
ùåíèÿõ. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëÿïóíîâà—Ðàçóìèõèíà óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè ïðè óïðàâëåíèè ñ çàïàçäûâàíèåì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ïîäòâåðæäåíû ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü õàîòè÷åñêîé äèíà-
ìèêè â äàííîé ýíåðãîñèñòåìå â óñëîâèÿõ èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ýíåðãîñèñòåìà, ñèñòåìû ñ øèíàìè ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ, ìåòîä
Ëÿïóíîâà—Ðàçóìèõèíà, èìïóëüñíûå ñèñòåìû ñ çààïàçäûâàíèåì, ñèíõðîíèçàöèÿ õàîñà.

Ðîçãëÿíóòî ãëîáàëüíó ñèíõðîí³çàö³þ õàîñó â äâîõ ³äåíòè÷íèõ îäíîìàøèííèõ åíåðãåòè÷-
íèõ ñèñòåìàõ ç øèíàìè ïîñò³éíî¿ íàïðóãè (SMIB) ïðè ³ìïóëüñíèõ çáóðåííÿõ. Íà îñíîâ³
ìåòîäó Ëÿïóíîâà—Ðàçóì³õ³íà âñòàíîâëåíî äîñòàòí³ óìîâè åêñïîíåíö³àëüíî¿ ñèíõðîí³-
çàö³¿ çà äîïîìîãîþ êåðóâàííÿ ç çàï³çíåííÿì. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ï³äòâåðäæåíî ÷èñåëü-
íèìè ìåòîäàìè. Äîñë³äæåíî ìîæëèâ³ñòü õàîòè÷íî¿ äèíàì³êè â äàí³é åíåðãîñèñòåì³ â óìî-
âàõ ³ìïóëüñíî¿ ä³¿.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: åíåðãîñèñòåìà, ñèñòåìè ç øèíàìè ïîñò³éíî¿ íàïðóãè, ìåòîä Ëÿïóíîâà—
Ðîçóì³õ³íà, ³ìïóëüñí³ ñèñòåìè ç çàï³çíþâàííÿ, ñèíõðîí³çàö³ÿ õàîñó.

Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ðÿäà èçó÷àåìûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
áûñòðîãî èçìåíåíèÿ èõ ñîñòîÿíèÿ â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû. Äèíàìèêà
òàêèõ ñèñòåì ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíà ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì [1—4]. Ïðîáëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ
ýíåðãîñèñòåì ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì åùå
íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíà [5—8]. Òàêîå ìîäåëèðîâàíèå ìîæåò áûòü óìåñòíûì
â ñëó÷àå, åñëè ýíåðãîñèñòåìà ïîäâåðãàåòñÿ êðàòêîâðåìåííîìó âëèÿíèþ,
îáû÷íî ðàçðóøèòåëüíîãî õàðàêòåðà, êîòîðîå ðåçêî èçìåíÿåò åå ñîñòîÿíèå.
Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü ñáîè â ðàáîòå ãåíåðàòîðîâ, êîðîòêèå çàìûêàíèÿ,
ãðîçîâûå ïåðåíàïðÿæåíèÿ [9, 10] è äð. Â ðàáîòå [8] ðàññìîòðåíà çàäà÷à
èìïóëüñíîé ñòàáèëèçàöèè ýíåðãîñèñòåìû, â îñíîâå êîòîðîé òàêæå ëåæèò
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ñîäåðæàùàÿ èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëåå èçó÷åíà õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â ýíåðãîñèñ-
òåìàõ [11—14]. Ïðîáëåìà ñèíõðîíèçàöèè õàîñà â òåðìèíàõ ýòàëîííîé è
óïðàâëÿåìîé ýíåðãîñèñòåì ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ [13, 15, 16]. Íåñìîòðÿ íà
òî ÷òî ïðîáëåìà õàîñà â ðÿäå êëàññîâ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì
äîñòàòî÷íî ðàçðàáîòàíà [17—20], îäíàêî â ýíåðãîñèñòåìàõ ïðè èìïóëüñ-
íûõ âîçìóùåíèÿõ îíà îñòàåòñÿ íåèçó÷åííîé.

Íà îñíîâå ìåòîäà Ëÿïóíîâà—Ðàçóìèõèíà èññëåäóåì âîïðîñ ïîëíîé
ñèíõðîíèçàöèè äâóõ îäíîìàøèííûõ ýíåðãîñèñòåì ñ øèíàìè ïîñòîÿííîãî
íàïðÿæåíèÿ (SMIB) ïðè èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèÿõ, äèíàìèêà êîòîðûõ
ìîæåò áûòü õàîòè÷åñêîé, ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà�� R è
n�N îïðåäåëèì êëàññ ôóíêöèé PC n ( )� , ñîñòîÿùèé èç òàêèõ x n:��R ,
÷òî:

1) x íåïðåðûâíû ñëåâà âåçäå íà �;
2) x îáëàäàþò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî

ðîäà.
Äëÿ x x x xn

T n� �( , ,..., )1 2 R ïîëîæèì

x x
k

n

k�
�
�
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à äëÿ 	�PC n ( )� —
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k t
1

2 .

Ðàññìîòðèì ìîäåëü îäíîìàøèííîé ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìû

SMIB ïðè èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèÿõ â òåðìèíàõ óãëà îòêëîíåíèÿ 
 :

M D P Pm
�� � sinmax
 
 � 
� � , t k�  , k�N,

� ( � )
 � � 
 � �� 
 � �k k k
I� � , k�N,

(1)

ãäå M — ìîìåíò èíåðöèè; D — ïîñòîÿííàÿ äåìïôèðîâàíèÿ; Pmax — ìàêñè-

ìàëüíàÿ ìîùíîñòü ãåíåðàòîðà; P A wtm � sin — ìîùíîñòü ìàøèíû; çíà÷å-

íèÿ0 0 1� � � � �  ... ...k òàêîâû, ÷òî äëÿ� �0ìíîæåñòâî{ }k k k� � ��N  �1

íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íî; I — ëèíåéíàÿ ïî ñâîèì àðãóìåíòàì ôóíêöèÿ,

îòâå÷àþùàÿ çà èìïóëüñíûå âîçìóùåíèÿ; A, w — ïîñòîÿííûå.
Ñèñòåìó (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

�x x1 2� ,

� sin sinx cx x f wt2 2 1� � � �� , t k�  , k�N, (2)

x c c x c xk k k k k k�� � � � �� � �� � 0 1 1 2 2 ), k�N,
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ãäå x1 � 
 ; x2 � �
 ; c D M� / ; � � P Mmax / ; f A M� / . Ïóñòü x t( ) �
� �[ ( ) ( )]x t x t T

1 2
2

R , òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûõîä y, ïîëó÷àåì ñèñ-

òåìó â âåêòîðíîì âèäå

� ( )x Ax f x� � , t k�  , k�N,

x C C xk k k k
� � � � �� � 0 , k�N, (3)
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Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êëàññå PC 2[ , )� � .

Ðàññìîòðèì äàëåå äâå ýíåðãîñèñòåìû ñ èäåíòè÷íûìè ïàðàìåòðàìè.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ñèíõðîíèçàöèè äëÿ ýòèõ

äâóõ ýíåðãîñèñòåì ïðè èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèÿõ ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿòîðà

îáðàòíîé ñâÿçè, îñíîâàííîãî íà âûõîäíûõ äàííûõ, ïîñòóïàþùèõ ñ çàïàç-

äûâàíèåì  �0. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû: ýòàëîííóþ,

� ( )x Ax f xm m m� � , t k�  , k�N,

x C C xm k k k m k
� � � � �� � 0 , k�N, (4)

y t Cx tm m( ) ( )� � ,

è óïðàâëÿåìóþ,

� ( ) ( )x Ax f x L y ys s s s m� � � � , t k�  , k�N,

x C C xs k k k s k
� � � � �� � 0 , k�N, (5)

y t Cx ts s( ) ( )� � ,

ãäå xm è xs — âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ; C c c� � �[ ]1 2
1 2

R — ìàòðèöà óñèëåíèÿ

âûõîäà, ïðè ýòîì ïàðà ( , )A C íàáëþäàåìà; L� �
R

2 1 — âåêòîð ñâÿçè, ïî-

ñòðîåííûé äëÿ äîñòèæåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè ìåæäó ñèñòåìàìè (4) è (5).

Åñëè îøèáêó ñèíõðîíèçàöèè ìåæäó ñèñòåìàìè (5) è (4) îïðåäåëèòü

ðàâåíñòâîì e e e x x x xT
s m s m

T� � � �[ ] [ ]1 2 1 1 2 2 , òî åå äèíàìèêà áóäåò

ïîä÷èíÿòüñÿ ñèñòåìå

� ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )e Ae f x f x LCe t A F t e t LCe ts m� � � � � � � � �  , (6)

t k�  , k�N, e C ek k k
� � � �� � , k�N,

Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîñà â ìîäåëè ýíåðãîñèñòåìû ïðè èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèÿõ
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Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñðåäíåì çíà÷åíèè çàïèøåì sin sin cos (x x xs m s1 1 1 1� � ��
� xm1 ), �1 1 1�[ , ]x xs m èëè [ , ]x xm s1 1 . Ôóíêöèþ F t( ) òåïåðü ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå

F t( )
cos

�
�
�

��
�

��
0 0

01� �
.

Äàëåå ïîêàæåì, êàê âûáîðîì ïîäõîäÿùåãî ðåãóëÿòîðà îáðàòíîé ñâÿçè

ìîæíî äîñòèãíóòü ñèíõðîíèçàöèè ìåæäó ñèñòåìàìè (4) è (5), êîòîðàÿ

ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ x t x tm s( ) ( )� � 0, t�� ïðè ëþáûõ

íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ýòèõ ñèñòåì. Äîñòèæåíèå ñèíõðîíèçàöèè ñ ïî-

ìîùüþ ðåãóëÿòîðà îáðàòíîé ñâÿçè ðàâíîñèëüíî âûáîðó òàêîé ìàòðèöû

ñâÿçè L, ÷òîáû òðèâèàëüíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (6) áûëî

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

ïðîâåäåì íà îñíîâå òåîðåìû, óñòàíàâëèâàþùåé ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåí-

êó äëÿ îäíîãî îáùåãî ñëó÷àÿ ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì è èìïóëüñíûì

âîçäåéñòâèåì â ïåðåìåííûõ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñèñ-

òåìó ñ çàïàçäûâàíèåì è èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â âèäå

dx

dt
f t x t� ( , ), t k�  ,

x I xk k� � � �� � , k�N,
(7)

è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ê íåé â âèäå

x t t( ) ( )�	 0 , t� �[ , ] 0 , (8)

ãäå x PC n� � �[ , ) ; f PC n n:[ , ) [ , )� � � � � �  R — íåïðåðûâíà ïî ïåð-

âîìó àðãóìåíòó è ëèïøèöåâà ïî âòîðîìó; f t( , )0 0� , I k
n:[ , ]� � � R —

íåïðåðûâíà; I k ( )0 0� ,  k ��, êîãäà k ��. Èç ñôîðìóëèðîâàííûõ ïðåä-

ïîëîæåíèé ñëåäóåò, ÷òî íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (7), (8) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì

ðåøåíèåì íà [ , )0 � .

Îïðåäåëåíèå 1 [1]. Ôóíêöèÿ v t x( , ) ïðèíàäëåæèò êëàññó V0, åñëè âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

v t x( , ) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå T n� R , ãäå

T k k� � � �[ , ) \{ }  N ;

È.Ë. Èâàíîâ, À.À. Ìàðòûíþê

18 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2017. V. 39. ¹ 6



ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim ( , ) ( , )
t

k
k

v t x v x
� �

�



0

, lim ( , ) ( , )
t

k
k

v t x v x
� �

� �



0

0

ïðè âñåõ k �1 2, , ... .

Ïðåäïîëîæåíèå À. Äëÿ ôóíêöèè v t x( , ) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ a êëàññà Õà-

íà òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà a x v t x( || || ) ( , ) ïðè âñåõ ( , )t x n� �R R+ .

Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

óäîáíî â ñëó÷àÿõ, åñëè èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò

÷åðåç ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ïðîìåæóòêè âðåìåíè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (7) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ v t x( , ) êëàññà

V0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ïðåäïîëîæåíèÿ À ïðè a r r m( ) � , è êîíñ-

òàíòà !�R òàêèå, ÷òî:
d

dt
v t x t m v t x t( , ( ))| ( , ( ))( )9  ! , åñëè v t x t e v t x tm( , ( )) ( , ( ))�  �" !" äëÿ

" � � #[ , ]0 (óñëîâèå Ðàçóìèõèíà);

v x v xk k k k
( , ( )) ( , ( ))   �  .

Òîãäà âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7) â îêðåñòíîñòè íóëÿ óäîâëåòâîðÿþò

îöåíêå x t Me t( )  ! , ãäå M �0 çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, è

íóëåâîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïðè !  0 ñ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà,

ðàâíûì !.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà, óñòà-

íîâëåííîãî â [21].

Îñíîâíîé àíàëèòè÷åñêèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.

Ïóñòü a, b — íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Ââåäåì òàêæå îáîç-

íà÷åíèÿ:

�  � �
��

�lim ( )
k

k k1 ;

F L c a L c1 1 1 2 1� � ,

F L c a L c L c c b L c2 1 2 1 1 2 2 2 11� � � � � �( ) , (9)

F a L c b L c c3 1 2 2 21� � � �( ) ( );

~
( )D b F F a b F F bF abF F aF F� � � � � � �2

1
2

3
2 2

1 3 2
2

1 2 2 32 2 2 2 ; (10)

$1
1 2

2
1 2

2
1 2 1 2

2

2
�

� � � � � �

�

b L aL aL bL a L aL aL bL

b a

( ) ( ) ( ) ( )
,

$
� ��

2
2
2

1 2
2

2 1 2

2

2
�

� � � �

�

b c c cc a c c cc

b a

( ) | |
,

(11)

$ 3 1 1 2 2
2 1

2
2
2

1 2

2

2
� �

� �

�
( )L c L c

b c c ac c

b a
;
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$ 4
1 3 2

2
�

� � �

�

b F F aF D

b a

~

,

$ 5 2
2 1

2

2

2
1 2

2

1 2 1
k

k k k kc
b c c ac c

b a
�

� � � �

�

( ) ( )
, k�N,

(12)

$ $5 5�
�

sup{ }
k

k
N

.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìå (6) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

2 �� , à óïðàâëÿþùèé âåêòîð L âûáðàí òàêèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ a, !�R,

b v +, �R âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

1) b a� 2;

2) v
e

v
e

v v

� �
�

�
%

&

'
'

(

)

*
*

� �%
&
' (

)
*

$ $  $ $
�+
!

$
!  ! 

4 1 2 3

2
2

52
2

( )

� 2!;

3) ( ) ( ( ) ) )b a e b c ab c c b c a cv
k k k k k

� � � � � � � �2 2
2

2

1 2

2
1

2 2

2
1 2 1 2� ev� �

� � ,( )b a ck
2

2
2 0;

4) ( )1 1 2
1

2
1

2
2

2� , � � �b e a c b c bcv

k k k
� .

Òîãäà ïðè âñåõ t �0 ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6) äîïóñêàþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ

îöåíêó â âèäå e t Me t( )  ! , ãäå - — åâêëèäîâà íîðìà â R 2, à M �0

çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ä î ê àç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì � � .. � � , ãäå .�0 — íåêîòîðûé

ïàðàìåòð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (6) è âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ê íåé

v e0( ) â âèäå v e e ae e be0 1
2

1 2 2
22( ) � � � . Íà îñíîâå ýòîé ôóíêöèè ïðè v , 0

ïîñòðîèì êóñî÷íî-ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ v e( ) [22], êîòîðóþ áóäåì

èñïîëüçîâàòü êàê ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà:

v t e v e ev t k( , ) ( ) ( )� �
0

 , t k k� �[ , )  1 , k � N0, (13)

ãäå  0 0� . Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1 òåîðåìû 2 ôóíêöèÿ v ïðèíàäëåæèò

êëàññóV0 è äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ À. Áóäåì òðåáî-

âàòü äëÿ ýòîé ôóíêöèè âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 1 ïðè m�2. Ýòè

óñëîâèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

dv t e t

dt
v t e t

( , ( ))
( , ( ))

( )6

2 ! , t k�  , k � N, (14)

åñëè

v t e t e v t e t( , ( )) ( , ( ))� � ��2!" " " , " � �[ , )2 0 , (15)
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è

v e v ek k k k( , ( )) ( , ( ))   � �  0 0 , k � N. (16)

Ïîäñòàâëÿÿ â (14) âûðàæåíèÿ (15), (16), èç (14) ïîëó÷àåì óñëîâèÿ íà ôóíê-

öèþ v0 ïðè t k k� �( , )  1 â âèäå

dv t e t

dt
v v t e t0

6
02

( , ( ))
( ) ( , ( ))

( )

 �! , t k�  , k � N, (17)

åñëè

v e t e v e tv
0

2
0( ( )) ( ( ))( )� �� ! " " , " � �[ , )2 0 ,  k t� / �[ , )2 0 ,

(18)

v e t e v e t
v tk k

0
2

0
1( ( )) ( ( ))

( )� �� � � � � �!" " 0� "�  "1
, " � �[ , )2 0 ,  k t� � �[ , )2 0 ,

ãäå 1  k k k� ��1 . Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì ��0 ìíîæåñòâî 21 1  ��k k| ,�
k�N} êîíå÷íî, óñëîâèå (18) ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì .�0 ìîæåò

áûòü çàìåíåíî óñëîâèåì

v e t e v e tv
0

2
0( ( )) ( ( ))( )� �� ! " " , " � �[ , )2 0 ,  k t� / �[ , )2 0 ,

v e t e v e t
v tk k

0
2

0
1( ( )) ( ( ))

( )� �� � � � � �!" " 0� "�  "1
, " � �[ , )2 0 ,  k t� � �[ , )2 0

(19)

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå 2� 1   
.k k k k� � �1, | , N}

ôóíêöèÿ v e t0( ( )) äîïóñêàåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó ïî t.

Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì  �k t t� �[ ). Îáîçíà÷èì a L c11 1 1� ,

a L c12 1 2 1� � , a L c21 2 1� , a L c c22 2 2� � , òàê, ÷òîáû A LC aij i j� � �[ ] , ,1 2. Òîãäà

ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè v0 âäîëü ñèñòåìû (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

d

dt
v t e t a a aa e a a a0

6
11 21 1

2
12 12 2( , ( )) ( cos ) ( (

( )

� � � � � �� � 1 22� �a )

� � � � � � �b a e e aa ba e c e t e( cos )) ( ) ( ( ( )21 1 2 12 22 2
2

1 1 12 2� �  ( ))t �

� � � � � �c e t e t e L aL e aL bL2 2 2 1 1 2 2 1 2( ( ) ( ))) ( ( ) ( )) .

Ñîãëàñíî òåîðåìå Íüþòîíà—Ëåéáíèöà ïîëó÷èì

e t e t e s L c e s L c e s

t

t

1 1 2 1 1 1 1 2 2( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))� � � � � � �
�
3  


ds,

e t e t e s ce s L c e s

t

t

2 2 1 2 2 1 1( ) ( ) ( cos ( ) ( ) ( )� � � � � � �
�
3 � � 


� � �L c e s ds2 2 2( ))
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� � �
�

�

��
k

t t k k k k kI c e c e
1

1 1 2 21[ , ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))    ,

ãäå I s� ( ) — èíäèêàòîð. Ïîýòîìó ïðè  k t t� �[ , ) ïðîèçâîäíóþ ôóíê-

öèè v0 âäîëü ñèñòåìû (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

d

dt
v t e t I I Ic0 6

( , ( ))
( )

� � � � ,

ãäå

I a a a e a a a a� � � � � � �2 211 21 1 1
2

12 11 22( ( cos )) ( ( )� �

� � � �b a e e aa ba e( cos )) ( )21 1 1 2 12 22 2
22� � ;

I e L aL e aL bL c e sc

t

t

� � � � � �
�
32 1 1 2 2 1 2 2 1( ( ) ( )) ( cos ( )



� �
(20)

� � � � � � �( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )))c cc e s L c L c c e s c e s ds1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2  ;

I c e L aL e aL bL c e c ek k k� � � � � � �2 12 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2( ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )) k .

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå  k t t/ �[ , ) â âûðàæåíèè äëÿ ïðîèçâîäíîé îò ôóíê-

öèè v0 íå áóäåò ñëàãàåìîãî I �.

Ïóñòü 4 41 2 0, � — íåêîòîðûå ïàðàìåòðû. Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

Ãåëüäåðà äëÿ ñëàãàåìîãî I c ïîëó÷èì îöåíêó

| | ( ( ) ( )) ( cI e L aL e aL bL cc

t

t

 � � � � �
�
34


4

4 �


1 1 1 2 2 1 2
2

1

2 2

2
os ( )�e s1 �

%

&
'
'

� � � �
�

�

3( ) ( )) (( )( ( )c cc e s ds L c L c c e s

t

t

1 2 2
2

2 2

1 1 2 2 1 1

1

4




�
(

)
*
*c e s ds2 2

2( ))) . (21)

Ìîæíî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó êâàäðàòè÷íûìè

ôîðìàìè:

(( ) ( ) )L aL e aL bL e v1 2 1 1 2 2
2

1 0� � �  $ ,

( cos ( ) )� � �  � � $c e c cc e v2 1 1 2 2
2

2 0,

( ) ( )L c L c c e c e v1 1 2 2
2

1 1 2 2
2

3 0� �  $ ,

ãäå $1, $ 2, $ 3 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (11). Äàëåå ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ

Ðàçóìèõèíà (19) ïîëó÷àåì
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| | ( )I v v s dsc

t

t

t

t

 � �
%

&
'
'

� �

�

3 34 $

4

4 $
4

$
 



1 1 0

1

2 2 0

2 2

3

2 1
v s ds0( )

(

)
*
*  

 �
�

� � � � � �

34 $

4

4 $


!� � 
 0� �.
1 1 0

1

2

2

2 0

2
v e v

t

t
t s v t s sk( )

(t ds) �
%

&
'
'

�
(

)
*

�

�
� � � � � �

3
1

2 2

2

3 0
4

$



!� � 
 0� �.

t

t
t s v t s s

e v t dsk( )
( ) *  

 
�%

&
' � (

)
*
(

)
*

�
�4 $ �


4 ��!

4 $
$

4

!�
!�

1 1

1

2

2 2
3

2

22 1e

v
e

v
v

(
(%

&
' v0. (22)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïðè v ��! �0 çíà÷åíèÿ  ôóíê-

öèÿ
e

v

v( � �2 1!�

��!
ñòàíîâèòñÿ öåëîé ôóíêöèåé îò âñåõ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, ïî-

ýòîìó îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé v ��! �0 íåò íåîáõîäèìîñòè.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

4 
$ $

$ ��!

!� ! 

1
2 3

1

2
22

1
�

�� �%
&
' (

)
*e

v
e

v v(

, 4
$

$

! 

2
3

2

2�
�%

&
' (

)
*

e

v

ìèíèìèçèðóþò ïðàâóþ ÷àñòü â (22). Îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó äëÿ I c (20)

ïîëó÷èì â âèäå

| |
(

I
e

v
e vc

v v

 
�� �%

&
' (

)
*

2
1

1 2 3

2
2

0$ $ $
��!

!� ! 
. (23)

Ïðè  k t t/ �[ , ) ïîëó÷èì îöåíêó ëó÷øå, ÷åì (23), ïîýòîìó îöåíêà (23)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Òåïåðü îöåíèì âûðàæåíèå I (20) ñ ïî-

ìîùüþ ôóíêöèè v0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå êîíñòàíòû (9), ïîëó÷àåì õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà ôîðì I v�$ 0 [23] â âèäå

2 2

2
0

1 2

2 3

F a F b a

F b a F b

� � � �

� � �
�

� � $ � � $

� � $ $

cos cos

cos
.

Äèñêðèìèíàíò äàííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

(10). Âåðõíÿÿ îöåíêà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îïðåäåëÿåòñÿ áîëüøèì êîðíåì

äàííîãî óðàâíåíèÿ è èìååò âèä

I v $ 4 0, (24)

ãäå $ 4 çàäàíî â (12).
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Îöåíèì òåïåðü âûðàæåíèå I �. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî c c e tk2
2

1 1( ( ) �

� �  ( ) ( ))c e t vk k2 2
2

5 01 $ , ãäå $ 5k îïðåäåëÿåòñÿ èç (12). Ñïîñîáîì, àíàëî-

ãè÷íûì (21), èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Ðàçóìèõèíà è ïðîâåäÿ ïàðàìåòðè÷åñêóþ

îïòèìèçàöèþ, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî

I e v e t v e tk

v
t k

�

 �
$ $ $ $

5
  

� �

1 5
2

0 1 5 0

( )

( ( )) ( ( )), (25)

ãäå $ 5 çàäàíî â (12). Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ îöåíîê (23)—(25) ìîæíî çà-

ïèñàòü íåðàâåíñòâî

d

dt
v t e t

e

v
e

v v

0 6 4 1 2 3

2
22

2
( , ( ))

( )

( )

 �
�

� �%
&
'

$ $  $ $
�+
!

!  !(
)
*
�

%

&

'
'

(

)

*
*

%

&

'
'

(

)

*
*


$ 5 0v t( ).

Óñëîâèå (17) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

$ $  $ $
�+
!

$
!  ! 

4 1 2 3

2
2

52
2

�
�

�
%

&

'
'

(

)

*
*
� �

� �%
&
' (

)
*e

v
e

v v( )

v �2!,

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì 2 òåîðåìû 2.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå (16). Âûïîëíåíèå äàííîãî óñëîâèÿ ïðè âñåõ

k � N, êðîìå ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîìó ìíî-

æåñòâó, áóäåò äîñòèãíóòî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ v e k0 0( ( )) �  
 e v e

v

k

�. 0( ( )), k � N, êîòîðîå ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

e a c e c e e b c e c e e eki ki k k

v

1
2

1 1 2 2 1 1 1 2 2
2

1
22 2� � � �  �( ) ( ) (

�. ae e be1 2 2
2� ).

Îáúåäèíÿÿ ïî . óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå äàííîãî íåðàâåíñò-

âà ìåæäó êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ (3) è (4) òåîðåìû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ ïðè !  0, òî

â ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì (4) è (5) äîñòèãàåòñÿ ãëîáàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ,

ïðè êîòîðîé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà äîïóñêàåò îöåíêó ñâåðõó �!.
×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå. Äëÿ îöåíêè ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ïðîâî-

äèëîñü ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ìåòîäîì Ôëåò÷åðà—Ðèâçà ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ 3 òåîðåìû 2. Îïðåäåëåííûå íåóäîáñòâà ñîñòàâèëî òî
îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ! !� ( , , )a b v äàííîé çàäà÷è îïòèìè-
çàöèè çàäàíà íåÿâíî (ñì. óñëîâèå 2 òåîðåìû 2), à ïîïûòêè âûðàçèòü åå ÿâíî
íàòàëêèâàþòñÿ íà íåîáõîäèìîñòü ðåøàòü êâàçèïîëèíîìèëüíûå óðàâíå-
íèÿ, íå èìåþùèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèé, âûðàæåííûõ â êîíå÷íîì âèäå
÷åðåç èõ êîýôôèöèåíòû. Çàäà÷à áûëà ñâåäåíà ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè ñ ÿâíî
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çàäàííîé öåëåâîé ôóíêöèåé áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè âûáîðà ïîäõîäÿùåãî
ìîíîòîííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé öåëåâîé ôóíêöèè.

Êðîìå òîãî, ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ñâÿçàíî ñ

òðóäíîñòÿìè âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, îò

âûáîðà êîòîðîé âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâåííî çàâèñèò ðåçóëüòàò îïòè-

ìèçàöèè. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

ïðîâîäèëñÿ íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàç äëÿ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê, ÷àñòü èç

êîòîðûõ âûáèðàëèñü ñëó÷àéíî, à äðóãàÿ ÷àñòü ÿâëÿëàñü òî÷êàìè ìèíè-

ìóìîâ, äîñòèãíóòûõ ïðè íåêîòîðûõ áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Íà ðèñ. 1, à, ïðåäñòàâëåíà îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè (4) è (5) (ñåðûé

öâåò) â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ L1, L2 ïðè çàäàííûõ ïàðà-

ìåòðàõ èñõîäíîé ñèñòåìû, à èìåííî: c1 1� , c2 1� , c �3,� �1,  �01, , ck1 05� � , ,

ck 2 1� , k�N,� �1. Óêàçàíû òàêæå ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè äëÿ

äèíàìèêè âåêòîðà îøèáêè.

Íà ðèñ. 1, á, ïðåäñòàâëåíà îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè äëÿ íåïðåðûâíîé

ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå êëàññè÷åñ-

êîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà—Ðàçóìèõèíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Íüþòîíà—

Ëåéáíèöà äëÿ îöåíêè ýôôåêòîâ ïîñëåäåéñòâèÿ îò óïðàâëåíèÿ. Èñïîëüçî-

âàí íàáîð ïàðàìåòðîâ: c1 1� , c2 0� , c �3,� �1, �01, , ck1 0� , ck 2 1� , k�N,� �1.

Ïîñòðîåíû ëèíèè óðîâíÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ âåêòîðà îøèáêè, èí-

ôîðìàöèÿ î êîòîðûõ íå îïèñàíà êëàññè÷åñêîé òåîðèåé.

Íà ðèñ. 1, â, äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîñòðîåíà îáëàñòü ñèíõðîíèçöèè íà îñíîâå

òåîðåìû 2 äëÿ òàêîé æå ñèñòåìû, íî ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîãî èìïóëüñíîãî

âîçäåéñòâèÿ. Ðàññìîòðåíû ïàðàìåòðû c1 1� , c2 0� , c �3,� �1, �01, , ck1 05� � , ,

ck 2 1� , k�N, � �1. Çàìåòíî ñîêðàùåíèå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðè ââå-

äåíèè èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ. Êðîìå òîãî, èç ðèñ. 1, â, âèäíî, ÷òî ïðè

óìåíüøåíèè àìïëèòóäû èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ ëèáî ïðè óâåëè÷åíèè

ïàðàìåòðà �, ñîîòâåòñòâóþùåãî íèæíåìó ïðåäåëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

äëèí èíòåðâàëîâ ìåæäó èìïóëüñàìè, îöåíêà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè âìåñòå

ñ îöåíêîé ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñòðåìèòñÿ ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì

äëÿ íåïðåðûâíîé ñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî õàîñ â ñèñòåìå (2) äåéñòâèòåëüíî âîçìîæåí. Åãî âîçìîæ-

íîñòü áåç íàëè÷èÿ èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ ïîäòâåðæäåíà â ðàáîòå [12] ñ

ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ïàðàìåòðîâ c �05, , � �1, w �1, f �2 43, ,

ck 0 0� , ck1 0� , ck 2 1� , k�N. Äèíàìèêà ðåøåíèé ñèñòåìû (2) ïðè íàëè÷èè

èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ òàêæå îáëàäàåò ïðèçíàêàìè õàîñà. Äåéñòâè-

òåëüíî, â ñëó÷àå ñèíõðîíèçàöèè ïåðèîäà âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî âîç-

äåéñòâèÿ ñ èíòåðâàëîì ìåæäó èìïóëüñàìè ïðè c �05, , � �1, w �1, f �2 4, ,

� �314159265, , ck
k

0
102 1� � �, ( ) , ck1 0� , ck 2 1� , k�N ïîëó÷èì àòòðàêòîð,
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ïîäîáíûé èññëåäîâàííîìó â ðàáîòå [12] (ðèñ. 2, à). Àíàëîãè÷íî ìîæíî

ïðîñëåäèòü ïðîöåññ ïðîèñõîæäåíèÿ õàîñà: ñíà÷àëà, ïîëàãàÿ f �2 27, ïðè

òåõ æå ïðî÷èõ ïàðàìåòðàõ, ïîëó÷àåì ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (ðèñ. 2, á), à

çàòåì ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè Õîïôà, ïîñëå êàæäîé èç êîòîðûõ åãî

ïåðèîä óäâàèâàåòñÿ.

Íà ðèñ. 3, à, ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå ñ äâóõêðàòíûì ïåðèîäîì ïðè

f �2 32, , à íà ðèñ. 3, á, — ñ ÷åòûðåõêðàòíûì ïåðèîäîì ïðè f �2 362, . Çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðà f, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè Õîïôà, ñîñòàâ-

ëÿþò f ( ) ,1 2 27� , f ( ) ,2 2 334� , f ( ) ,3 2 362� , f ( ) ,4 2 3662� è òàê äàëåå, ãäå

f i( ) — çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåå áèôóðêàöèè, ïðè êîòîðîé

ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ìåæäó óñòîé÷èâûìè ðåøåíèÿìè 2 1i� -êðàòíîãî è

2i -êðàòíîãî ïåðèîäîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì óíèâåðñàëüíîñòè Ôå-
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ãåéáàóìà [24] ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî óæå íà÷èíàÿ ñ f * ,6 2 37 (ñ òî÷íîñòüþ

äî 0,01), â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ õàîñ.

Âûâîäû

Íàéäåííûå óñëîâèÿ ñèíõðîíèçàöèè è ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ñêîðîñòè

åå äîñòèæåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñèíõðîíèçàöèè

ýíåðãîñèñòåì è ïðîòèâîäåéñòâèÿ âîçìîæíûì âîçìóùåíèÿì èìïóëüñíîãî

õàðàêòåðà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [13, 15]

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýíåðãîñèñòåì ñ èìïóëüñíûìè âîçìóùåíèÿìè — ìîäå-

ëåé íîâîãî òèïà, äâèæåíèå â êîòîðûõ èçó÷åíî íåäîñòàòî÷íî. Îäíàêî áîëåå

ñëîæíîé è àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñèíõðîíèçàöèè íåèäåíòè÷íûõ

ýíåðãîñèñòåì [16].
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CHAOS SYNCHRONIZATION IN POWER

SYSTEM MODEL UNDER IMPULSIVE PERTURBATIONS

VIA CONTROLLER WITH DELAY

The paper deals with the global chaos synchronization in two identical single-machine-infinite-

bus (SMIB) power systems under impulsive perturbations. Sufficient conditions of exponential

synchronization via controller with delay are established by the Lyapunov-Razumikhin stability

analysis of impulsive differential equations with delay. Obtained results are confirmed by

numerical methods. Chaotic behavior of the SMIB power system under impulsive perturbations

has also been studied.

K e y w o r d s: power system, SMIB, Lyapunov-Razumikhin method, impulsive systems with
delay, chaos synchronization.
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ÈÂÀÍÎÂ Èãîðü Ëüâîâè÷, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, ìë. íàó÷. ñîòð. Èí-òà ìåõàíèêè èì. Ñ.Ï. Òèìî-

øåíêî ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 2007 ã. îêîí÷èë ×åðêàññêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Á. Õìåëüíèö-

êîãî, â 2009 ã. — Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Òàðàñà Øåð÷åíêî. Îáëàñòü

íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — óïðàâëåíèå è óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì è èìïóëüñíûì

âîçäåéñòâèåì.

ÌÀÐÒÛÍÞÊ Àíàòîëèé Àíäðååâè÷, àêàäåìèê ÍÀÍ Óêðàèíû, çàâ. îòäåëîì Èí-òà ìåõàíèêè

èì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêî ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1962 ã. îêîí÷èë ×åðêàññêèé ïåäàãîãè÷åñêèé èí-ò. Îá-

ëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåì, ìîäåëèðóåìûõ îáûê-

íîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè; óï-

ðàâëåíèå äâèæåíèåì, òåîðèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñèñòåì (äåòåðìèíèðîâàííûõ, ñòîõàñòè-

÷åñêèõ, à òàêæå ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííûõ è èìïóëüñíûõ).

Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîñà â ìîäåëè ýíåðãîñèñòåìû ïðè èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèÿõ
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