
ÓÄÊ 53.088

À.Ã. ×óìàêîâ, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê
(Óêðàèíà, Êèåâ, gefest@ua.fm)

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà çàâèñèìîñòåé ìåòîäîì
ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî êîððåêòíûõ èçìåðåíèé

Ðàññìîòðåíà ïðîöåäóðà ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ èçìåðåíèé, ÿâëÿþùàÿñÿ äî-
ïîëíåíèåì ê ñòàíäàðòíûì ëèíåéíûì ìåòîäàì ðåãóëÿðèçàöèè. Âûïîëíåíà ïðîåêöèÿ íà
ìíîæåñòâî çàâèñèìîñòåé ñ îãðàíè÷åííûìè çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíûõ. Àíàëèòè÷åñêèé
ó÷åò àïðèîðíîé ôèçè÷åñêîé èíôîðìàöèè îá îáðàáàòûâàåìîé çàâèñèìîñòè èñïîëüçîâàí
äëÿ ïîäàâëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé, â òîì ÷èñëå ãðóáûõ (ïðîìàõîâ). Â õîäå àäàï-
òèâíîãî ñãëàæèâàíèÿ ìèíèìèçèðîâàíà îöåíêà ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè ïðè îãðàíè÷åíèè
çíà÷åíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé. Ðàáîòà àëãîðèòìà ðàññìîòðåíà íà ïðèìåðå òèïè÷íîé çàäà÷è
ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà. Àëãîðèòì ñî÷åòàåò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ìàøèííîé ðåàëè-
çàöèè, äîñòóïíîñòü óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ñ ìèíèìàëüíûìè êîíòðîëèðóåìûìè èñêà-
æåíèÿìè ñãëàæèâàåìîé çàâèñèìîñòè.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ñãëàæèâàíèå çàâèñèìîñòåé, êîððåêòíûå èçìåðåíèÿ.

Ðîçãëÿíóòî ïðîöåäóðó ïîïåðåäíüî¿ îáðîáêè äàíèõ âèì³ðþâàíü, ÿêà º äîïîâíåííÿì äî
ñòàíäàðòíèõ ë³í³éíèõ ìåòîä³â ðåãóëÿðèçàö³¿. Çä³éñíåíî ïðîåêö³þ íà ìíîæèíó çàëåæ-
íîñòåé ç îáìåæåíèìè çíà÷åííÿìè ïîõ³äíèõ. Àíàë³òè÷íèé îáë³ê àïð³îðíî¿ ô³çè÷íî¿ ³íôîð-
ìàö³¿ ïðî îáðîáëþâàíó çàëåæí³ñòü âèêîðèñòàíî äëÿ ïðèäóøåííÿ âèïàäêîâèõ ïîõèáîê, â
òîìó ÷èñë³ ãðóáèõ (ïðîìàõ³â). Ï³ä ÷àñ ïåðåá³ãó àäàïòèâíîãî çãëàäæóâàííÿ ì³í³ì³çîâàíî
îö³íêó âèïàäêîâî¿ ïîõèáêè ïðè îáìåæåíí³ çíà÷åííÿ ñèñòåìàòè÷íî¿. Ðîáîòó àëãîðèòìó
ðîçãëÿíóòî íà ïðèêëàä³ òèïîâî¿ çàäà÷³ ñòðóêòóðíîãî àíàë³çó. Àëãîðèòì ïîºäíóº âèñîêó
åôåêòèâí³ñòü ìàøèííî¿ ðåàë³çàö³¿, äîñòóïí³ñòü êåðóþ÷èõ ïàðàìåòð³â ç ì³í³ìàëüíèìè
êîíòðîëüîâàíèìè ñïîòâîðåííÿìè çãëàäæóâàíî¿ çàëåæíîñò³.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: çãëàäæóâàííÿ çàëåæíîñòåé, êîðåêòí³ âèì³ðþâàííÿ.

Îáðàòíûå çàäà÷è âîçíèêàþò âî âñåõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè,
ãäå ïðîâîäÿòñÿ êîëè÷åñòâåííûå èçìåðåíèÿ. Íåïðåðûâíî âîçðàñòàþò îáúå-
ìû è ñêîðîñòè ïîñòóïëåíèÿ äàííûõ, àâòîìàòèçàöèè èõ ñáîðà è îáðàáîòêè.
Ýòî îáóñëîâëèâàåò íàó÷íîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èññëåäîâàíèé, ïî-
ñâÿùåííûõ îöåíêå ïîãðåøíîñòè è ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ îáðàò-
íîé çàäà÷è. Ðàñïðîñòðàíåííûå ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè íå âñåãäà äàþò
óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîñêîëüêó íå îáåñïå÷èâàþò äîñòàòî÷-
íóþ ïîëíîòó è ñòðîãîñòü ó÷åòà àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ôèçè÷åñêîì
ñìûñëå è ìåòîäèêå ïîëó÷åíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ.
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Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà äàííûõ èçìåðåíèé êàê ïðèåì ðåãó-

ëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Îáðàòíàÿ çàäà÷à åñòü âîññòàíîâ-

ëåíèå èíôîðìàöèè îá îáúåêòå x èç ìíîæåñòâà õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà {X}

ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé y èç ìíîæåñòâà äàííûõ èçìåðåíèé {Y} [1].

Èäåàëèçèðîâàííàÿ ìîäåëü ïðîöåäóðû ñáîðà äàííûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïå-

ðàòîðîì �A, îòîáðàæàþùèì {X} íà {Y}:

y A x� � , x X�{ }, y Y�{ }. (1)

Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî îïåðàòîðîì �A íåâîçìîæíî àáñîëþòíî òî÷íî êî-

ëè÷åñòâåííî îòðàçèòü ðåàëüíûé ïðîöåññ èçìåðåíèÿ, à äàííûå íàáëþäåíèé

ñîäåðæàò êîíå÷íóþ îøèáêó, çíà÷åíèÿ y âñåãäà îòÿãîùåíû ñèñòåìàòè÷åñ-

êîé è ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòÿìè. Ïîýòîìó âîçìîæíî ëèøü ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è. Îíî âîçìîæíî, åñëè ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à êîð-

ðåêòíà ïî Òèõîíîâó [2], à èìåííî: êîãäà äëÿ òî÷íîãî �y ñóùåñòâóåò åäèíñò-

âåííîå �x , ïðèíàäëåæàùåå íåêîòîðîìó êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó{ }�X . Â

ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð �A íåïðåðûâåí íà ìíîæåñòâå { } � { }� � �Y A X , è åñëè

âìåñòî y è �A èçâåñòíû òîëüêî áëèçêèå ê íèì â êàêîé-ëèáî ìåòðèêå �y è � �A ,

òî êâàçèðåøåíèå �x , äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì íîðìå || � �A �x – �y ||, áóäåò áëèçêèì

ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x. Ìíîæåñòâî{ }�X áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì êîððåêò-

íîñòè, à{ } � { }� � �Y A X — ìíîæåñòâîì êîððåêòíûõ äàííûõ èçìåðåíèé.

Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ íàáëþäåíèé ñðåäè äàííûõ âñåãäà ïðèñóòñòâóåò

íåêîòîðàÿ äîëÿ ãðóáî îøèáî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé (ïðîìàõîâ) [1,3].

Îíè íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó { }�Y è íå îòðàæàþò èññëåäóåìûõ ñâîéñòâ

èçó÷àåìîãî îáúåêòà. Ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è (1) îáû÷-

íî íå ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè ïî îòíîøåíèþ ê âëèÿíèþ òàêèõ ïðîìàõîâ.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà �A òèõîíîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ,

ïñåâäîèíâåðñèÿ, ïàðàìåòðèçàöèÿ è äðóãèå ìåòîäû ñîõðàíÿþò ëèíåéíîñòü

çàâèñèìîñòè y îò x, ÷òî çàâåäîìî ïðèâîäèò ê íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì ðå-

çóëüòàòàì ïðè íàëè÷èè ãðóáûõ îøèáîê â èñõîäíûõ äàííûõ [4]. Â ýòèõ

ñëó÷àÿõ çàäà÷à (1) äîëæíà áûòü çàìåíåíà àíàëîãè÷íîé çàäà÷åé, ãäå â

êà÷åñòâå {Y} âûñòóïàåò ìíîæåñòâî {Z} îáîáùåííûõ ðåçóëüòàòîâ èçìå-

ðåíèé z, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ íà y íåêîòîðûì îïåðàòîðîì

P Z P Y:{ } { }� , ãäå P îòîáðàæàåò ïðîöåññ ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàí-

íûõ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òàêàÿ îáðàáîòêà ÿâëÿåòñÿ íå àëüòåðíàòèâîé ñòàí-

äàðòíûì ìåòîäàì ðåãóëÿðèçàöèè îáðàòíîé çàäà÷è, à èõ äîïîëíåíèåì,

êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ðàáîòîñïîñîáíîñòü íà îòÿãîùåííûõ ïîãðåøíîñòÿ-

ìè è çàñîðåííûõ ãðóáûìè îøèáêàìè äàííûõ.

Îäíîé èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ïðîöåäóð ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå èçìåðåííîé äâóìåðíîé [5, 6] èëè

îäíîìåðíîé [7, 8] çàâèñèìîñòè. Óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü äîñòè-
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ãàåòñÿ òîëüêî â àäàïòèâíûõ ïðîöåäóðàõ ñãëàæèâàíèÿ [4, 8]. Êàêîâû æå

äîëæíû áûòü ñâîéñòâà ïðîöåäóðû, îïèñûâàåìîé îïåðàòîðîì P? Îáû÷íî

îíè ôîðìóëèðóþòñÿ â ëó÷øåì ñëó÷àå â âèäå íàáîðà ýìïèðè÷åñêèõ ïðà-

âèë [4, ñ. 36—47]. Î÷åâèäíî, ÷òî âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíîé ïðåäâàðèòåëü-

íîé îáðàáîòêè îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ

ìíîæåñòâà êîððåêòíûõ èçìåðåíèé.

Îòñóòñòâèå êîëè÷åñòâåííûõ ôîðìóëèðîâîê äëÿ ó÷åòà ýòîé èíôîðìà-

öèè çàñòàâëÿåò èññëåäîâàòåëåé âûáèðàòü óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ñãëà-

æèâàþùåé ïðîöåäóðû ïîñðåäñòâîì ñóáúåêòèâíîãî âèçóàëüíîãî êîíòðîëÿ

âëèÿíèÿ îïåðàòîða P íà èìåþùóþñÿ ñîâîêóïíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ [4—8]. Ýòî íå òîëüêî çàòðóäíÿåò ïðèìåíåíèå ýôôåêòèâíîé êîìïüþ-

òåðíîé îáðàáîòêè, îñîáåííî â àâòîìàòè÷åñêèõ èçìåðèòåëüíî-âû÷èñëèòåëü-

íûõ êîìïëåêñàõ, íî è íå ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ

îáðàòíîé çàäà÷è ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå âõîäíîé ïîãðåøíîñòè.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðàçâèòèå ìåòîäèêè ñòðîãîãî è êîëè÷åñòâåííîãî ó÷åòà

àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ìíîæåñòâå êîððåêòíûõ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé â

ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ïðîöåäóð ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ.

Êîëè÷åñòâåííîé îöåíêîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ìîæåò áûòü

íîðìà ðàçíîñòè òî÷íîãî è ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèé:

|| || || � || (|| � � || || || || � || |x x A A A x A x z� � � � � � � � � � � � ��1 | || || || || ||)1� � � � �P y Py z . (2)

Óêàæåì íà ïðîèñõîæäåíèå ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòîâ ñóììàðíîé ïîãðåø-

íîñòè ðåøåíèÿ (2) è ðàññìîòðèì âûòåêàþùèå îòñþäà òðåáîâàíèÿ ê ïîñòà-

íîâêå è ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è. Çíà÷åíèå || � ||��A 1 ÿâëÿåòñÿ íîðìîé ðåãó-

ëÿðèçîâàííîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà. Íåïðåðûâíîñòü ���A 1 îáóñëîâëèâàåò

îãðàíè÷åííîñòü ýòîé íîðìû, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ ïî-

ñòàâëåííîé êîððåêòíî ïî Òèõîíîâó. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2) îòðàæàåò áëè-

çîñòü ðåãóëÿðèçîâàííîãî îïåðàòîðà ê òî÷íîìó íà ìíîæåñòâå êîððåêòíîñòè

{ }�X ïðè âûáðàííîé ïàðå íîðì â ïðîñòðàíñòâàõ {X} è {Y}, âòîðîå —

ó÷èòûâàåò íåâÿçêó, ìèíèìèçèðóåìóþ â õîäå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è,

òðåòüå — ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñèñòåìàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè, âíîñèìîé â

ïðîöåññå ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè ïðè ïåðåõîäå îò ïåðâè÷íûõ y ê

îáîáùåííûì z ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìó îñòàòî÷íîé ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè îáîáùåí-

íûõ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè.

Òàêèì îáðàçîì, äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îöåíêè

ñèñòåìàòè÷åñêîé è ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòåé ñãëàæåííûõ ðåçóëüòàòîâ èç-

ìåðåíèé. Òðåáîâàíèÿ ê îïåðàòîðó P ìîãóò çàêëþ÷àòüñÿ â ìèíèìèçàöèè

ñóììû ýòèõ ñëàãàåìûõ èëè ìèíèìèçàöèè îäíîãî èç íèõ ïðè îãðàíè÷åíèè

íà âåëè÷èíó äðóãîãî. Â èäåàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà óäàåòñÿ ïîñòðîèòü P êàê

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà çàâèñèìîñòåé ìåòîäîì ïðîåêöèè
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îïåðàòîð ïðîåêöèè {Y} íà ìíîæåñòâî êîððåêòíûõ äàííûõ èçìåðåíèé{ }�Y ,

äëÿ �� �y Y{ }ñïðàâåäëèâî P � 	 �y y . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî äîáèâàòüñÿ ìèíè-

ìèçàöèè ||P �y – z ||, íå îïàñàÿñü âíîñèìûõ îïåðàòîðîì P èñêàæåíèé.

Àëãîðèòì ïîìåõîóñòîé÷èâîãî ñãëàæèâàíèÿ çàâèñèìîñòè y (u). Ïðè-

âåäåì ïðèìåð ñèíòåçà àëãîðèòìà ñãëàæèâàíèÿ ôóíêöèè y äèñêðåòíîãî

àðãóìåíòà u, óäîâëåòâîðÿþùèé ñôîðìóëèðîâàííûì òðåáîâàíèÿì äëÿ êîíê-

ðåòíîãî êëàññà ôóíêöèé è ïîçâîëÿþùèé äîñòè÷ü ìàêñèìàëüíîãî ó÷åòà

èçâåñòíîé èíôîðìàöèè î ìíîæåñòâå êîððåêòíûõ äàííûõ èçìåðåíèé è î

âåëè÷èíå ïîãðåøíîñòè äàííûõ ïðè ìèíèìóìå âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå êîððåêòíûõ äàííûõ èçìåðåíèé {Y} ââåäåíà

åâêëèäîâà íîðìà, à äëÿ íåñêîëüêèõ âîçðàñòàþùèõ ñòåïåíåé ïîëèíîìîâ r =

= 0, 1, ..., p ìîæíî óêàçàòü ðàñøèðÿþùèåñÿ èíòåðâàëû 
ur èçìåíåíèÿ àðãó-

ìåíòà u, â êîòîðûõ êîððåêòíî èçìåðåííàÿ ôóíêöèÿ y (u) ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíà ïîëèíîìîì ñòåïåíè r. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåëè÷èíà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà

Rr ðÿäà Òåéëîðà ïðè ðàçëîæåíèè äî ñòåïåíè r íå ïðåâûøàåò íåêîòîðîãî

çíà÷åíèÿ �, êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîé ñèñòåìàòè÷åñêîé

ïîãðåøíîñòüþ. Èñïîëüçóÿ îöåíêó Rr ïî ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ r-é ïðîèç-

âîäíîé Nr, íåòðóäíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå 
ur è Nr:


u
r

N
r

r

r

�
��



�

�

�
�

�
( ( )!)

/( )
� 1

1 1

. (3)

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñîâîêóïíîñòü êîððåêòíûõ çàâèñè-

ìîñòåé ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì ôóíêöèé, èìåþùèõ îãðàíè-

÷åííûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ. Ïðåèìóùåñòâî èìåííî òàêîãî ñïîñîáà

çàäàíèÿ ìíîæåñòâà êîððåêòíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óïðàâëÿþùèå

ïàðàìåòðû 
ur èëè Nr èìåþò îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë è èõ îöåí-

êè âïîëíå ìîãóò áûòü äîñòóïíû íà ýòàïå ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè

äàííûõ. Òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ñâåäåíèÿ î ìèíèìàëüíîé øèðè-

íå àïïàðàòíîé ôóíêöèè èëè ñïåêòðàëüíîé ëèíèè (
ur ), ìàêñèìàëüíîé

äåâèàöèè ÷àñòîòû (Nr).

Ïðè òàêîì ïîäõîäå àïðèîðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðèðîäå

îáðàáàòûâàåìîãî ñèãíàëà è ïðîöåññå åãî ðåãèñòðàöèè ó÷èòûâàåòñÿ äîñòà-

òî÷íî ïîëíî è ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î äîñòàòî÷íî

ïîïóëÿðíûõ ñãëàæèâàþùèõ ñïëàéíàõ [5, 8] èëè êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé

àïïðîêñèìàöèè [7]. Â ðåçóëüòàòå ñãëàæèâàíèÿ èç äàííûõ, ïðåäñòàâëÿþ-

ùèõ ñîáîé íàáîð àðãóìåíòîâ �ui (â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íåñêîëüêèõ ñåðèé èç-

ìåðåíèé ñðåäè íèõ ìîãóò áûòü è ïîâòîðÿþùèåñÿ), èçìåðåííûõ çíà÷åíèé

ôóíêöèè �y i è îöåíîê ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèÿ �� i , ïîëó÷àþò ñãëàæåííûå
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ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé çàðàíåå çàäàâàåìûé íàáîð

àðãóìåíòîâ uj è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó íàáîðû ñãëàæåííûõ ðåçóëüòàòîâ

èçìåðåíèé,

y b yj

i

ji i� �� , (4)

è îöåíîê èõ ïîãðåøíîñòåé

e bj

i

ji i� ��

�
�

�

�
�� 2 2

1 2

�
/

. (5)

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå e j âîçìîæíî â ñëó÷àå, êîãäà ïîãðåøíîñòè �� i

èñõîäíûõ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé íåêîððåëèðîâàíû. Åñëè ñãëàæèâàíèå

ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óìåíüøåíèÿ ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè ðåçóëüòàòîâ èçìå-

ðåíèé è óäàëåíèÿ àíîìàëüíûõ íàáëþäåíèé èòåðàòèâíîé ïðîöåäóðîé ñ

ôóíêöèÿìè âëèÿíèÿ [4, ñ. 12—26], òî íàáîðû ui è �u j äîëæíû ñîâïàäàòü.

Åñëè öåëüþ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ê îøèáêàì èçìåðåíèé ïðåîáðàçîâàíèå

ñåòêè àðãóìåíòîâ u, òî ìîãóò áûòü âûáðàíû ëþáûå óäîáíûå äëÿ ïîñëå-

äóþùåé îáðàáîòêè äàííûõ íàáîðû �u j , íàïðèìåð ðàâíîîòñòîÿùèå.

Îöåíêîé ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (2) ÿâëÿåòñÿ
j

je� 2. Âíîñèìûå ñãëà-

æèâàíèåì ñèñòåìàòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè, ò.å. ïðåäïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â

(2), óäîáíî îöåíèâàòü êàê îøèáêè ïðè ñãëàæèâàíèè íåêîòîðûõ ñïåöèàëü-

íî âûáðàííûõ «ðåïåðíûõ» ôóíêöèé �y u( ), äëÿ êîòîðûõ òàêèå îøèáêè

ìîãóò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíû. Íàáîð �y ur( ) ( ) äîëæåí áûòü ïðåäñòàâèòåëü-

íîé âûáîðêîé èç ìíîæåñòâà êîððåêòíûõ ôóíêöèé y u( ). Ïîñêîëüêó ïðè

âûáîðå ìíîæåñòâà êîððåêòíîñòè áûë îãðàíè÷åí îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðÿäà

Òåéëîðà, â êà÷åñòâå òàêèõ «ðåïåðîâ» äîñòàòî÷íî âçÿòü îäíî÷ëåíû âèäà

� � �y u u u
j

r
j

( ) ( ) ( ) èëè âèäà � � � �y u v u u v v
j

q r
j

q
j

r( , ) ( , ) ( ) ( ) . Îøèáêà M
j

r( )

ïðè ëèíåéíîì ñãëàæèâàíèè ôóíêöèè �y u
j

r( ) ( ) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç

óðàâíåíèÿ

M y u y u b u u
j

r
j j

r
j

i

ji i j
r( ) ( )( ) ( ) [ ( ) ]� � � � � �� 2 . (6)

Ïîëíîòà íàáîðà ôóíêöèé �y u
j

r( ) ( ) ïðè ïðåäñòàâëåíèè êîððåêòíûõ

çàâèñèìîñòåé â îêðåñòíîñòè uj ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ìàêñèìàëüíóþ ñèñòå-

ìàòè÷åñêóþ îøèáêó ñãëàæèâàíèÿ ÷åðåç îøèáêè M
j

r( ) ñãëàæèâàíèÿ «ðå-

ïåðíûõ» ôóíêöèé. Âçàèìíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ôóíêöèé �y u
j

r( ) ( ), ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèåì r, ïðèâîäèò ê ñòàòèñòè÷åñêîé íåçà-
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âèñèìîñòè îøèáîê M
j

r( ) , ÷òî ïîçâîëÿåò ñóììèðîâàòü èõ ïðè îöåíèâàíèè

ñóììàðíîé îøèáêè.

Èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó êîððåêòíûõ

äàííûõ èçìåðåíèé, ìîæíî îöåíèòü ñíèçó è ñâåðõó âåëè÷èíó îøèáêè ïðè

èõ ïðåäñòàâëåíèè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè r êàê îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ

â ðÿä Òåéëîðà âïëîòü äî r-ãî ñëàãàåìîãî. Íà îñíîâàíèè äîïóñòèìîé îøèá-

êè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ � ìîæíî çàäàòü íèæíèå è âåðõíèå ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ M r
�
( ) è M r

�
( ) äëÿ p ïåðâûõ M r( ) (åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ðàçíûå íà

ðàçíûõ ó÷àñòêàõ èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè y (u), ò.å. äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà-

÷åíèé j) è ñãëàæèâàòü êðèâóþ ïî ôîðìóëå

E b bj

i

ji j ji
2 2 2� � �� [ ] min ( )� ,

M M Mr r r
� �� �( ) ( ) ( ) .

(7)

Çäåñü çíà÷åíèå bji äëÿ êàæäîãî j îïðåäåëÿþò, ðåøàÿ çàäà÷è óñëîâíîãî

ýêñòðåìóìà äëÿ bji ïðè ôèêñèðîâàííîì j; M M� �� �( ) ( )0 0 1— îòðàæàåò òðå-

áîâàíèå íîðìèðîâàíèÿ
i

jib� �1.

Ðåøåíèå çàäà÷è (7) ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, åñëè èñêàòü ìè-

íèìóì íå ïî ïåðåìåííûì bji, à ïî ïåðåìåííûì M
j

r( ) . Ñ ïîìîùüþ òàêîãî

ïðèåìà óìåíüøàåòñÿ ðàçìåðíîñòü çàäà÷è è óïðîùàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà

ïåðåìåííûå, ïî êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ. Ïðè ýòîì, âû÷èñëÿÿ

â (7) e j
2, ñëåäóåò îïðåäåëÿòü bji èç âûðàæåíèÿ

b u u
ji j

r

p

r i j
r� � � �

�
�1 2

0

/ ( )� � , (8)

ãäå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà � r óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

1 2 2/ ( ) ( )

q

q

i

i j
r q

i j

ru u M� � � � ��

�
�

�

�
� �� �� � , (9)

à âåêòîð M
j

r( ) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè M e
j

r
j

( ) ( )2 â îãðàíè÷åííîé

îáëàñòè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ðàçìåð-

íîñòè p + 1. Åñëè íå ðåøåíèåì (êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ âñåõ r,

êðîìå îäíîãî, M Mr r
� ��( ) ( ) ), òî íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì ê íåìó, ÿâëÿåòñÿ

òî÷êà ïàðàëëåëåïèïåäà, áëèæàéøàÿ ê òî÷êå áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà (7):

À.Ã. ×óìàêîâ

52 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2017. V. 39. ¹ 6



M M M

u u
r r r i

i j
r

i

i

i

0

2

2

( ) ( ) ( )min , max ,

[( ) ]

�

� � �

�

�

� �

�

�

�

�

�

�



�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

. (10)

Óïðîùåííûé àëãîðèòì ñãëàæèâàíèÿ çàâèñèìîñòè y (u) äëÿ ðàâíî-

îòñòîÿùèõ àðãóìåíòîâ u. Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñãëàæè-

âàíèå íà ðàâíîîòñòîÿùèõ àðãóìåíòàõ u. Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñãëàæåí-

íîãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïî n íåñãëàæåííûõ ñïðàâà è ñëåâà îò äàííîé

òî÷êè, à âñå ��
j

ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ bji çàâèñÿò

òîëüêî îò | j – i |, è (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y b yj

i n

n

i j� � �
��

�� 1. (11)

Äëÿ p = 3, M M� �� �( ) ( )1 1 M � �( )2 M M� �� �( ) ( )3 3 0 ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå (7), èìååò âèä

b b
n n M

n n n

n n
i i� �

� � �

� � �
�

�
�

�3 3 3 1 5

2 1 2 1 2 3

52 2 2( )

( ) ( ) ( )

(( ) �

� � � �
�3

2 1 2 1 2 3 1

2 2M i

n n n n n

( ) )

( ) ( ) ( ) ( )
. (12)

Íåëèíåéíîå ñãëàæèâàíèå çàâèñèìîñòè y (u). Ëèíåéíûé ôèëüòð (4)

íå ïðèâîäèò ñãëàæåííûå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé â ìíîæåñòâî êîððåêòíûõ

äàííûõ èçìåðåíèé, îäíàêî ïðèáëèæàåò èõ ê íåìó. Ýòî ïðîèñõîäèò â ðåçóëü-

òàòå óñðåäíåíèÿ â ñëó÷àå, åñëè áîëüøèíñòâî èçìåðåíèé êîððåêòíî. Â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå ëèíåéíûé ôèëüòð íåïðèìåíèì, è óæå íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ

ìíîæåñòâà ðåàëüíûõ èçìåðåíèé ïðèäåòñÿ ðåøàòü çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ

ìíîæåñòâà êîððåêòíûõ èçìåðåíèé [1, 6]. Îäíàêî òèïè÷íûé ýêñïåðèìåíòàëü-

íûé ìàòåðèàë âñå æå ñîäåðæèò íåêîòîðóþ äîëþ îøèáî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ

èçìåðåíèé (ïðîìàõîâ). Èçâåñòíî [4, 9], ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíàÿ íåàäàï-

òèâíàÿ ôèëüòðàöèÿ íå òîëüêî íå ïîçâîëÿåò â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè ïîäàâëÿòü

ñëó÷àéíûå ïîãðåøíîñòè, íî è âíîñèò äîïîëíèòåëüíûå èñêàæåíèÿ âñëåäñòâèå

çíà÷èòåëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê îòäåëüíûì âûäàþùèìñÿ çíà÷åíèÿì. Îä-

íèì èç ñïîñîáîâ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñãëàæèâàþùåé ïðîöåäóðû îòíî-

ñèòåëüíî ïðîìàõîâ ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ ïðîöåäóðà [4] èòåðà-

òèâíîé î÷èñòêè äàííûõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé âëèÿíèÿ.

Ìåòîä ôóíêöèé âëèÿíèÿ [4, ñ. 12—26] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà îñ-

íîâå èñõîäíûõ �y i è ñãëàæåííûõ y
i

s( ) äàííûõ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà ïðîåê-

öèè z
i

s( ) êàæäîãî ðåàëüíîãî ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ íà ìíîæåñòâî êîððåêò-

íûõ äàííûõ èçìåðåíèé:

z y y y
i

s

i

s

i i

s( ) ( ) ( )( )� � � �� . (13)
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Çäåñü � — ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñãëàæåííûì

è ðåàëüíûì ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé, à çíà÷åíèå y
i

s( ) íà s-ì øàãå èòåðàòèâíîé

ïðîöåäóðû ñ÷èòàåòñÿ ïðèáëèæåííî ðàâíûì ñîîòâåòñòâóþùåìó çíà÷åíèþ yi

èç ìíîæåñòâà êîððåêòíûõ äàííûõ èçìåðåíèé. Çàòåì çíà÷åíèÿ z
i

s( ) ïîäâåð-

ãàþòñÿ ñëåäóþùåìó øàãó ëèíåéíîãî ñãëàæèâàíèÿ ñîãëàñíî (4) èëè (11).

Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà íà ïðèìåðå çàäà÷è ðåãóëÿðèçàöèè âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè àìïëèòóäíîãî ïðîïóñêàíèÿ ôàçî-

âîãî äèôôóçîðà ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñðåäíåé èíòåíñèâ-

íîñòè ñïåêë-ñòðóêòóðû ðàññåÿííîãî ñâåòà [10], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
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Ðèñ. 1. Ñóììàðíàÿ ïîãðåøíîñòü ñãëàæåííûõ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè çàâèñèìîñòåé



òèïè÷íûõ çàäà÷ ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà. Ðåçóëüòèðóþùàÿ îøèáêà ïðè ðàç-

ëè÷íûõ âàðèàíòàõ ñãëàæèâàíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.

Ñòîëáåö 1. Ñãëàæèâàíèå ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì M �
( )2 = 12, ò.å.

áåç îãðàíè÷åíèé íà M �
( )2 (ñãëàæèâàíèå ñêîëüçÿùèìè ñðåäíèìè). Ñëó÷àé-

íûå ïîãðåøíîñòè çàìåòíî ïîäàâëåíû. Èìåþòñÿ çíà÷èòåëüíûå èñêàæåíèÿ

ôîðìû çàâèñèìîñòè.

Ñòîëáåö 2. Ñãëàæèâàíèå ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì M �
( )2 = 0 (ñãëàæè-

âàíèå ñêîëüçÿùèì ïîëèíîìîì òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî 2n + 1 òî÷êàì [7, 8]).

Ñëó÷àéíûå ïîãðåøíîñòè ïîäàâëåíû íåäîñòàòî÷íî.

Ñòîëáåö 3. Ñãëàæèâàíèå ñ ïðîìåæóòî÷íûì çíà÷åíèåì M �
( )2 = 5 (îïòè-

ìèçèðîâàííîå ëèíåéíîå ïðîåêòèðîâàíèå) ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü êîìïðîìèññà

ìåæäó ñòåïåíüþ ïîäàâëåíèÿ ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè äàííûõ è èñêàæå-

íèÿìè ôîðìû çàâèñèìîñòè. Ñëó÷àéíûå ïîãðåøíîñòè çàìåòíî ïîäàâëåíû,

íî èñêàæåíèÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì â ñòîëáöå 1.

Ñòîëáåö 4. Ñãëàæèâàíèå ñ ïðîìåæóòî÷íûì çíà÷åíèåì M �
( )2 = 5 è ïðè-

ìåíåíèåì ôóíêöèé âëèÿíèÿ (àäàïòèâíîå ïðîåêòèðîâàíèå). Ïî ñðàâíåíèþ

ñî ñòîëáöîì 3 ñóùåñòâåííî óìåíüøåíî âëèÿíèå ïðîìàõîâ.

Ñòîëáåö 5. Ñãëàæèâàíèå ëîãàðèôìà çàâèñèìîñòè ñ ïðîìåæóòî÷íûì

çíà÷åíèåì M �
( )2 = 5 è ïðèìåíåíèåì ôóíêöèé âëèÿíèÿ (íåëèíåéíîå ïðîåê-

òèðîâàíèå). Ïðîöåäóðà ñ ôóíêöèÿìè âëèÿíèÿ ïðèâîäèò ê ïðîåêöèè íà

ìíîæåñòâî çàâèñèìîñòåé ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé. Ïî ñðàâíåíèþ ñî
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ñòîëáöîì 4 ïðîèçîøëî äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå èñêàæåíèé ôîðìû çàâè-

ñèìîñòè (ðèñ. 2). Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííûå èñêàæåíèÿ, îáóñëîâëåííûå

ãðóáûìè îøèáêàìè (ïðîìàõàìè), îòëè÷èÿ ñãëàæåííîé êðèâîé îò èñõîä-

íîé çàìåòíû òîëüêî íà ó÷àñòêå ñ ôîíîâîé èíòåíñèâíîñòüþ.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðåäëîæåííîãî ñãëàæèâàíèÿ â

ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè, êîòîðûå ïîëó÷åíû äðóãèìè ìåòîäàìè. Ñãëà-

æèâàþùèé ñïëàéí íå ñïðàâèëñÿ ñ âëèÿíèåì ïðîìàõîâ. Ýòî ñâèäåòåëüñò-

âóåò î òîì, ÷òî áóäó÷è ìîäåðíèçèðîâàííûì, îí âñå æå ÿâëÿåòñÿ èíòåðïî-

ëèðóþùåé ïðîöåäóðîé, íå ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ðàáîòû ñ ñèëüíî èñêà-

æåííûìè çàâèñèìîñòÿìè. Ìåäèàííûé ôèëüòð ñ ïðîìàõàìè ñïðàâèëñÿ,

îäíàêî ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà îêàçàëàñü áîëüøå, ÷åì ïðè àäàïòèâíîì

ïðîåêòèðîâàíèè.

Ïðè ñãëàæèâàíèè óãëîâûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ çàâèñèìîñòåé èíòåí-

ñèâíîñòè ðàññåÿíèÿ ñâåòîâûõ è ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé [7, 8] ïåðåõîä ê

ëîãàðèôìè÷åñêîìó ìàñøòàáó èçìåðåííûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè ïåðåä

ïðèìåíåíèåì ôîðìóë (4)—(13) èëè (11)—(13) ïîçâîëÿåò [10] àâòîìàòè-

÷åñêè ó÷åñòü àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î ïîëîæèòåëüíîñòè èíòåíñèâíîñòè

è ïðåâðàòèòü øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûå çàâèñèìîñòè ãàóññîâñêîé ôîðìû

â áëèçêèå ê ïîëèíîìèàëüíûì, ÷òî ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò èñêàæåíèÿ ïðè

èõ ñãëàæèâàíèè (ñì. ñòîëáåö 5 íà ðèñ. 1). Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêòèðîâàíèå

íà ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ çàâèñèìîñòåé ñ îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîä-

íûìè è âàðèàöèåé ïîçâîëÿåò ïîäàâèòü ñëó÷àéíóþ ïîãðåøíîñòü ïðè ïîë-

íîì è ñòðîãîì ó÷åòå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè.

Âûâîäû

Ïî ýôôåêòèâíîñòè ìàøèííîé ðåàëèçàöèè [11] ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì

ïðåâîñõîäèò ëîêàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïîëèíîìàìè è ñãëàæèâàþùèå

ñïëàéíû [7, 8] è íå óñòóïàåò òàêèì áûñòðûì àëãîðèòìàì, êàê ñêîëüçÿùåå

ñðåäíåå è ìåäèàííàÿ ôèëüòðàöèÿ [5, 6]. Ïðè ýòîì ó÷åò àïðèîðíîé èíôîð-

ìàöèè î ñâîéñòâàõ çàâèñèìîñòåé, ñ÷èòàþùèõñÿ êîððåêòíûìè, îáåñïå÷èâàåò

çíà÷èòåëüíî ìåíüøèå (êîíòðîëèðóåìûå) ñèñòåìàòè÷åñêèå èñêàæåíèÿ.
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A.G. Chumakov

PRELIMINARY DEPENDENCIES PROCESSING
BY THE PROJECTION ON THE SET OF CORRECT MEASUREMENT DATA

The article deals with the procedure of preliminary processing of measurement data, which is an
addition to the standard linear methods of regularization. It is a projection on a set of dependen-
cies with bounded values of the derivatives. Analytical accounting of a priori physical informa-
tion about the processed dependency is used to suppress random errors, including blunders. In the
course of adaptive smoothing, an estimate of the random error is minimized when the value of
systematic error is restricted. The operation of the algorithm is illustrated by a typical problem of
structural analysis. The algorithm combines the high efficiency of machine implementation, the
availability of control parameters with minimal, and controlled, distortions of the smoothed de-
pendency.

Keywords:dependencies smoothing, correct measurement data.
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