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Ïðèìåíåíèå ñìåñåé ñäâèíóòûõ
ðàñïðåäåëåíèé ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
âåëè÷èíû ñäâèãà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ïåðôîðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ïðîàíàëèçèðîâàíû ñâîéñòâà ñìåñåé ñäâèíóòûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì âåëè÷èíû ñäâèãà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñìåñè ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé è îäíîâåðøèííîé. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà êóìóëÿíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñìåñåé
ñäâèíóòûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïîñòðîåíû ìîäåëè ïåðôîðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà
îñíîâå ñìåñè ñäâèíóòûõ ãàóññîâñêèõ è ëîãèñòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû, ìîìåíòíî-êóìóëÿíòíûå ìîäåëè,
êóìóëÿíòíûé àíàëèç, ïåðôîðèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé.

Ïðèìåíåíèå êóìóëÿíòíûõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïðîöåññîâ,
èìåþùèõ íåãàóññîâñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî è
ýôôåêòèâíî ðåøàòü ðàçëè÷íûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è [1—8]. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
íåëèíåéíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ íåãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ â ðàáîòå [2] ïðåäëîæåíû êóìóëÿíòíûå ìîäåëè ïåðôî-
ðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ó êîòîðûõ ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòü êó-
ìóëÿíòîâ �s ïîðÿäêîâ s�2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

�s � 0 . (1)

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ïåðôîðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ ìîäåëåé èõ ðàñïðåäåëåíèé è ðàç-
ðàáîòêà ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â áîëüøèíñòâå èçâåñò-
íûõ ðàáîò ýòà çàäà÷à ðåøåíà äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà s �3 4, . Â ðàáîòàõ
[9—11] ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðåäåëåíèé, ó êîòîðûõ �3 0� èëè �4 0� ,
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ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíûå êîíå÷íûå ñìåñè ãàóññîâñêèõ ðàñïðå-
äåëåíèé. Â ðàáîòàõ [12, 13] äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîäåëåé íåãàóññîâñêèõ ðàñïðåäå-
ëåíèé, ó êîòîðûõ � �3 4 0� � , èñïîëüçîâàíû äâóõêîìïîíåíòíûå ñìåñè íå-
ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé, à â ðàáîòå [14] îáîñíîâàíî ïðèìåíåíèå ñìåñåé
ñäâèíóòûõ è ìàñøòàáèðîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé
íåñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ êóìóëÿíòîì �3 0� .

Â ðàáîòå [15] ïðåäëîæåíî ïðèìåíåíèå ñåìåéñòâà ñìåñåé ñäâèíóòûõ
ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðôîðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
è èõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ëþáûì ïîðÿäêîì s. Ñìåñü ñäâèíóòûõ ðàñïðåäåëåíèé
â [15] îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

F x F x y dF y( ) ( ) ( )� �
��

�

� 0 1 , (2)

ãäå F x( ) — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåñè; F x0( ) — áàçîâàÿ (ñäâèíóòàÿ)
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ; F y1( ) — ñìåøèâàþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ôóíêöèÿ F x( ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

	 	 	� 
0 1, (3)

ãäå 	0 è 	1 — íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F x0( ) è F y1( ) . Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 	0 íàçûâàåòñÿ áàçîâîé, à ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà 	1 ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ñëó÷àéíîãî ñäâèãà ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ). Êóìóëÿíòû ñìåñåé ñäâèíóòûõ ðàñïðåäåëåíèé (2)
èìåþò âèä

� � �s s s� 
, ,0 1, (4)

ãäå � �s s, ,,0 1 — êóìóëÿíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 	0 è 	1. Èç ôîðìóëû (4)
ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî ñìåñåé (2) âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî ïåðôîðèðîâàííûõ
ðàñïðåäåëåíèé, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå (1) ïðèíèìàåò âèä

� ��s s, ,0 1� . (5)

Ôîðìóëà (2) ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïåðôîðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (3) ëþáîãî òèïà — äèñê-
ðåòíûõ, íåïðåðûâíûõ è ñìåøàííûõ. Âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà 	 — íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè îáå
ôóíêöèè, F x0( ) è F y1( ), àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
(3) íåïðåðûâíà, è èç ôîðìóëû (2) íàõîäèì åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé:

p x F x p x y p y dy( ) ( ) ( ) ( )� � � �
��

�

� 0 1 , (6)

ãäå p x F x0 0( ) ( )� � è p y F y1 1( ) ( )� � — ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí	0 è	1. Ôîðìóëà (6) îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ìîäåëåé ñìåñåé íåïðå-
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ðûâíûõ ñäâèíóòûõ ðàñïðåäåëåíèé è ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé ïëîòíîñòåé âå-
ðîÿòíîñòåé p x0( ) è p x1( ).

Èñïîëüçîâàíèå ñåìåéñòâà ñìåñåé ðàñïðåäåëåíèé (6) ïîçâîëÿåò îñó-
ùåñòâëÿòü ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå øèðîêîãî
êëàññà ïåðôîðèðîâàííûõ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Êîìïüþòåð-
íîå ìîäåëèðîâàíèå ïåðôîðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñâîäèòñÿ ê ìî-
äåëèðîâàíèþ ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,	0 è	1, êóìó-
ëÿíòû êîòîðûõ �s, 0 è �s,1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (5). Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà
ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðôîðèðîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçàíà
ñ âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà (6).

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå íà îñíîâå ñìåñåé (6) ïðîñòûõ ìîäåëåé ðàñ-
ïðåäåëåíèé íåïðåðûâíûõ ïåðôîðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèãîä-
íûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.

Ìîäåëè ïåðôîðèðîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà 	1 èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëå ( , ]�a a , a�0, ñ
ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé

p y

y a a

a
y a a

1

0

1

2

( )
, ( , ],

, ( , ].
�

� �


 �

�
�
�

��
(7)

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ (7) â ôîðìóëó (6), ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé
ñìåñè â âèäå

p x
F x a F x a

a
( )

( ) ( )
�


 � �0 0

2
. (8)

Åñëè êóìóëÿíòû �s, 0 áàçîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû	0 óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ (5), òî ôîðìóëà (8) îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ìîäåëåé ïëîòíîñòè âåðîÿò-
íîñòåé íåïðåðûâíûõ ïåðôîðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (3) ñ ïàðàìåò-
ðîì ñäâèãà à. Ïðîàíàëèçèðóåì ñâîéñòâà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (8).

Ñâîéñòâî 1. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x( ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé, òàê êàê ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ) íåïðåðûâíà.

Ñâîéñòâî 2. Ïðè a� 0

lim ( ) lim
( ) ( )

lim
( )

a a a
p x

F x a F x a

a

p x a p

� � �
�


 � �
�


 

0 0

0 0

0

0

2
0

0
2

( )
( )

x a
p x

�
� .

Ñâîéñòâî 3. Ïóñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x0( ) — ñèììåòðè÷íàÿ
ôóíêöèÿ, ò.å. p x p x0 0( ) ( )� � . Òîãäà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (8) òàêæå ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåíåíèå ñìåñåé ñäâèíóòûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì öåïî÷êó ðàâåíñòâ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ) — ñèììåòðè÷íàÿ, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
F x F x0 01( ) ( )� � � :

p x
F x a F x a

a

F x a F x a

a
( )

( ) ( ) [ ( )] [ ( )]
� �

� 
 � � �
�

� � � � 

�0 0 0 0

2 2

�
� � � � 


�

 � �

�
( [( )]) ( [( )]) ( ) ( )1 1

2 2
0 0 0 0F x a F x a

a

F x a F x a

a
p ( )x .

Ñâîéñòâî 4. Ïóñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x0( )— îäíîâåðøèííàÿ è
îòëè÷íà îò íóëÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè x
 �� �( , ) èëè íà ïîëóîñè x
 �[ , )0 .
Òîãäà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x( ) — îäíîâåðøèííàÿ è èìååò ìàêñèìóì
â òî÷êå x x� 0:

max ( ) ( )
( ) ( )

p x p x
F x a F x a

a
� �


 � �
0

0 0 0 0

2
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàéäåì ïðîèçâîäíóþ

� �

 � �

p x
p x a p x a

a
( )

( ) ( )0 0

2
. (9)

Èç âûðàæåíèÿ (9) âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå x x� 0,
ïðè êîòîðîì ïðîèçâîäíàÿ �p x( ) ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé: ïðè
x x� 0 � �p x( ) 0, ïðè x x� 0 � �p x( ) 0. Åñëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x0( ) —
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî � �p x( )0 0 è çíà÷åíèå x0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

p x a p x a0 0 0 0 0( ) ( )
 � � � . (10)

Äîïîëíèì óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â ñâîéñòâå 4.
1. Ïóñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x0( ) — îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ïðè âñåõ

x
 �� �( , ), íåïðåðûâíàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ è îäíîâåðøèííàÿ ôóíêöèÿ. Ïî-
ñêîëüêó ñèììåòðè÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x0( ) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ p x p x0 0( ) ( )� � , ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (10) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå x0 0� .
Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x( )— îòëè÷íàÿ îò
íóëÿ ïðè âñåõ x
 �� �( , ) íåïðåðûâíàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ è îäíîâåðøèííàÿ
ôóíêöèÿ ñ ìàêñèìóìîì â òî÷êå x0 0� :

max ( ) ( )
( ) ( ) [ ( )] ( )

p x p
F a F a

a

F a F a

a
� �

� �
�

� � � �
�

�
0

2

1

2

10 0 0 0 2

2
0F a

a

( )�
.

2. Ïóñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x0( ) — îäíîâåðøèííàÿ è îòëè÷íà
îò íóëÿ íà ïîëóîñè x
 �[ , )0 . Òîãäà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x( ) îòëè÷íà
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îò íóëÿ ïðè x a
 � �[ , ), îäíîâåðøèííàÿ è èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå x x� 0.
Åñëè p0 0( ), òî a x� 0, åñëè p x( ) èìååò ðàçðûâ â òî÷êå x �0, òî x a0 � .

Ñâîéñòâî 5. Ïóñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x0( ) îòëè÷íà îò íóëÿ íà
êîíå÷íîì èíòåðâàëå ( , ]min maxx x , íåïðåðûâíàÿ è îäíîâåðøèííàÿ íà ýòîì
èíòåðâàëå. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x( ) îòëè÷íà îò íóëÿ íà
èíòåðâàëå ( , ]min maxx a x a� 
 , íà êîòîðîì îíà ìîæåò áûòü ëèáî îäíîâåð-
øèííîé, ëèáî èìåòü ó÷àñòîê ïîñòîÿíñòâà.

Åñëè x x amax min� � 2 , òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x( ) ÿâëÿåòñÿ îäíî-
âåðøèííîé, åñëè x x amax min� � 2 , òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x( ) âîç-
ðàñòàåò íà èíòåðâàëå ( , ]min maxx a x a� � , ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå ( ,maxx a�
x amin ]
 è óáûâàåò íà èíòåðâàëå ( , ]min maxx a x a
 
 .

Êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû ñìåñè. Äëÿ âûáîðà áàçîâîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ), ó êîòîðîé êóìóëÿíòû �s, 0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
(5), óäîáíî èñïîëüçîâàòü êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû � s, êîòîðûå äëÿ
ñìåñè (2) ñ èñïîëüçîâàíèåì (4) èìåþò âèä

�
�

�

� �

� �

� � �
s

s

s

s s

s

s
s� �






�




2
2

0 1

2 0 2 1
2

2 0
2

0 2

/

, ,

, ,
/

,
/

, ,

( )

1
2

1

2 0 2 1
2

s
s

s

/
,

, ,
/( )

�

� �

, (11)

ãäå �2 0, è �2 1, — äèñïåðñèè ñëàãàåìûõ 	0 è 	1; � s, 0, � s,1 — èõ êóìóëÿíòíûå
êîýôôèöèåíòû.

Êîíêðåòèçèðóåì ôîðìóëó (11) äëÿ ìîäåëè (8). Ðàñïðåäåëåíèå (7) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì è åãî öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èìåþò âèä

�s
s

s

a

s
s

,

,

,
1

0

1

�
�



�

�

�
�

��

íå åòíîå,

åòíîå.
(12)

Ó ðàñïðåäåëåíèÿ (7) � �2 1 2 1
2 3, , /� � a , âñå êóìóëÿíòû �s,1 è êóìóëÿíòíûå

êîýôôèöèåíòû � s,1 íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ s ðàâíû íóëþ. Ïîäñòàâëÿÿ â ôîð-
ìóëó (11) çíà÷åíèå äèñïåðñèè �2 1, , íàõîäèì çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ
� s a( ) îò ïàðàìåòðà ñäâèãà a:

�

� �

�

�
s

s
s

s

a
a

s

( )

( )

( )
,

(

,
/

,

,
/

,

�



�
3

3

3

2 0
2

0

2 0
2 2

2 0

íå åòíîå,

)

( )
,

/
, ,

,
/

s
s

s
s

s

a

a
s

2
0 1

2 0
2 23

� �

�






�

�

�

�
�

�

�
� åòíîå.

(13)

Àíàëèçèðóÿ êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû (13) ïðè a� 0 è a� �, âè-
äèì, ÷òî � �s sa( ) ( , ),
 0 0 , åñëè s — íå÷åòíîå, è � � �s s sa( ) ( , ), ,
 0 1 , åñëè s —
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÷

÷

÷

÷



÷åòíîå. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ � s a( ) ñìåñè (8) â çàâè-
ñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ñäâèãà a ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ,
êîòîðûå çàâèñÿò îò âûáîðà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé p x0( )è, êàê ñëåäñòâèå,
îò êîýôôèöèåíòîâ � s, 0 áàçîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 	0.

Ïðîàíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ � s a( )÷åòíûõ ïîðÿäêîâ s

îò ïàðàìåòðà ñäâèãà a, ñ÷èòàÿ, ÷òî � s, 0 0� è � s,1 0� . Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
êîãäà êîýôôèöèåíòû � s, 0, � s,1 èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè è êîãäà îíè èìåþò
ðàçëè÷íûå çíàêè.

1. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû � s, 0, � s,1 èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè. Òîãäà
� s a( )�0, åñëè � s, 0 0� , � s,1 0� , è � s a( )� 0, åñëè � s, 0 0� , � s,1 0� . Èññëåäóåì
ôóíêöèþ � s a( ) íà ýêñòðåìóì. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðîèçâîäíóþ �� s a( ):

� � �
��

�
� � � � �

s
s s

s s
s

a
d a

da

sa a
( )

( ) ( ( ) )

(

, , ,
/

,3 3

3

2 0 1
2

2 0
2

0

�2 0
2 2 1

,
/)
 
a s

.

Ïðèðàâíèâàÿ �� s a( ) íóëþ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè
ýêñòðåìóìà am s, , à èìåííî

3 3 02 0 1
2

2 0
2

0� � � �, , , ,
/

,( )s m s
s s

sa � � � ,

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

am s
s

s

s

s
, ,

/ ,

,

/ ( )

/ ,( )�
�

�
�
�

�

�
�
� �

�

3 32 0
1 2 0

1

1 2

1 2
0

0�
�

�
�

�

� s

s

,

/ ( )

1

1 2
�

�
�
�

�

�
�
�

�

, (14)

ãäå� �0 2 0
1 2� ,
/ — ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû	0.

Íàéäåì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ � s m sa( ), , ïîäñòàâèâ (14) â âûðà-
æåíèå (13):

�

� �
�

�

�

�

s m s

s s
s

s

s s

s

s

a( ),

, ,
,

,

/ ( )

,

,

�



�

�
�
�

�

�
�
�




�

0 1
0

1

2

01
1

2 2 2

�

�
�
�

�

�
�
�

�

 
!
!

"

#
$
$

�/ ( ) /s s
. (15)

Ïîêàæåì, ÷òî am s, — òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè � s a( ). Äëÿ ýòîãî íóæíî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî � � �s m s s sa( ) ( ), ,� �0 0 è � � �s m s s sa( ) ( ), ,� � �1 . Ïðåîáðà-
çîâàâ âûðàæåíèå (15), ïîëó÷èì
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�
�

�

�

s m s
s

s

s

s s
a( ),

,

,

,

/ ( ) /
�

�

�
�
�

�

�
�
� 


�

 
!
!

"

#
$
$

� �
0

0

1

2 2 2

1

1 0� � s, , �
�

�

�

s m s
s

s

s

s s
a( ),

,

,

,

/ ( ) /
�

�

�
�
�

�

�
�
� 


�

 
!
!

"

#
$
$

� �
1

1

0

2 2 2

1

1 1� � s, .

(16)

Òàêèì îáðàçîì, am s, — òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè � s a( ), è èç (16) ïîëó÷àåì
îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå:

min ( ),
,

,

,

/ ( )
� �

�

�

�

s s m s
s

s

s

s
a� �

�

�
�
�

�

�
�
� 


�

 
!
!

"

#

�

1

1

0

2 2

1$
$

�
�

�
�
�

�

�
�
� 


�

 
!
!

"

#
$
$

� � �s

s

s

s

s s/

,

,

,

/ ( ) /2 1

0

0

1

2 2 2 1

1

�

�

�

.

2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû � s, 0, � s,1 èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè. Òîãäà êîýô-
ôèöèåíòû � s a( ) ìîãóò áûòü ïîëîæèòåëüíûìè, îòðèöàòåëüíûìè èëè ðàâ-
íûìè íóëþ. Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ � s a( ) �0. Ïðè � s, 0 0� è � s,1 0� èç
ôîðìóëû (13) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ( ), , , ,3 02 0

2
0 0 1� � �s/

s s
s

sa
 � , îòêóäà íàõî-
äèì çíà÷åíèå a s0, , ïðè êîòîðîì � s a( ) �0 :

a s
s

s

s

s

s

0 2 0
1 2 0

1

1

1 2
0

03 3, ,
/ ,

,

/

/ ,

,

( )� �
�

�
�
�

�

�
�
� � ��

�

�
�

�

� 1

1
�

�
�
�

�

�
�
�

/s

. (17)

Êîíêðåòèçèðóåì ôîðìóëó (13) äëÿ ïîðÿäêîâ s � 4 6 8, , . Äëÿ ýòîãî âû÷èñ-
ëèì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ � s,1, s � 4 6 8, , , ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 	1, èñ-
ïîëüçóÿ èçâåñòíûå ôîðìóëû ñâÿçè êóìóëÿíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ öåíò-
ðàëüíûìè ìîìåíòàìè [16]:

� 4 4 3� �M , � 6 6 415 30� � 
M M , � 8 8 6 4
2

428 35 420 630� � � 
 �M M M M ,
(18)

ãäå M s s
s�� �/ /
2

2 — íîðìèðîâàííûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû. Ïîäñòàâëÿÿ â

(18) ìîìåíòû �s,1 âûðàæåíèÿ (12), íàõîäèì

� 4 1 12, ,� � , � 6 1 48 7, /� , � 8 1 86 4, ,� � . (19)

Ïîäñòàâëÿÿ â (13) çíà÷åíèÿ êóìóëÿíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ (19), ïîëó÷àåì
çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ � s a( )÷åòíûõ ïîðÿäêîâ îò ïàðàìåòðà ñäâèãà a:

�
� �

�
4

0
4

4 0
4

0
2 2 2

9 12

3
( )

,

( )

,
a

a

a
�

�



, �

� �

�
6

0
6

6 0
6

0
2 2 3

189 48

7 3
( )

( )

,
a

a

a
�






, �

%� �

�
8

0
8

8 0
8

0
2 2 4

8 86 4

3
( )

,

( )

,
a

a

a
�

�



.

(20)
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Èç ôîðìóëû (14) íàõîäèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñäâèãà am s, , ïðè êîòîðûõ
� �s sa( ) min� :

am, ,

/

4 0 4 0

1 25

2
� ��

�
�

�
�
�� � , am, ,

/

6 0 6 0

1 421

16
� �

�
�

�
�
�� � , am, ,

/

8 0 8 0

1 65

16
� ��

�
�

�
�
�� � .

Èç ôîðìóëû (17) ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñäâèãà a s0, , ïðè êîòîðûõ
� s a( ) �0:

a0 4 0 4 0

1 415

2
, ,

/

� �
�
�

�
�
�� � , a0 6 0 6 0

1 663

16
, ,

/

� ��
�
�

�
�
�� � , a0 8 0 8 0

1 815

16
, ,

/

� �
�
�

�
�
�� � . (21)

Èç ôîðìóë (20), (21) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ÷åòíîì ïîðÿäêå s ðàñïðåäåëåíèå
(8) áóäåò ïåðôîðèðîâàííûì, åñëè ó áàçîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ) êó-
ìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò õîòÿ áû îäíîìó èç óñëîâèé:
� 4 0 0, � , � 6 0 0, � , � 8 0 0, � .

Ìîäåëèðîâàíèå ïåðôîðèðîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ôîðìóëà (8) ïðè
çàäàííîé áàçîâîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ) ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x	( ) ïåðôîðèðîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 	,
ó êîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M	 è äèñïåðñèÿ D	 èìåþò âèä

M	 � � � �	� � � 
 �m 1 1 0 1 1 1 0, , , ,

D	 �� � � � �	
2

2 2 0 2 1 2 0
2 3� � 
 � 
, , , /a . (22)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîäåëåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé p x&( ) ïåðôîðèðî-
âàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû & ñ çàäàííûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
M& &� m è äèñïåðñèåé D&��&

2 îñóùåñòâèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû 	:

& 	� 
c b , (23)

ãäå c
 �� �( , ) — ïàðàìåòð ñäâèãà, b�0— ïàðàìåòð ìàñøòàáà. Îïðåäåëèì
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ c è b. Èç ôîðìóëû (23) ñëåäóåò, ÷òî m c bm& 	� 
 ,
� �& 	

2 2 2� b , ïîýòîìó b �� �& 	/ , c m m� �& 	 & 	� �/ .
Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé p x&( ) è p x	( ) ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí & è 	 ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

p x
b

p
x c

b
p x m m& 	

	

&
	

	

&
& 	

�

�

�

�
( ) ( )�

��
�
�

�
�
� � � 


�

 
!

"

#
$

1
. (24)

Ïîäñòàâëÿÿ (24) â ôîðìóëó (8), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé p x&( ) ïåðôîðèðîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû & ñ
çàäàííûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì m& è äèñïåðñèåé �&

2 :

p x
a

F x m m a F x m m&
	

&

	

&
& 	

	

&
&

�

�

�

�

�

�
( ) ( ) ( )� � 
 


�

 
!

"

#
$ � � 


2
0 0 	 �

�

 
!

"

#
$

�
�
�

'
(
)

a . (25)
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Ïóñòü m& �0 è �& �1. Òîãäà & 	�
~

— ñòàíäàðòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

~

( / )

,

,
/

	
	

�

	 	 �

�
	

	

�
�

�

 �




m

a

0 1 1 0

2 0
2 1 23

, (26)

ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé êîòîðîé ~ ( )p x íà îñíîâàíèè (25) èìååò âèä

~ ( ) ( ) [ ( ) ( )]p x p x m
a

F x m a F x m a� 
 � 
 
 � 
 �� �
�

� �	 	 	
	

	 	 	 	
2

0 0 . (27)

Ïðèìåð 1. Ïóñòü 	0 — ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ F x0( ) êîòîðîé èìååò âèä

F x x z dz

x

0( ) ( ) ( )� �
��
�* + , x
 �� �( , ), (28)

ãäå * ( )x — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, + ( )z — åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé,

+
,

( ) ,z e z1

2
0 5 2� , z
 �� �( , ). (29)

Ïîäñòàâëÿÿ (28) â (8), ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x	( ) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (3):

p x
x a x a

a
	( )

( ) ( )
�


 � �* *

2
, x
 �� �( , ). (30)

Ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 	0 äèñïåðñèÿ � �2 0 2 0 1, ,� � , âñå êóìóëÿíòíûå êîýô-
ôèöèåíòû � s, 0 ðàâíû íóëþ ïðè s�2è ôîðìóëà (13) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé
âèä:

� �s
s

s

s

a

s

a

a
s

( )

,

( )
,,

/

�

�



�

�

�
�

�
�

0

3

1

2 2

íå åòíîå,

åòíîå.
(31)

Èç ôîðìóëû (31) âèäíî, ÷òî ïðè a� 0âñå êîýôôèöèåíòû � s a( ) ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ, à ïðè a� � � �s sa( ) ,� 1. Çàïèøåì ôîðìóëó (31) äëÿ s � 4 6 8, , , èñ-
ïîëüçóÿ (19):

� 4

4

2 2

12

3
( )

,

( )
a

a

a
� �



, � 6

6

2 3

48

7 3
( )

( )
a

a

a
�



, � 8

8

2 4

86 4

3
( )

,

( )
a

a

a
� �



. (32)

Èç ôîðìóë (32) ñëåäóåò, ÷òî � 4 1 2 0( ) ( , ; )a 
 � , � 6 0 48 7( ) ( ; / )a 
 ,
� 8 86 4 0( ) ( , ; )a 
 � . Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ (32) â
çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñäâèãà a.
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÷

÷



Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
~
	 èç (22) íàõî-

äèì m	 	� �M 0, �	 � 
( / ) /1 32 1 2a , òîãäà ôîðìóëà (26) ïðèíèìàåò ñëåäóþ-

ùèé âèä:

~
( )

/

	 �
	 �

�
	 		

	

m

a
�



�
�
�

�
�
� 


3

3 2

1 2

0 1 . (33)

Ïîäñòàâëÿÿ â (27) è (30) çíà÷åíèÿ m	 è �	, ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñ-
òåé ~ ( )p x , x
 �� �( , ), ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (33):

~ ( ) [ (( / ) ) ((
/

/p x
a

a
a x a a�

3

12
1 3 1

2

2

1 2
2 1 2
�

�
��

�

�
�� 
 
 � 
* * 2 1 23/ ) )]/ x a� . (34)

Íà ðèñóíêå ñïëîøíîé ëèíèåé ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè âåðîÿò-
íîñòåé (34) è (41), à øòðèõîâîé ëèíèåé äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàíû ãðàôèêè ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòåé (29) ñòàíäàðòíîé ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ìàòå-
ìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïåðôîðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ó êîòîðûõ ðàâíû íóëþ âñå êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû � s íå-
÷åòíûõ ïîðÿäêîâ, à êîýôôèöèåíòû � s ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ ìîæíî èçìåíÿòü â
øèðîêèõ ïðåäåëàõ, èçìåíÿÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñäâèãà.

Çàìåòèì, ÷òî ñìåñü (30), êîòîðóþ èíîãäà íàçûâàþò ïëîñêî-íîðìàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì, ïðèìåíÿþò êàê ìîäåëü ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé [17, 18] .

Ïðèìåð 2. Ïóñòü 	0 — íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ
ëîãèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå [19] ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F x x0
11( ) [ exp( )]� 
 � �- , x
 �� �( , ), (35)

ãäå -�0 — ïàðàìåòð ìàñøòàáà. Ðàñïðåäåëåíèå (35) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì ñ öåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè [19]
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� s a( )
Çíà÷åíèå � s a( ) ïðè a

0,5 1 2 3 4 5 10 50

Ïî ôîðìóëå (32)

�4 ( )a –0,007 –0,075 –0,392 –0,675 –0,851 –0,957 –1,131 –1,197

�6 ( )a 0,003 0,107 1,279 2,893 4,095 4,881 6,275 6,833

�8 ( )a –0,003 –0,338 –9,212 –27,34 –43,45 –54,91 –76,77 –85,99

Ïî ôîðìóëå (39)

�4 ( )a 0,72 0 –0,72 –0,96 –1,059 –1,108 –1,176 –1,199

�6 ( )a 3,566 1,714 3,566 5,006 5,718 6,096 6,656 6,849

�8 ( )a 35,25 0 –35,25 –56,68 –67,79 –73,86 –83,03 –86,26



� ,
-

s
s

s
s

s

B s
,

,

( )| |,
0

0

2 2
�

�

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�
�

íå åòíîå,

åòíîå,
(36)

ãäå Bs — ÷èñëà Áåðíóëëè, B2 1 6� / , B4 1 30� � / , B6 1 42� / , B8 1 30� � / . Ó
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 	0 âñå êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû � s, 0 íå÷åòíûõ
ïîðÿäêîâ s ðàâíû íóëþ. Ïðèìåì - ,� . Òîãäà � � �2 0 2 0 0

2 1 3, , /� � � è ôîð-
ìóëà (13) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

� � �s s
s

s

s

a

s

a

a
s

( )

,

( )
,, ,

/

�

�






�

�

�
�
0

1

0 1

2 2

íå åòíîå,

åòíîå.
�
�

(37)

Èç ôîðìóëû (37) âèäíî, ÷òî ïðè a� 0 âñå êîýôôèöèåíòû � s a( ) ñòðå-
ìÿòñÿ ê � s, 0, à ïðè a� � � �s sa( ) ,� 1. Êîíêðåòèçèðóåì ôîðìóëó (37) äëÿ
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÷

÷

÷

p x( )

0,3

0,2

0,1

0

a = 1

a

a = 5

0,3

0,2

0,1

0

a = 1

á

�. �/ 0 / .

a = 5

�. �/ 0 / x

Ãðàôèêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñìåñè (ñïëîøíûå ëèíèè): à — ñîãëàñíî (34); á —
ñîãëàñíî (41); - - - ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñòàíäàðòíîé ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ñîãëàñíî (29)

÷



ïîðÿäêîâ s � 4 6 8, , . Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëû (18) ìîìåíòû �s, 0 èç (36), íàõî-
äèì êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 	0:

� 4 0 12, ,� , � 6 0 48 7, /� , � 8 0 86 4, ,� . (38)

Çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ � s a( ) ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ îò ïàðàìåòðà ñäâèãà a

ïîëó÷àåì, ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ (38) â (37):

� 4

4

2 2

12 1

1
( )

, ( )

( )
a

a

a
�

�



, � 6

6

2 3

48 1

7 1
( )

( )

( )
a

a

a
�






, � 8

8

2 4

86 4 1

1
( )

, ( )

( )
a

a

a
�

�



. (39)

Èç ôîðìóëû (14) íàõîäèì çíà÷åíèå am, 6 1� , à èç ôîðìóë (39) — çíà-
÷åíèÿ a a4 0 0 8 1, ,� � , min /� 6 12 7� . Òàêèì îáðàçîì, � 4 1 2 1 2( ) ( , ; , )a 
 � ,
� 6 12 7 48 7( ) ( / ; / )a 
 , � 8 86 4 86 4( ) ( , ; , )a 
 � Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ (39) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
~
	 èç (22) íà-

õîäèì m	 	� �M 0, �	 � 
( ) /1 32a è ôîðìóëà (26) ïðèíèìàåò ñëåäóþ-

ùèé âèä:
~

( )	 �
	 �

�
	 		

	

m

a
�






3

1 2 0 1 .
(40)

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëû (27), (35) çíà÷åíèÿ m	,�	 è- ,� , ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòåé ~ ( )p x , x
 �� �( , ), ñòàíäàðòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (40):

~ ( ) expp x
a

a
x

a
a�
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� �1
2

1

1
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3
exp , x

a
a

��

'
(
�

)�
.

(41)

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ìà-
òåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïåðôîðèðîâàííûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí, ó êîòîðûõ ïðè a �1ðàâíû íóëþ êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû
� 3, � 4, � 5, � 7, � 8, � 9 è âñå êîýôôèöèåíòû � s íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ s �11, à ïðè
a �1— âñå êîýôôèöèåíòû � s íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ.

Âûâîäû

Èñïîëüçîâàíèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïåðôîðèðî-
âàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñìåñåé ñäâèíóòûõ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé (6), ó êîòîðûõ âåëè÷èíà ñäâèãà èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå,
ïîçâîëÿåò çàìåíèòü ñëîæíóþ îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè áàçîâîé è
ñìåøèâàþùåé ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé ïðîñòîé îïåðàöèåé àëãåáðàè÷åñ-
êîãî ñóììèðîâàíèÿ ñäâèíóòûõ áàçîâûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîì

À.È. Êðàñèëüíèêîâ
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ñëó÷àå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (8) ñìåñè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, îäíîâåð-
øèííîé è ìîæåò áûòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ íåãàóññîâñêèõ ðàñïðå-
äåëåíèé ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïðîöåññîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â
ïðèëîæåíèÿõ.

Çíà÷åíèÿ êóìóëÿíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ � s a( ) ñìåñè (8) â çàâèñèìîñòè
îò ïàðàìåòðà ñäâèãà a ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ, êîòîðûå
çàâèñÿò îò âûáîðà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé p x0( ) è, êàê ñëåäñòâèå, îò
êîýôôèöèåíòîâ � s, 0 áàçîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 	0.

Êîýôôèöèåíòû � s a( ) èìåþò ìèíèìóì, åñëè êîýôôèöèåíòû � s, 0, � s,1

ñîñòàâëÿþùèõ ñìåñè èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, è ìîãóò áûòü ïîëîæè-
òåëüíûìè, îòðèöàòåëüíûìè èëè ðàâíûìè íóëþ, åñëè êîýôôèöèåíòû � s, 0,
� s,1 èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîñòîòå
ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðôîðèðîâàííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, à èõ èñïîëüçîâàíèå ìîæåò ïîâûñèòü äîñòîâåðíîñòü ðå-
çóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ èçìåðåíèé, îáíàðóæåíèÿ è êëàññèôèêàöèè.
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Î.². Êðàñèëüíiêîâ

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÑÓÌ²ØÅÉ ÇÑÓÍÓÒÈÕ ÐÎÇÏÎÄ²Ë²Â
Ç Ð²ÂÍÎÌ²ÐÍÈÌ ÐÎÇÏÎÄ²ËÎÌ ÂÅËÈ×ÈÍÈ ÇÑÓÂÓ
ÄËß ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÏÅÐÔÎÐÎÂÀÍÈÕ ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

Ïðîàíàë³çîâàíî âëàñòèâîñò³ ñóì³øåé çñóíóòèõ ðîçïîä³ë³â ç ð³âíîì³ðíèì ðîçïîä³ëîì âåëè-
÷èíè çñóâó. Ïîêàçàíî, ùî ù³ëüí³ñòü ³ìîâ³ðíîñòåé ñóì³ø³ º íåïåðåðâíîþ òà îäíîâåð-
øèííîþ. Äîñë³äæåíî âëàñòèâîñò³ êóìóëÿíòíèõ êîåô³ö³ºíò³â ñóì³øåé çñóíóòèõ ðîçïî-
ä³ë³â. Ïîáóäîâàíî ìîäåë³ ïåðôîðîâàíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íà îñíîâ³ ñóì³ø³ çñóíóòèõ
ãàóññ³âñüêèõ òà ëîã³ñòè÷íèõ ðîçïîä³ë³â.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: êóìóëÿíòí³ êîåô³ö³ºíòè, ìîìåíòíî-êóìóëÿíòí³ ìîäåë³, êóìóëÿíòíèé
àíàë³ç, ïåðôîðîâàí³ ðîçïîä³ëè, ñóì³ø³ ðîçïîä³ë³â.

Ïðèìåíåíèå ñìåñåé ñäâèíóòûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
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A.I. Krasilnikov

THE APPLICATION OF MIXTURES OF SHIFTED
DISTRIBUTIONS WITH UNIFORM DISTRIBUTION
OF THE SHIFT VALUE FOR MODELING PERFORATED
RANDOM VARIABLES

The properties of mixtures of shifted distributions with a uniform distribution of the shift value
have been analyzed. It is shown that the probability density of the mixture is continuous and
unimodal. The properties of cumulant coefficients of mixtures of shifted distributions have been
investigated. The models of perforated random variables based on a mixture of shifted Gaussian
and logistic distributions have been constructed.

K e y w o r d s: cumulant coefficients, moment-cumulant models, cumulant analysis, perforated
distributions, mixtures of distributions.
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