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Ìåòîä ìíîæèííîãî êâàäðàòè÷íîãî
k-ðåøåòà ö³ëî÷èñåëüíî¿ ôàêòîðèçàö³¿

Çàïðîïîíîâàíî ìîäèô³êàö³þ ìåòîäó êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà (QS), â ÿê³é äëÿ ïîøóêó
Â-ãëàäêèõ ÷èñåë âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîë³íîìè X2– kN. Íà â³äì³íó â³ä ìåòîä³â QS òà ìíî-
æèííîãî ïîë³íîì³àëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà (MPQS) â çàïðîïîíîâàíîìó ìåòîä³ ìíî-
æèííîãî êâàäðàòè÷íîãî k-ðåøåòà (MQkS) âèêîðèñòîâóºòüñÿ çàãàëüíà ôàêòîðíà áàçà (ÔÁ),
ÿêà äåòàë³çóºòüñÿ ïðè êîæíîìó çíà÷åíí³ k. Â àëãîðèòì³ âðàõîâàíî, ùî ê³ëüê³ñòü Â-ãëàäêèõ
º â³äíîñíî á³ëüøîþ ïðè ìåíøèõ çíà÷åííÿõ ÷èñåë ç ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ. Öåé ôàêò
ï³äòâåðäæåíî äàíèìè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â. Îïèñàíî êðîêè àëãîðèòìó òà ³äå¿ ¿õ
ðåàë³çàö³¿. Íà îñíîâ³ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ïîêàçàíî, ùî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó MQkS
ìîæíà çìåíøèòè â ñåðåäíüîìó ÷àñ ôîðìóâàííÿ ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ ïîð³âíÿíî ç ìåòîäîì
QS ïðè çìåíøåíí³ ðîçì³ðó ÔÁ.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: ö³ëî÷èñåëüíà ôàêòîðèçàö³ÿ, ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà, ìíîæèí-

íå ðåøåòî.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Íà äàíèé ÷àñü êðèïòîàëãîðèòì RSA ðåàë³çîâàíî ó
áàãàòüîõ êîìåðö³éíèõ ñèñòåìàõ. Â³í âèêîðèñòîâóºòüñÿ ó web-ñåðâåðàõ ³
áðàóçåðàõ äëÿ çàõèñòó òðàô³êó, ó åëåêòðîíí³é ïîøò³ äëÿ çàáåçïå÷åííÿ
êîíô³äåíö³éíîñò³ òà àâòåíòè÷íîñò³ ³ º êëþ÷îâîþ òåõíîëîã³ºþ ó ñèñòåìàõ
åëåêòðîííèõ ïëàòåæ³â. Íàéá³ëüø ïîøèðåíà àòàêà íà öåé êðèïòîàëãîðèòì
îñíîâàíà íà ôàêòîðèçàö³¿ ïóáë³÷íîãî êëþ÷à N, ùî º äîáóòêîì äâîõ ïðîñ-
òèõ ÷èñåë [1—3]. ßêùî ôàêòîðèçàö³ÿ óñï³øíà, óñ³ ïîâ³äîìëåííÿ, çàøèôðî-
âàí³ â³äêðèòèì êëþ÷åì, ìîæóòü áóòè ïðî÷èòàí³.

Ñåðåä áàãàòüîõ ìåòîä³â ôàêòîðèçàö³¿ ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà
(QS) ïîñ³äàº äðóãå ì³ñöå ó ñïèñêó íàéøâèäøèõ àëãîðèòì³â, ïîñòóïàþ÷èñü
ò³ëüêè ìåòîäó ðåøåòà ÷èñëîâîãî ïîëÿ, à äëÿ ÷èñåë ðîçì³ðîì äî 110 äåñÿò-
êîâèõ çíàê³â ³ äîñ³ º íàéêðàùèì [4]. Îñíîâíà ³äåÿ ìåòîäó QS ïîëÿãàº ó
ïîøóêó Â-ãëàäêèõ ÷èñåë, òîáòî ó ÿêèõ ð³çíèöÿ

y X N� �2 , (1)
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äå X x x2
0� � , x N0 1� �[ ] , ðîçêëàäàºòüñÿ ó äîáóòîê ïðîñòèõ ÷èñåë — åëå-

ìåíò³â ôàêòîðíî¿ áàçè (ÔÁ).
Ó íàóêîâ³é ë³òåðàòóð³ îïèñàíî äâà ï³äõîäè äî âèçíà÷åííÿ åëåìåíò³â ÔÁ.

Çã³äíî [4] äëÿ öüîãî âèçíà÷àºòüñÿ ãðàíèöÿ ãëàäêîñò³ Â — ÷èñëî, ùî îáìåæóº
çâåðõó âåëè÷èíó ïðîñòèõ ÷èñåë — åëåìåíò³â áàçè. Ñàì³ æ åëåìåíòè áàçè
âèçíà÷àþòüñÿ íà îñíîâ³ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ñèìâîëó Ëåæàíäðà. Ïðîòå ïðè
îáìåæåííÿõ íà ãðàíèöþ ãëàäêîñò³ òðàïëÿþòüñÿ âèïàäêè, êîëè íåìîæëèâî
îòðèìàòè äîñòàòíþ ê³ëüê³ñòü Â-ãëàäêèõ ÷èñåë. Òîä³ çá³ëüøóþòü ãðàíèöþ
ãëàäêîñò³ òà ÷èñëî åëåìåíò³â ÔÁ ³ ïîøóê Â-ãëàäêèõ ïîâòîðþºòüñÿ.

Ó ðîáîò³ [5] çàïðîïîíîâàíî íå îáìåæóâàòèñÿ ãðàíèöåþ ãëàäêîñò³, à
âèçíà÷àòè ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â ÔÁ çà ôîðìóëîþ

L ea N N� ( )ln ln ln /2 4. (2)

Äëÿ ôàêòîðèçàö³¿ N ïîòð³áíî çíàéòè La �2 Â-ãëàäêèõ ÷èñåë. Äëÿ ¿õ âèçíà-
÷åííÿ íåîáõ³äíî çíàõîäèòè îñòà÷³ â (1) òà ïåðåâ³ðÿòè ìîæëèâ³ñòü ðîçêëà-
äàííÿ íà ïðîñò³ ìíîæíèêè åëåìåíò³â ÔÁ äëÿ âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ õ. Ê³ëü-
ê³ñòü ïðîáíèõ çíà÷åíü õ ïðîïîíóºòüñÿ âèáèðàòè ç ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ
[ , ]�L Lb b , äå ðàä³óñ ïðîñ³þâàííÿ Lb âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ [5]

L e Lb N N a� �( ) ( )ln ln ln /3 2 4 3. (3)

Ôàêòîðèçàö³ÿ ÷èñåë ïîðÿäêó 10129 òà á³ëüøèõ ïîòðåáóº çíà÷íèõ îá÷èñ-
ëþâàëüíèõ ðåñóðñ³â (äëÿ ÷èñëà N, â³äîìîãî ÿê RSA-129, áóëî çàä³ÿíî ìåðå-
æó ç 1600 êîìï’þòåð³â, ùî ïðàöþâàëà 220 äí³â, áóëî ñôîðìîâàíî ìàòðèöþ
ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ç 524338 íåâ³äîìèìè, ÿêó ñóïåðêîìï’þòåð ðîçâ’ÿçóâàâ
ïðîòÿãîì äâîõ äí³â [6] ). Òîìó ðîçðîáêà ñïîñîá³â çíèæåííÿ îá÷èñëþ-
âàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ àëãîðèòìó ìåòîäó QS º íàäçâè÷àéíî àêòóàëüíîþ.

Çàäà÷³ äîñë³äæåííÿ. Îñíîâí³ ³äå¿ ï³äõîä³â, ùî ìîæóòü çàáåçïå÷óâàòè
çíèæåííÿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ àëãîðèòìó ìåòîäó QS, ïîâ’ÿçàí³ ç³
çìåíøåííÿì îáëàñò³ ïðîñ³þâàííÿ òà ðîçì³ðó ÔÁ. Íàïðèêëàä ó ðîáîòàõ
[7—9] çàçíà÷åíî, ùî ñïðîáà çìåíøåííÿ ÷èñëà åëåìåíò³â ÔÁ ïðèçâîäèòü äî
çá³ëüøåííÿ ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ ³ ìîæå ñïðè÷èíèòè çðîñòàííÿ îá÷èñ-
ëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³. Ïðè öüîìó íåîáõ³äíî îòðèìóâàòè á³ëüøó ê³ëüê³ñòü
Â-ãëàäêèõ òà ðîçâ’ÿçóâàòè ñèñòåìó ð³âíÿíü á³ëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó, ùî
òàêîæ ìîæå âïëèâàòè íà çðîñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³.

Äëÿ àëãîðèòìó êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà áóëî çàïðîïîíîâàíî ðÿä ìîäè-
ô³êàö³é, ÿê³ ïîâ’ÿçàí³ ç ïðèñêîðåííÿì ïðîöåñó ïðîñ³þâàííÿ òà âèð³øåííÿì
ìàòðèö³. Äëÿ çá³ëüøåííÿ ÷èñëà ìîæëèâèõ Â-ãëàäêèõ ÷èñåë áåç çá³ëüøåí-
íÿ ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ ïðîïîíóºòüñÿ çàïàì’ÿòîâóâàòè ôóíêö³¿ y x( ) �
� y x y x1 2( ) ( ) òàê³, â ÿêèõ y x1( ) — Â-ãëàäêå ÷èñëî, à B y x B� �2

2( ) [10]. Çà
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íàÿâíîñò³ äâîõ òàêèõ ÷èñåë ó ç îäíàêîâèì çíà÷åííÿì y2 ¿õ äîáóòîê ñòàíå
Â-ãëàäêèì. ²ñíóº òàêîæ âàð³àíò, êîëè y x2( ) º äîáóòêîì äâîõ ïðîñòèõ ÷èñåë,
ÿê³ ïåðåâèùóþòü ãðàíèöþ ãëàäêîñò³ Â òà âèêîíóºòüñÿ óìîâà B y x B2

2
3� �( ) .

Òàê³ ñïîñîáè îòðèìàííÿ äîäàòêîâî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ ÷èñåë âèêîðèñòà-
íî ïðè ðîçêëàäàíí³ íà ìíîæíèêè ÷èñëà RSA-129. ßê çàçíà÷åíî â [11, 12],
ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ³äå¿ âåëèêèõ ìíîæíèê³â (òðüîõ ³ á³ëüøå) âèêëèêàº
äîäàòêîâ³ óñêëàäíåííÿ ³ ââàæàºòüñÿ íååôåêòèâíèì.

Ó ðîáîò³ [13] çàïðîïîíîâàíî ïåðåâ³ðÿòè, ÷è íå âèÿâèòüñÿ y2 (x) êâàäðà-
òîì ö³ëîãî ÷èñëà. Äëÿ òàêèõ ÷èñåë íåìàº ïîòðåáè øóêàòè ïàðó, ÿê ó
ïîïåðåäíüîìó âàð³àíò³ ìîäèô³êàö³¿, ¿õ íàçèâàþòü óìîâíî Â-ãëàäêèìè ³
ïðè÷èñëÿþòü äî ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ. Ïðîáëåìíèì º ïèòàííÿ, êîëè ïåðå-
â³ðÿòè, ÷è áóäå y x2( ) òî÷íèì êâàäðàòîì. Ïåðåâ³ðêà êîæíîãî çíà÷åííÿ
ôóíêö³¿ y x2( ) ïîòðåáóº çíà÷íîãî ÷èñëà îïåðàö³é ä³ëåííÿ òà îá÷èñëåííÿ
êîðåíÿ. Òîìó ïðè òàêîìó ñïîñîá³ îòðèìàííÿ äîäàòêîâèõ Â-ãëàäêèõ ÷èñåë
ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çíà÷íå çðîñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³, ùî íåïðèé-
íÿòíî ïðè ôàêòîðèçàö³¿ âåëèêèõ ÷èñåë. Óìîâè, ïðè ÿêèõ öåé ï³äõ³ä ìîæå
áóòè åôåêòèâíèì, ïîòðåáóþòü îêðåìèõ äîñë³äæåíü.

Ó âñ³õ çàçíà÷åíèõ ðîáîòàõ ââàæàëîñÿ, ùî íà åòàï³ âèð³øåííÿ ìàòðèö³
îáîâ’ÿçêîâà íàÿâí³ñòü ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ ÷èñåë, íå ìåíøî¿ çà La � 2. Ó
ðîáîò³ [14] çàïðîïîíîâàíî ìîäèô³êàö³þ àëãîðèòìó QS, â ÿê³é íà îñíîâ³
ïîòî÷íîãî àíàë³çó Â-ãëàäêèõ ÷èñåë äëÿ êîæíîãî i-ãî Â-ãëàäêîãî ÷èñëà
âèçíà÷àºòüñÿ íàéá³ëüøèé ïîðÿäêîâèé íîìåð åëåìåíòà ÔÁ ð (³), äëÿ ÿêîãî
íåïàðíèì áóäå ïîêàçíèê ñòåïåíÿ â ðîçêëàäàíí³ Â-ãëàäêîãî. ßêùî â õîä³
îòðèìàííÿ ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ âèÿâèòüñÿ, ùî çíàéäåíî Lmax � 2 Â-ãëàäêèõ
÷èñåë, äëÿ ÿêèõ p i L( ) max� ³ L La

max � , òî ìîæíà çìåíøèòè îáëàñòü ïðî-
ñ³þâàííÿ ³ ðîçì³ð ìàòðèö³. Ïðè öüîìó ÷èñëî äîäàòêîâèõ (ñòîñîâíî áàçî-
âîãî àëãîðèòìó QS) åëåìåíòàðíèõ îïåðàö³é ç ìàëèìè ÷èñëàìè íå ïå-
ðåâèùóº 0,5 (La)2 .

Â ìîäèô³êîâàíîìó àëãîðèòì³, íàâåäåíîìó ó [15], äîñÿãòè çìåíøåííÿ
îáëàñò³ ïðîñ³þâàííÿ òà ðîçì³ðó ìàòðèö³ ìîæíà ó âèïàäêó, êîëè ó ìíîæèí³
Lmax � 2 Â-ãëàäêèõ ÷èñåë âñ³ íåïàðí³ ïîêàçíèêè ñòåïåí³â ìíîæíèê³â çà÷èñ-
ëÿþòü äî ïîðÿäêîâèõ íîìåð³â åëåìåíò³â ÔÁ, ÿê³ íå ïåðåâèùóþòü L La

max � .
Ïðîòå ³ñíóþòü âèïàäêè, êîëè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ôàêòîðèçàö³¿ ìîæëèâèé ïðè
çíà÷íî ìåíøîìó ÷èñë³ Â-ãëàäêèõ, êîëè åëåìåíòè ÔÁ, ÿê³ â íèõ âèêîðèñ-
òîâóþòüñÿ, ìîæóòü ðîçì³ùóâàòèñÿ äîâ³ëüíî, à íå ò³ëüêè ñåðåä íàéìåíøèõ
¿õ çíà÷åíü. Ó [15] òàêèé âàð³àíò ìîäèô³êàö³¿ ìåòîäó QS ðåàë³çóºòüñÿ ïàðà-
ëåëüíî ç ïðîöåñàìè ïðîñ³þâàííÿ ç³ çíàõîäæåííÿì Â-ãëàäêèõ ÷èñåë òà
íóëüîâîãî âåêòîðà ïðè ä³àãîíàë³çàö³¿ ìàòðèö³ âåêòîð³â ñòåïåí³â. Çàïðî-
ïîíîâàí³ â ðîáîòàõ [13—15] ñïîñîáè çìåíøåííÿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàä-
íîñò³ íà îñíîâ³ âèêîðèñòàííÿ óìîâíî Â-ãëàäêèõ ÷èñåë, äîñòàòíüîãî ÷èñëà
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Â-ãëàäêèõ òà ä³àãîíàë³çàö³¿ ìàòðèö³ íà õîäó äîçâîëèëè á³ëüøå í³æ âäâ³-
÷³ çìåíøèòè îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü ò³ëüêè äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë N, àëå â
çàãàëüíîìó âèïàäêó îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäí³ñòü äëÿ ÷èñåë, ùî ïåðå-
âèùóþòü 10110, çìåíøóºòüñÿ â ìåæàõ 4—6%, ùî íå ìîæíà ââàæàòè
ñóòòºâèì.

Ñåðåä ìîäèô³êàö³é àëãîðèòìó QS îêðåìî ñë³ä âèä³ëèòè ³äåþ ìåòîäó
ìíîæèííîãî ïîë³íîì³àëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà (MPQS) [16, 17]. Â
çàïðîïîíîâàíîìó ìåòîä³ êð³ì ïîë³íîìà (1) ðîçãëÿíóòî ðÿä ³íøèõ ïîë³-
íîì³â âèäó

z x ax b N a x abx b Na b, ( ) ( )� � � � � � �2 2 2 22 , (4)

äå a, b — ñïåö³àëüíî ï³ä³áðàí³ ö³ë³ ÷èñëà; õ âèáèðàºòüñÿ ç ³íòåðâàëó
ïðîñ³þâàííÿ [–L, L]. ²ñíóº çâ’ÿçîê ì³æ âåëè÷èíîþ ³íòåðâàëó ïðîñ³þ-
âàííÿ, ùî âèçíà÷àºòüñÿ ÷èñëîì L, òà ê³ëüê³ñòþ ïîë³íîì³â z xa b, ( ). Ïðè
ìàëèõ çíà÷åííÿõ L íåîáõ³äíî ãåíåðóâàòè áàãàòî ïîë³íîì³â z xa b, ( ), äëÿ
ÿêèõ ñë³ä âèçíà÷àòè ïàðàìåòðè a, b òà ôîðìóâàòè ÔÁ, ùî º çàòðàòíîþ
ïðîöåäóðîþ. Ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ L ÷èñëî ïîë³íîì³â áóäå ìåíøèì,
àëå ïðè ïðîñ³þâàíí³ íåîáõ³äíî îáðîáëÿòè äîñèòü âåëèê³ çíà÷åííÿ çàëèø-
ê³â:q x z x a ax bx ca b( ) ( ) /,� � � �2 2 , äå c b N a� �( ) /2 .

Ïðè àíàë³ç³ îö³íêè îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ ìåòîäó QS [8] âèêî-
ðèñòîâóºòüñÿ ñåðåäíº çíà÷åííÿ ïðîáíèõ õ ç ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ äëÿ
îòðèìàííÿ îäíîãî Â-ãëàäêîãî ÷èñëà. Ïðîòå, ÿê ïîêàçóþòü ÷èñåëüí³ åêñïå-
ðèìåíòè, Â-ãëàäê³ ÷èñëà ðîçì³ùóþòüñÿ íà ³íòåðâàë³ ïðîñ³þâàííÿ â ñåðåä-
íüîìó çà äåÿêèì çàêîíîì, çàãàëüíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ÿêîãî º òå, ùî ç³
çá³ëüøåííÿì ìîäóëÿ õ çðîñòàº ê³ëüê³ñòü õ, ÿê³ ñë³ä ïðîñ³ÿòè. Âèêîðèñòàííÿ
òàêî¿ îáñòàâèíè ïðè âèð³øåíí³ çàäà÷³ ôàêòîðèçàö³¿ â ë³òåðàòóðíèõ äæå-
ðåëàõ íå âèÿâëåíî.

Ïðèíöèïîâèì ìîìåíòîì äëÿ ìåòîä³â QS i MPQS º òàêîæ âèêîðèñ-
òàííÿ ïîë³íîì³â (1) òà (4), ó ÿêèõ âõîäèòü çíà÷åííÿ (– N). Â òîé æå ÷àñ, ïðè
ïîøóêó ïàðè ÷èñåë A ³ B äëÿ äîñÿãíåííÿ ð³âíîñò³

A B N2 2� (mod ), (5)

ìîæíà âèêîðèñòàòè ìíîæèíó ïîë³íîì³â

y x kN� �2 , (6)

äå k — íàòóðàëüíå ÷èñëî, à ïîáóäîâà íîâèõ ïîë³íîì³â º äóæå ïðîñòîþ.
Ïîêàæåìî öå íà ïðèêëàä³.

Íåõàé N = 86327, La = 6 çã³äíî (2). Â³çüìåìî ðàä³óñ ïðîñ³þâàííÿ Lb �
� �2 12La òà k La� �1 2 . Åëåìåíòàìè ÔÁ âèáèðàºìî ïåðø³ La íàéìåíø³ ïðîñò³
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÷èñëà. Ïåðåáèðàþ÷è âñ³ âàð³àíòè çíà÷åíü k òà õ, îòðèìàºìî Â-ãëàäê³ ÷èñëà,
ïðåäñòàâëåí³ â òàáë. 1, äå äëÿ çíà÷åíü k, ÿê³ ì³ñòÿòü ä³ëüíèêè, ùî º êâàäðà-
òàìè ïðîñòîãî ÷èñëà t, çíà÷åííÿ õ0 + õ íå ä³ëÿòüñÿ íà t: x kN0 1� �[ ] .

Àíàë³ç äàíèõ òàáë. 1 ïîêàçóº, ùî ð³âí³ñòü (5) ìîæíà îòðèìàòè íà îñíî-
â³ äîáóòêó Â-ãëàäêèõ, ùî â³äïîâ³äàþòü õ, ÿê³ äîð³âíþþòü 777 ³ 1007.
Ð³øåííÿ îòðèìàºìî ïðè õ = 509. Â îáîõ âèïàäêàõ öå äîçâîëÿº çíàéòè
ìíîæíèêè N ÷èñåë 173 òà 499. Àëå ïðè îòðèìàíí³ ð³âíîñò³ (5) íà îñíîâ³
äîáóòêó çíà÷åíü õ, ð³âíèõ 657, 659 òà 664, êîð³íü áóäå õèáíèì.

Íàâåäåíèé ïðèêëàä ñâ³ä÷èòü ïðî ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè êîð³íü, âè-
êîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (6). Â ðåçóëüòàò³ áóëî îòðèìàíî 12 Â-ãëàä-
êèõ ÷èñåë ïðè õ = 25 	 12 = 300. Ïðè âèêîðèñòàíí³ áàçîâîãî ìåòîäó QS ÔÁ ç
øåñòè åëåìåíò³â ì³ñòèòèìå ïðîñò³ ÷èñëà 2, 17, 23, 29, 53 ³ 61, à äëÿ ïðî-
ñ³ÿíèõ õ â³ä 30 äî 558 (âñüîãî 529 ïðîáíèõ õ) áóäå îòðèìàíî âñüîãî ï’ÿòü
Â-ãëàäêèõ çàì³ñòü íåîáõ³äíèõ âîñüìè. Ìîæíà î÷³êóâàòè, ùî ìåòîä, ÿêèé
´ðóíòóºòüñÿ íà ð³âíîñò³ (6), çìîæå çàáåçïå÷èòè çìåíøåííÿ îá÷èñëþâàëü-
íî¿ ñêëàäíîñò³ ïðîöåñó ïðîñ³þâàííÿ òà çàãàëüíîãî ÷àñó ðîçâ’ÿçóâàííÿ
çàäà÷³ ôàêòîðèçàö³¿.

Ìåòîä ìíîæèííîãî êâàäðàòè÷íîãî k-ðåøåòà ö³ëî÷èñåëüíî¿ ôàêòîðèçàö³¿

ISSN 0204–3572. Åëåêòðîí. ìîäåëþâàííÿ. 2018. Ò. 40. ¹ 5 7

k x0 x x0 + x Â-ãëàäêå
Ïîêàçíèê ñòåïåíÿ åëåìåíòà ÔÁ

–1 2 3 5 7 11 13

1 294 Â³äñóòí³

2 416 –1 415 –429 1 0 1 0 0 1 1

12 428 10530 0 1 4 1 0 0 1

3 509 0 509 100 2 0 2 0 0 0 0

4 588 Â³äñóòí³

5 657 0 657 14 0 1 0 0 1 0 0

2 659 2646 0 1 3 0 2 0 0

7 664 9261 0 0 3 0 3 0 0

6 720 –1 719 –1001 1 0 0 0 1 1 1

7 778 –1 777 –560 1 4 0 1 1 0 0

5 783 8800 0 5 0 2 0 1 0

–1 767 –16000 1 7 0 3 0 0 0

8 832 –1 831 –55 1 0 0 1 0 1 0

9 882 Â³äñóòí³

10 930 "

11 975 "

12 1018 –11 1007 –21875 1 0 0 5 1 0 0

Òàáëèöÿ 1. Â-ãëàäê³ ÷èñëà äëÿ N = 86 327



Ìåòîä ôàêòîðèçàö³¿, â ÿêîìó ïðîïîíóºòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè ïîë³íîìè
(6), íàçâåìî ìíîæèííèì êâàäðàòè÷íèì k-ðåøåòîì (Multiple Quadratic
k-Sieve (MQkS)). Áóäåìî äîñë³äæóâàòè àëãîðèòì ôàêòîðèçàö³¿ MQkS, îö³-
íþþ÷è éîãî îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü ó ïîð³âíÿíí³ ç ìåòîäîì QS.

Ðîçì³ùåííÿ Â-ãëàäêèõ â ä³àïàçîí³ ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ. ²íòó¿-
òèâíî çðîçóì³ëî, ùî ÷èì ìåíøîþ áóäå îñòà÷à â (1), (4) ÷è (6), òèì á³ëüøîþ
ïîâèííà áóòè éìîâ³ðí³ñòü ðîçêëàäàííÿ ¿¿ íà ïðîñò³ ìíîæíèêè — åëåìåíòè
ÔÁ. Òîìó ïåðøå çàâäàííÿ, ÿêå âèð³øóâàëîñÿ ïðè ðîçðîáö³ ìåòîäó MQkS,
ïîëÿãàëî â îòðèìàíí³ îö³íîê ñòîñîâíî ðîçì³ùåííÿ Â-ãëàäêèõ â ä³àïàçîí³
³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ. Ïðè ïðîâåäåíí³ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ç’ÿñó-
âàëîñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî êîíêðåòíîãî N ïðè îäíàêîâèõ çíà÷åííÿõ ê³ëüêîñò³
åëåìåíò³â ÔÁ òà ðîçì³ðó îáëàñò³ ïðîñ³þâàííÿ ð³çíîþ áóëà ê³ëüê³ñòü Â-
ãëàäêèõ ÷èñåë ³ ðîçïîä³ë â³äïîâ³äíèõ ¿ì õ â îáëàñò³ ïðîñ³þâàííÿ. Òîìó äëÿ
îòðèìàííÿ îö³íîê, ÿê³ ìîæíà áóëî á âèêîðèñòàòè â ïîäàëüøîìó, áóëî
ïðèéíÿòî íàñòóïí³ ïðàâèëà ïðîâåäåííÿ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â.

1. Ìíîæèíà N, ùî âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè îòðèìàíí³ ñåðåäí³õ îö³íîê
ðîçì³ùåííÿ Â-ãëàäêèõ â ä³àïàçîí³ ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ, ôîðìóºòüñÿ ÿê
äîáóòîê äâîõ ð³çíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë, p ³ q (p < q), äå p ³ q âèáèðàëèñÿ ç ìíîæèíè
ïðîñòèõ ÷èñåë, ç ïîðÿäêîâèìè íîìåðàìè, ùî ñë³äóþòü ï³äðÿä.

2. Äëÿ êîæíîãî N ç³ ñôîðìîâàíî¿ ìíîæèíè âñòàíîâëþþòüñÿ ºäèí³ çíà-
÷åííÿ ðîçì³ðó ÔÁ La çã³äíî (2) ³ äëÿ êîæíîãî N âèçíà÷àºòüñÿ ðàä³óñ
ïðîñ³þâàííÿ Lb çà ôîðìóëîþ (3).

3. Äëÿ îö³íêè ðîçì³ùåííÿ Â-ãëàäêèõ â ä³àïàçîí³ ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàí-
íÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äàí³ ò³ëüêè äëÿ òèõ N, äëÿ ÿêèõ îòðèìàíî La Â-ãëàä-
êèõ îñòà÷ (1).

Ïåðøó ñåð³þ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â áóëî ïðîâåäåíî äëÿ m = 14
ìíîæèí ÷èñåë N = pq, êîæíà ç ÿêèõ ì³ñòèëà 500000 âàð³àíò³â. Â êîæí³é
ìíîæèí³ m ìíîæíèêè p — öå ïðîñò³ ÷èñëà ç ïîðÿäêîâèìè íîìåðàìè â³ä
1001 äî 2000, äå íîìåð 1 — öå ÷èñëî 2; 2 — ÷èñëî 3; 3 — ÷èñëî 5 ³ ò.ä. Äëÿ
m-¿ ìíîæèíè ïðîñò³ ÷èñëà q âèáèðàëèñÿ ÿê ïîðÿäêîâ³ íîìåðè ïðîñòèõ
÷èñåë â³ä 2001 + 500 m äî 2500 + 500 m. Äëÿ êîæíî¿ ç òàêèõ ìíîæèí
ðîçãëÿäàëèñÿ âàð³àíòè ÷èñëà fb åëåìåíò³â ÔÁ, ÿêå äîð³âíþâàëî 8, 16, 24,
32, 48 òà 64, äå 16 â³äïîâ³äàº La, ùî âèçíà÷àëîñÿ çà ôîðìóëîþ (2) äëÿ ñåðåä-
íüîãî çíà÷åííÿ N ñåðåä àíàë³çîâàíèõ ìíîæèí: 8 — 0,5La; 16 — La;24 —
1,5La; 32 — 2La; 48 — 3La òà 64 — 4La.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ê³ëüêîñò³ õ, íåîáõ³äíèõ äëÿ
îòðèìàííÿ êîæíîãî j-ãî Â-ãëàäêîãî ÷èñëà (k fb� �1 ) áóëî ðîçðàõîâàíî ñó-
ìàðíó âåëè÷èíó sum(j) çíà÷åíü õ äëÿ âñ³õ sc çíà÷åíü N, ùî â³äïîâ³äàþòü
ïðàâèëó 3, ï³ñëÿ ÷îãî îòðèìàíå ñóìàðíå çíà÷åííÿ ä³ëèëîñÿ íà sc. Òîáòî ñå-
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ðåäíº çíà÷åííÿ xx (j) ðîçðàõîâàíî çà ôîðìóëîþ xx j j sc( ) ( ) /�sum . Äëÿ
îö³íêè çàëåæíîñò³, ùî â³äïîâ³äàº âàð³àíòó ìíîæèíè òà ðîçì³ðó ÔÁ, ôîð-
ìóâàëèñÿ ïåðø³ ( ( ) ( ) ( ))dx j xx j xx j� � �1 , äðóã³ ( ( ) ( ) ( ))d x j dx j dx j2 1� � �
òà òðåò³ ( ( ) ( ) ( ))d x j d x j d x j3 2 1 2� � � ð³çíèö³ ñåðåäí³õ çíà÷åíü. Ôàêòè÷í³
äàí³ äëÿ m = 1, m = 7 òà m = 14 ïðè fb = 8 íàâåäåíî â òàáë. 2 ç âèêîðèñòàííÿì
÷îòèðüîõ äåñÿòêîâèõ öèôð. Àíàëîã³÷í³ äàí³ ïðè m = 1 ³ fb = 16, 32 òà 64 äëÿ
ïåðøèõ 16 Â-ãëàäêèõ íàäàíî ó òàáë. 3.

Äàí³, íàâåäåí³ â òàáë. 2 ³ 3, º ï³äòâåðäæåííÿì íàñòóïíèõ âèñíîâê³â,
îòðèìàíèõ çà ðåçóëüòàòàìè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â.

1. Äëÿ âñ³õ âàð³àíò³â ÷èñåë N òà ê³ëüêîñò³ åëåìåíò³â ÔÁ ñïîñòåð³-
ãàºòüñÿ çðîñòàííÿ çì³ííèõ õõ òà dx.

2. Äëÿ ÷èñëà åëåìåíò³â ÔÁ fb = La ôóíêö³ÿ xx (j) ïðàêòè÷íî º ïàðà-
áîëîþ, îñê³ëüêè òðåò³ ð³çíèö³ d3x ïîñò³éíî çì³íþþòü çíàê.

3. Äëÿ ÷èñëà åëåìåíò³â ÔÁ fb < La ôóíêö³ÿ xx (j) çðîñòàº øâèäøå í³æ
ïàðàáîëà, îñê³ëüêè òðåò³ ð³çíèö³ d3x äîäàòí³, ¿õ çíà÷åííÿ ñïî÷àòêó çìåí-
øóþòüñÿ, à ïîò³ì ñòàá³ë³çóþòüñÿ íà äîäàòíîìó çíà÷åíí³.

4. Äëÿ ÷èñëà åëåìåíò³â ÔÁ fb > La ôóíêö³ÿ xx (j) çðîñòàº ÿê ïàðàáîëà,
ïðîòå äîäàòí³ çíà÷åííÿ äðóãèõ ð³çíèöü d2x ñïî÷àòêó çìåíøóþòüñÿ, à ïîò³ì
ñòàá³ë³çóþòüñÿ íà äîäàòíîìó çíà÷åíí³.

5. ²ç çðîñòàííÿì çíà÷åííÿ N çðîñòàþòü ñåðåäí³ çíà÷åííÿ xx (j) äëÿ âñ³õ j.
6. Ç³ çá³ëüøåííÿì ÷èñëà åëåìåíò³â ÔÁ çìåíøóþòüñÿ ñåðåäí³ çíà÷åííÿ

xx (j) äëÿ âñ³õ j.
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j
m = 1 m = 7 m = 14

xx dx d2x d3x xx dx d2x d3x xx dx d2x d3x

0 0 21,35 39,01 14,87 0 26,69 50,22 19,83 0 30,53 58,71 24,52

1 21,35 60,36 53,88 10,53 26,69 76,91 70,05 16,71 30,53 89,24 83,24 20,89

2 81,71 114,2 64,42 9,581 103,6 147 86,75 17,41 119,8 172,5 104,1 20,26

3 196 178,7 73,99 13,7 250,5 233,7 104,2 15,69 292,3 276,6 124,4 22,45

4 374,6 252,6 87,69 8,859 484,3 337,9 119,8 14,88 568,9 401 146,8 12,01

5 627,2 340,3 96,55 8,321 822,1 457,7 134,7 10,68 969,9 547,8 158,9 14,6

6 967,6 436,9 104,9 1280 592,4 145,4 1517 706,7 173,5

7 1404 541,8 1872 737,7 2224 880,2

8 1946 2610 3104

sc 295368 (59,07%) 240086 (48,02%) 208923 (41,78%)

Òàáëèöÿ 2. Ðîçïîä³ë ñåðåäí³õ çíà÷åíü Â-ãëàäêèõ ÷èñåë ó ä³àïàçîí³ ³íòåðâàëó
ïðîñ³þâàííÿ äëÿ fb = 8



7. Äëÿ ïîë³íîì³àëüíî¿ ôóíêö³¿ xx (j) çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà ïðè j1 íå
ïåðåâèùóº çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà ïðè j 2.

Íà îñíîâ³ îòðèìàíî¿ ³íôîðìàö³¿ òà íàâåäåíèõ âèñíîâê³â ìîæíà ïðè-
ïóñòèòè, ùî ïðè ïîøóêó Â-ãëàäêèõ ç âèêîðèñòàííÿì áàãàòüîõ ïîë³íîì³â ç
ìàëèì ðàä³óñîì ïðîñ³þâàííÿ, º éìîâ³ðí³ñòü îòðèìàòè ìîäèô³êàö³þ àëãî-
ðèòìó ìåòîäó QS (MPQS), îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäí³ñòü ÿêîãî áóäå íèæ÷îþ,
í³æ QS. Öüîãî ìîæíà î÷³êóâàòè, îñê³ëüêè Â-ãëàäêèõ ÷èñåë á³ëüøå ïðè
ìàëèõ çíà÷åííÿõ õ ç ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ.

Ñåðåäíº çíà÷åííÿ ÷èñëà åëåìåíò³â ÔÁ ïðè ô³êñîâàí³é ãðàíèö³

ãëàäêîñò³ äëÿ ïîë³íîì³â (6). Îäíà ç îñíîâíèõ ïðîáëåì, ïîâ’ÿçàíèõ ç âè-
êîðèñòàííÿì ð³çíèõ ôóíêö³é (6) äëÿ ôîðìóâàííÿ ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ ÷è-
ñåë, ïîëÿãàº ó òîìó, ùî äëÿ êîæíî¿ ç íèõ íåîáõ³äíî ôîðìóâàòè ñâîþ ÔÁ. Â
ìåòîä³ MQkS ïðîïîíóºòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè çàãàëüíó ÔÁ (ÇÔÁ) äëÿ âñ³õ
çíà÷åíü k, ÿêà ì³ñòèòü ïðîñò³ ÷èñëà äî ãðàíèö³ ãëàäêîñò³ Â.
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j
fb = 16 fb = 32 fb = 64

xx dx d2x d3x xx dx d2x d3x xx dx d2x d3x

0 0 6,463 5,315 0,541 0 2,848 1,079 –0,1 0 1,897 0,382 –0,078

1 6,463 11,78 5,856 –0,135 2,848 3,927 0,98 –0,122 1,897 2,279 0,304 0,039

2 18,24 17,63 5,721 –0,164 6,775 4,907 0,858 –0,122 4,177 2,583 0,342 –0,098

3 35,87 23,36 5,558 –0,262 11,68 5,765 0,736 –0,084 6,759 2,925 0,244 –0,005

4 59,23 28,91 5,296 –0,07 17,45 6,501 0,652 –0,037 9,684 3,169 0,24 –0,032

5 88,14 34,21 5,226 –0,078 23,95 7,153 0,615 –0,014 12,85 3,409 0,207 –0,009

6 122,4 39,43 5,148 0,107 31,1 7,768 0,601 –0,019 16,26 3,616 0,199 –0,002

7 161,8 44,58 5,255 –0,265 38,87 8,369 0,582 –0,004 19,88 3,815 0,197 –0,045

8 206,4 49,84 4,989 0,134 47,24 8,95 0,578 –0,048 23,69 4,012 0,15 0,003

9 256,2 54,83 5,123 0,28 56,19 9,529 0,53 0,032 27,71 4,161 0,153 –0,009

10 311 59,95 5,403 0,057 65,72 10,06 0,561 –0,064 31,87 4,315 0,144 –0,001

11 371 65,35 5,461 –0,213 75,78 10,62 0,497 –0,003 36,18 4,459 0,143 –0,023

12 436,3 70,81 5,247 0,638 86,4 11,12 0,494 0,025 40,64 4,602 0,12 0,026

13 507,1 76,06 5,886 –0,513 97,51 11,61 0,52 –0,042 45,24 4,721 0,146 –0,048

14 583,2 81,95 5,372 109,1 12,13 0,478 0,002 49,96 4,867 0,097 0,028

15 665,2 87,323 121, 3 12,61 0,48 –0,013 54,83 4,964 0,125 –0,016

16 752,3 133,9 13,09 0,467 0,03 59,8 5,09 0,109 –0,014

sc 495 238 (99,0476%) 499 966 (99,9932%) 500 000 (100%)

Òàáëèöÿ 3. Ðîçïîä³ë ñåðåäí³õ çíà÷åíü Â–ãëàäêèõ ÷èñåë ó ä³àïàçîí³
³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ äëÿ ïåðøèõ 16 Â-ãëàäêèõ



Çà ðåçóëüòàòàìè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â çã³äíî âèñíîâêó 6, äëÿ îä-
í³º¿ ³ ò³º¿ æ îáëàñò³ ïðîñ³þâàííÿ ÷èñëî îòðèìóâàíèõ Â-ãëàäêèõ ÷èñåë çà-
ëåæèòü â³ä ê³ëüêîñò³ åëåìåíò³â ÔÁ. Òîìó âàæëèâîþ º îö³íêà ñåðåäíüîãî
÷èñëà åëåìåíò³â ÔÁ äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü N òà ìíîæèíè k ïðè ô³êñîâàí³é
ãðàíèö³ ãëàäêîñò³. Äëÿ îòðèìàííÿ òàêî¿ ³íôîðìàö³¿ áóëî ïðîâåäåíî äðóãó
ñåð³þ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â. ßê ³ äëÿ ïåðøî¿ ñåð³¿, ôîðìóâàëèñÿ
ìíîæèíè ÷èñåë N. Áóëî ñôîðìîâàíî 28 ìíîæèí, êîæíà ç ÿêèõ ì³ñòèëà
100000 âàð³àíò³â.

Äëÿ ìíîæèí m = 1 � 7 ìíîæíèêè p — öå ïðîñò³ ÷èñëà ç ïîðÿäêîâèìè
íîìåðàìè â³ä 501 äî 600, à äëÿ m-¿ ìíîæèíè ïðîñò³ q îáèðàëèñÿ ÿê ïîðÿä-
êîâ³ íîìåðè ïðîñòèõ ÷èñåë â ä³àïàçîí³ â³ä 1501 + 1000 m äî 2500 + 1000 m. Äëÿ
ìíîæèí m = 8 � 14 ìíîæíèêè p — öå ïðîñò³ ÷èñëà ç ïîðÿäêîâèìè íîìåðàìè
â³ä 1001 äî 1100, à äëÿ m-¿ ìíîæèíè ïðîñò³ q îáèðàëèñÿ ÿê ïîðÿäêîâ³ íîìåðè
ïðîñòèõ ÷èñåë â³ä 1501 + 1000 (m – 7) äî 2500 + 1000 (m – 7). Äëÿ ìíîæèí m =
= 15 � 21 ìíîæíèêè p — öå ïðîñò³ ÷èñëà ç ïîðÿäêîâèìè íîìåðàìè â³ä 1501 äî
1600, à äëÿ m-¿ ìíîæèíè ïðîñò³ q — öå ïîðÿäêîâ³ íîìåðè ïðîñòèõ ÷èñåë â³ä
1501 + 1000 (m – 14) äî 2500 + 1000 (m – 14). Äëÿ ìíîæèí m = 22 � 28 ìíîæ-
íèêè p — öå ïðîñò³ ÷èñëà ç ïîðÿäêîâèìè íîìåðàìè â³ä 2001 äî 2100, à
äëÿ m-¿ ìíîæèíè ïðîñò³ q — öå ïîðÿäêîâ³ íîìåðè ïðîñòèõ ÷èñåë â³ä
1501 + 1000 (m – 21) äî 2500 + 1000 (m – 21).

Äëÿ êîæíî¿ ç òàêèõ ìíîæèí áóëî ðîçãëÿíóòî âàð³àíòè ãðàíèö³ ãëàä-
êîñò³, ÿêà âèçíà÷àëàñÿ ïîðÿäêîâèì íîìåðîì ïðîñòîãî ÷èñëà La òà 2La . Ïðè
öüîìó K — ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ äëÿ k ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (6) — äîð³â-
íþâàëè 2La, 4La òà (La)2, àëå íå ðîçãëÿäàëèñÿ k, ÿê³ ä³ëÿòüñÿ íàö³ëî íà
êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, ùî íå ïåðåâèùóº B. Äëÿ ìíîæèí m = 22 � 28
äîäàòêîâî ðîçãëÿäàëèñÿ âàð³àíòè ãðàíèö³ ãëàäêîñò³ Â = 4La. Çàãàëüíå ÷èñëî
âàð³àíò³â ðîçðàõóíê³â ñêëàëî 28 	 3 	 2 + 7 	 3 = 189. Çà ðåçóëüòàòàìè ðîçðà-
õóíê³â âñòàíîâëåíî, ùî ñåðåäíº ÷èñëî åëåìåíò³â ÔÁ äëÿ âñ³õ âàð³àíò³â
ðîçðàõóíê³â ïåðåâèùóº ïîëîâèíó ê³ëüêîñò³ ïðîñòèõ ÷èñåë ÇÔÁ. Ïðè öüîìó
íàéìåíøå çíà÷åííÿ ñòàíîâèëî 50,1572% (ïðè m = 2, B = La, K = 2La), à
íàéá³ëüøå — 54,3208% (ïðè m = 5, B = La, K = (La)2).

Çà îòðèìàíèìè ðåçóëüòàòàìè ìîæíà ïîïåðåäíüî îö³íèòè çàòðàòè íà
ôîðìóâàííÿ ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ ÷èñåë. Íåõàé ãðàíèöÿ ãëàäêîñò³ Â âèçíà-
÷åíà çà óìîâè, ùî ÷èñëî ïðîñòèõ, ÿê³ íå ïåðåâèùóþòü Â, äîð³âíþº 2La.
Ðàä³óñ ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ ñòàíîâèòü 2La, à k = 1 � 2La + 2. Âèçíà÷èìî
éìîâ³ðíå ñåðåäíº ÷èñëî Â-ãëàäêèõ ÷èñåë, ÿêå ìîæíà ïðè öüîìó îòðèìàòè.
Îñê³ëüêè ñåðåäíº ÷èñëî åëåìåíò³â ÔÁ ïåðåâèùóº ïîëîâèíó ê³ëüêîñò³
ïðîñòèõ ÷èñåë, íå á³ëüøèõ çà ãðàíèöþ ãëàäêîñò³ Â, ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî
äëÿ êîæíîãî k ðîçì³ð ÔÁ áóäå fb 
La. Àëå òîä³ Â-ãëàäê³ â ä³àïàçîí³ ³íòåð-
âàëó ïðîñ³þâàííÿ ðîçì³ùóþòüñÿ çà êâàäðàòè÷íèì çàêîíîì, äå íóëüîâîìó
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Â-ãëàäêîìó â³äïîâ³äàº 0, à Â-ãëàäêîìó ç íîìåðîì La — äåÿêå çíà÷åííÿ ç
³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ. ²íòåðâàë ïðîñ³þâàííÿ ì³ñòèòü 2Lb + 1 ïðîáíå çíà-
÷åííÿ õ, äå Lb = (La)3. Òîìó â ã³ðøîìó âèïàäêó ïîðÿäêîâèé íîìåð õ ç
³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ ìîæå äîð³âíþâàòè 2 (La)3 + 1.

Íà îñíîâ³ êâàäðàòè÷íîãî çàêîíó ðîçì³ùåííÿ Â-ãëàäêèõ, äå äëÿ ïîë³-
íîìà äðóãîãî ñòåïåíÿ xx (j) çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà ïðè j 1 íå ïåðåâèùóº çíà-
÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà ïðè j 2, îá÷èñëèìî íåîáõ³äíó ê³ëüê³ñòü ïðîáíèõ õ, ùîá
çíàéòè ïåðøå Â-ãëàäêå. Íåõàé êîåô³ö³ºíòè ïðè j 1 òà j 2 äëÿ ïîë³íîìà ñï³â-
ïàäàþòü ³ äîð³âíþþòü ñ. Òîä³ xx j cj cj( ) � �2 . Êîåô³ö³ºíò ñ âèçíà÷èìî çà
óìîâè, ùî xx j La( ) ( )� �2 13 ïðè j = La . Òîä³ îòðèìàºìî

c
L

L L
L

a

a a

a�
�

�
�

2 1
2

3

2

( )

( )
. (7)

Çã³äíî (7) äëÿ çíàõîäæåííÿ ïåðøîãî Â-ãëàäêîãî íåîáõ³äíî íå á³ëüøå í³æ
2La (1 + 1) = 4La ïðîáíèõ õ, ùî â³äïîâ³äàº ðàä³óñó ïðîñ³þâàííÿ 2La. Îñ-
ê³ëüêè òàêà óìîâà ä³éñíà äëÿ âñ³õ çíà÷åíü k, ïðè 2La + 2 çíà÷åííÿõ k îò-
ðèìàºìî íå ìåíøå í³æ 2La + 2 Â-ãëàäêèõ ÷èñåë, ùî äîñòàòíüî äëÿ ôîðìó-
âàííÿ ìàòðèö³ òà âèð³øåííÿ çàäà÷³ ôàêòîðèçàö³¿.

ßê ñâ³ä÷àòü íàâåäåí³ îö³íêè, ïðè òàêîìó ï³äõîä³ ÷èñëî ïðîáíèõ õ,
íåîáõ³äíèõ äëÿ ôàêòîðèçàö³¿, îö³íþºòüñÿ âåëè÷èíîþ 4(La)2, ùî çíà÷íî
ìåíøå çà 2(La)3. Ïðîòå â òàêîìó àëãîðèòì³ ôàêòîðèçàö³¿ íàÿâí³ äîäàòêîâ³
îïåðàö³¿, à ñàìå: 2La + 2 îá÷èñëåííÿ êîðåíÿ ç âåëèêîãî ÷èñëà; 2La + 2 ôîð-
ìóâàííÿ ÔÁ ³ äëÿ êîæíîãî ç åëåìåíò³â p ÔÁ ïîøóê ÷èñëà 0 � t < p, äëÿ ÿêèõ
(( ) ) modx t kN pi

0
2 0� � � , äå i 
1; p Bi � . Äîäàòêîâå çá³ëüøåííÿ îá÷èñëþ-

âàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ îòðèìóºìî ³ ïðè âèð³øåíí³ ìàòðèö³, ðîçì³ð ÿêî¿ çá³ëü-
øóºòüñÿ âäâ³÷³ òà âèçíà÷àº àñèìïòîòè÷íó îö³íêó îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàä-
íîñò³ òîãî æ ïîðÿäêó, ùî ³ äëÿ àëãîðèòìó ìåòîäó QS. Òîìó íåîáõ³äíî
îö³íèòè îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü ìåòîäó MQkS äëÿ âèïàäê³â, êîëè ãðà-
íèöÿ ãëàäêîñò³ Â ìåíøà çà La.

Àëãîðèòì ìåòîäó MQkS. Áóäåìî îáèðàòè òàê³ ïàðàìåòðè, ÿê ãðàíèöÿ
ãëàäêîñò³ Â òà ðîçì³ð ðàä³óñó ïðîñ³þâàííÿ L, à òàêîæ âèçíà÷àòè íåîáõ³äíó
ê³ëüê³ñòü Â-ãëàäêèõ ÷èñåë, ³ ï³ñëÿ òîãî âèêîíóâàòè ¿õ îáðîáêó. Â³äòàê,
êðîêè àëãîðèòìó íå ïåðåäáà÷àþòü ä³àãîíàë³çàö³þ ìàòðèö³ «íà õîäó».

Àëãîðèòì À ìåòîäó MQkS ìàº òàêó ïîñë³äîâí³ñòü êðîê³â:
1. Äëÿ çàäàíîãî N âèçíà÷èòè ãðàíèöþ ãëàäêîñò³ Â, ÷èñëî La åëåìåíò³â

çàãàëüíî¿ ÔÁ òà ðîçì³ð ðàä³óñó ïðîñ³þâàííÿ L. Ë³÷èëüíèêó k ïðèñâî¿òè
çíà÷åííÿ íóëü.

2. k = k + 1.

Ñ.Ä. Âèííè÷óê, Â.M. Ì³ñüêî
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3. Ó âèïàäêàõ, êîëè k ä³ëèòüñÿ íà êâàäðàò äâîõ ÷è á³ëüøå ð³çíèõ ïðîñ-
òèõ ÷èñåë, ïåðåéòè äî êðîêó 2.

4. Äëÿ ÷èñëà kN âèêîíàòè:
4.1. Ñôîðìóâàòè ìíîæèíó åëåìåíò³â ÔÁ, ùî â³äïîâ³äàº kN, ïðè â³äî-

ìîìó îáìåæåíí³ íà ãðàíèöþ ãëàäêîñò³ Â, òîáòî âèçíà÷èòè ìíîæèíó ïðîñ-
òèõ ÷èñåë p, ùî ââ³éäóòü äî ïîòî÷íî¿ ÔÁ, äå p < B ³ ñèìâîë Ëåæàíäðà
kN

p

�

�



�

�
� �1. ßêùî ê³ëüê³ñòü òàêèõ ÷èñåë Lk ìàëà ïî â³äíîøåííþ äî La/2, òî

ïåðåéòè äî êðîêó 2, à ³íàêøå — äî êðîêó 4.2.
4.2. Âèçíà÷èòè � �x kN0 1� � , xp = x0, xm = x0 – 1, çíà÷åííÿ yp = xp2 –

� kN i ym = kN – xm2.
4.3. Ñôîðìóâàòè äîäàòêîâó ³íôîðìàö³þ, íà îñíîâ³ ÿêî¿ ìîæíà çìåí-

øèòè îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü íà êðîêàõ 5.
5. Âèçíà÷àòè Â-ãëàäê³ â ³íòåðâàë³ ïðîñ³þâàííÿ.
5.1. ñ = – 1.
5.2. ñ = c + 1.
5.3. ßêùî c > L, ïåðåéòè äî êðîêó 2, à ³íàêøå — äî êðîêó 5.4.
5.4. ßêùî c = cmax, ïðèñâî¿òè: c = 0, xp = xp + cmax, xm = xm – cmax, yp =

= xp2 – kN òà ym = kN – xm2. Ïåðåéòè äî êðîêó 5.5.
5.5. x = xp + c.
5.6. Îá÷èñëèòè y x kN xp c kN xp kN xp c c yp� � � � � � � � � � �2 2 2 22( )

� �2 2xp c c .
5.7. Ïåðåâ³ðèòè, ÷è ìîæíà ïîäàòè ó ÿê äîáóòîê åëåìåíò³â ïîòî÷íî¿ ÔÁ.

ßêùî òàê, òî ïåðåéòè äî êðîêó 5.8, à ³íàêøå — äî êðîêó 5.9.
5.8. Çàô³êñóâàòè ³íôîðìàö³þ ïðî Â-ãëàäêå òà ïåðåéòè äî êðîêó 5.9.
5.9. x = xm – c0.
5.10. Îá÷èñëèòè y kN x kN xm c kN xm xm c c ym� � � � � � � � � � �2 2 2 22( )

� �2 2xm c c .
5.11. Ïåðåâ³ðèòè, ÷è ìîæíà ïîäàòè ó ÿê äîáóòîê åëåìåíò³â ïîòî÷íî¿

ÔÁ. ßêùî òàê, òî ïåðåéòè äî êðîêó 5.12, à ³íàêøå — äî êðîêó 5.13.
5.12. Çàô³êñóâàòè ³íôîðìàö³þ ïðî Â-ãëàäêå ó, à òàêîæ çíà÷åííÿ k òà c.
5.13. ßêùî ïðè ïîòî÷íîìó c çíàéäåíî õî÷à á îäíå Â-ãëàäêå ÷èñëî,

ïåðåéòè äî êðîêó 5.13, à ³íàêøå — äî êðîêó 5.14.
5.14. ßêùî çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü çíàéäåíèõ Â-ãëàäêèõ ÷èñåë á³ëüøà çà

La + 1, ïåðåéòè äî êðîêó 6, à ³íàêøå — äî 5.14.
6. Ä³àãîíàë³çóâàòè ìàòðèöþ òà çíàéòè íóëüîâèé ðÿäîê. ßêùî íóëüîâî-

ìó ðÿäêó â³äïîâ³äàº òðèâ³àëüíèé êîð³íü ð³âíÿííÿ (5), çàì³íèòè éîãî ³íøèì
Â-ãëàäêèì çà íàÿâíîñò³, à ³íàêøå — ïåðåéòè äî êðîêó 5.2. ßêùî îòðèìàíî
íåòðèâ³àëüíèé êîð³íü ð³âíÿííÿ (5), òî âèâåñòè çíà÷åííÿ ìíîæíèê³â ÷èñëà
N ³ çàê³í÷èòè ðîáîòó àëãîðèòìó.
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Ðåàë³çàö³ÿ àëãîðèòìó À. Íà êðîö³ 1 àëãîðèòìó À äëÿ âèçíà÷åííÿ
÷èñëà La åëåìåíò³â ÇÔÁ, ãðàíèö³ ãëàäêîñò³ Â ³ ðàä³óñó ïðîñ³þâàííÿ Lb

ïðîïîíóºòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ:

La e LN N ka a ka� �( ) ( )ln ln ln /2 4 , (8)

Lb e LN N kb a kb� �( ) ( )ln ln ln /2 4 , (9)

äå êîåô³ö³ºíòè ka ³ kb — ïàðàìåòðè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ïðîâåäåíí³
÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â. Ãðàíèöÿ ÔÁ Â — öå ïðîñòå ÷èñëî, ÿêå â ñïèñêó
çðîñòàþ÷èõ çíà÷åíü ïðîñòèõ â³äïîâ³äàº íîìåðó La. Êðîêè 2 ³ 3 — öå
ðîáîòà ç ë³÷èëüíèêîì çíà÷åíü k. Êðîêè 5.1—5.5, òà 5.9 âèçíà÷àþòü ïðàâèëà
ðîáîòè äëÿ ë³÷èëüíèêà çíà÷åíü ç îáëàñò³ ïðîñ³þâàííÿ. ×èñëî N — öå
âåëèêå ÷èñëî, â ÿêîìó ïåðåâèùåíî îáìåæåííÿ äëÿ áàçîâèõ òèï³â long òà
double. Òîìó äëÿ âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é ñë³ä àáî ñêîðèñòàòèñÿ
á³áë³îòåêîþ äëÿ ðîáîòè ç âåëèêèìè ÷èñëàìè, àáî ïðåäñòàâëÿòè âåëèê³ ÷èñ-
ëà ìàñèâàìè êîåô³ö³ºíò³â ¿õ ðîçêëàäàííÿ çà äåÿêîþ îñíîâîþ òà âèêîíóâàòè
îïåðàö³¿ äëÿ ìàñèâ³â ÷èñåë.

Ïðè êîìï’þòåðí³é ðåàë³çàö³¿ àëãîðèòìó À âèêîðèñòàíî äðóãèé ï³äõ³ä.
Ïðè ðîçêëàäàíí³ çà îñíîâîþ b âåëèêèõ ÷èñåë u ³ v ó âèãëÿä³

u u b
i

m

i
i

u

�
�
�

0

, v v b
i

m

i
i

v

�
�
�

0

ó â³äïîâ³äíèõ ¿ì ìàñèâàõ U i V ÷èñåë áóäå çàïèñàíî:

U mu[ ]0 1� � , U j u j[ ]� �1 ( )j mu� � �1 1 ,

V mv[ ]0 1� � , V j v j[ ]� �1 ( )j mv� � �1 1 .

Òîä³ ïðè îá÷èñëåíí³ ñóìè ÷èñåë u ³ v äîäàþòüñÿ â³äïîâ³äí³ çíà÷åííÿ åëå-
ìåíò³â ìàñèâó, à ïðè ïåðåâèùåíí³ ñóìîþ çíà÷åííÿ b – 1 â³ä ñóìè â³äí³-
ìàºòüñÿ b ³ äîáàâëÿºòüñÿ îäèíèöÿ äî íàñòóïíîãî ðîçðÿäó. Ïðè u > v â³ä-
í³ìàííÿ âèêîíóºòüñÿ òàê ñàìî, àëå ïðè â³ä’ºìí³é âåëè÷èí³ ð³çíèö³ çíà÷åíü
ó â³äïîâ³äíèõ êë³òèíêàõ ìàñèâó äî ðåçóëüòàòó äîäàºòüñÿ b, à â³ä çíà÷åííÿ â
íàñòóïí³é êë³òèíö³ ìàñèâó U â³äí³ìàºòüñÿ îäèíèöÿ.

Ïðè ìíîæåíí³ u ³ v îòðèìóºìî ìàñèâ UV äîâæèíîþ á³ëüøå í³æ U [0] +
+ V [0] +1, êîåô³ö³ºíòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëîì

uv u b v b b u v
i

m

i
i

j

m

j
j

t

m m
i

s

t

s t s

t

u v u v

� � �
� � �

�

�
�

�
� � � �

0 0 0 0 0

m m
i

t

u v

b z
�

� ,

äå ïðè z b0 
 ïðèéìàºìî çíà÷åííÿ UV [1] ð³âíèì îñòà÷³ â³ä ä³ëåííÿ z0

íà b (UV [1] = z0 (modb)), ö³ëó ÷àñòèíó â³ä ä³ëåííÿ z0 íà b äîäàºìî äî z1:
z z z b1 1 0

* [ / ]� � , à ïðè i > 0 UV [i + 1] = z bi
* (mod ), äå z z z bi i i

* *[ / ]� � �1 .
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Ïðè ä³ëåíí³ u íà v íåîáõ³äíî øóêàòè ö³ë³ çíà÷åííÿ ÷àñòêè ³ îñòà÷³. Äëÿ
¿õ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷àºòüñÿ ÷èñëî a òèïó double, a = V [mv + 1] b + V [mv] + 1,
íà ÿêå ä³ëèëàñÿ âåëè÷èíàU j b U j b U j* *[ ] [ ] [ ]� � � �2 12 ïðè j m mu v� � �0 ,
äåU j* [ ]�2 òàU j* [ ]�1 — öå ðåçóëüòàò â³äí³ìàííÿ â³ä u ïîïåðåäí³õ çíà÷åíü
÷àñòêè, ïîìíîæåíî¿ íà v.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ ç N âèêîðèñòîâóºòüñÿ â³äîìà ³òå-
ðàö³éíà ôîðìóëà x x N xi i i� � �1 2( / ) / , ÿêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³

x x
y

x
x dxi i

i

i

i i� � � � �1
2

, y y x dx dxi i i i i� � ��1
22 , (10)

äå ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ ó0 îá÷èñëþâàëîñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ôóíêö³¿ sqrt().
Çà ôîðìóëîþ (10) ïðè â³äí³ìàíí³ â³ä N îòðèìàíî¿ ÷àñòêè íà êîæí³é
³òåðàö³¿ óòî÷íþâàëîñÿ çíà÷åííÿ xi äî òèõ ï³ð, ïîêè N xi� 2 íå ñòàâàëî
ìåíøèì çà 2xi.

Äëÿ ðîáîòè ç âåëèêèìè ÷èñëàìè îáèðàëàñÿ äåÿêà «çðó÷íà» îñíîâà
÷èñëåííÿ, â ÿêîñò³ ÿêî¿ âèêîðèñòîâóâàëîñÿ çíà÷åííÿ 1000 ÷è 1024. Ïðè
öüîìó ó ìàñèâàõ äàíèõ, ùî â³äïîâ³äàþòü âåëèêîìó ÷èñëó, â íóëüîâîìó
åëåìåíò³ ìàñèâó âêàçóâàëîñÿ çíà÷åííÿ íàéá³ëüøîãî íîìåðà ç íåíóëüîâèì
êîåô³ö³ºíòîì. Äëÿ ðåàë³çàö³¿ êðîêó 4.1 âèçíà÷àëèñÿ çíà÷åííÿ ñèìâîë³â

Ëåæàíäðà
N

p

�

�



�

�
�, äå ð — ïðîñòå ÷èñëî ³ç çàãàëüíî¿ ÔÁ. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî

( )kN

p

N

p

k

p

�

�



�

�
� ��

�



�

�
�

�

�



�

�
�, çíà÷åííÿ

N

p

�

�



�

�
� çáåð³ãàëèñÿ â ïàì’ÿò³ ïðîòÿãîì âñüîãî

÷àñó ðîçðàõóíê³â, à äëÿ êîæíîãî k îá÷èñëþâàëèñÿ çíà÷åííÿ
k

p

�

�



�

�
�, äå k ³ p —

íå íàëåæàòü äî âåëèêèõ ÷èñåë, ùî äîçâîëÿëî ïðîñòî îá÷èñëþâàòè ñèìâîëè

Ëåæàíäðà
kN

p

�

�



�

�
�.

Âñ³ p, äëÿ ÿêèõ
kN

p

�

�



�

�
� �1, — öå åëåìåíòè ÔÁ, âèçíà÷åíî¿ äëÿ ïðîñòèõ ð,

ùî íå ïåðåâèùóþòü ãðàíèöþ ãëàäêîñò³ B. ¯õ ÷èñëî Lk ìîæå áóòè ð³çíèì
ïðè ð³çíèõ k, àëå çàâæäè ìåíøå çà La. Ñïîñòåð³ãàëèñÿ âèïàäêè, êîëè Lk

áóëî çíà÷íî ìåíøå çà La. Íàïðèêëàä, Lk < 10 ïðè La > 250. Ó òàêèõ âèïàä-
êàõ ïðàêòè÷íî í³êîëè íå âäàâàëîñÿ îòðèìàòè õî÷à á îäíå Â-ãëàäêå ÷èñëî
íà âñüîìó ³íòåðâàë³ ïðîñ³þâàííÿ. Òîìó ïðîïîíóâàëîñÿ íå øóêàòè Â-ãëàä-
ê³, à çá³ëüøóâàòè k íà îäèíèöþ. Àëå ó âèïàäêàõ, êîëè 2 Lk > La, âèÿâèëîñÿ,
ùî äîö³ëüíî çá³ëüøóâàòè ³íòåðâàë ïðîñ³þâàííÿ. Òîìó â çàëåæíîñò³ â³ä k

âñòàíîâëþâàëè ³íòåðâàë ïðîñ³þâàííÿ Lb (2Lk/La)5. Ïîêàçíèê ñòåïåíÿ
ï’ÿòü áóâ ï³ä³áðàíèé çà ðåçóëüòàòàìè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â.

Ìåòîä ìíîæèííîãî êâàäðàòè÷íîãî k-ðåøåòà ö³ëî÷èñåëüíî¿ ôàêòîðèçàö³¿
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Íà êðîö³ 4.2 îá÷èñëþâàëîñÿ çíà÷åííÿ êîðåíÿ ç kN òà ââåäåíî òàê³
çì³íí³: xp — çíà÷åííÿ ïðîáíîãî x, ïðè ÿêîìó x2 > kN; xm — çíà÷åííÿ
ïðîáíîãî x, ïðè ÿêîìó x2 < kN; yp — çíà÷åííÿ xp2 – kN; ym — çíà÷åííÿ kN –

xm2 — äîäàòíå ÷èñëî ïðè x2 < kN. Äàë³ ö³ çíà÷åííÿ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü-
ñÿ. Òîìó íà åòàï³ ï³äãîòîâêè äî ïðîñ³þâàííÿ ïðîáíèõ x ïðè ô³êñîâàíîìó
kN âîíè ïîäàâàëèñÿ ÿê ìàñèâè ðîçêëàäàíü çà îñíîâîþ ñòåïåí³â ïðîñòèõ
÷èñåë — åëåìåíò³â ÇÔÁ. Ñòåïåí³ m ïðîñòèõ p âèáèðàëèñÿ çà óìîâ:

pm �100, pm � 20000 . (11)

Ïðè âèêîíàíí³ óìîâ (11) ÷èñëî åëåìåíò³â â ìàñèâàõ mpxp[i][*],
mpxm[i][*], mpyp[i][*], mpym[i][*] (³ — ïîðÿäêîâèé íîìåð ïðîñòîãî p â
ÇÔÁ), ùî â³äïîâ³äàþòü ðîçêëàäàííÿì xp, xm, yp òà ym çà îñíîâîþ pm íå
ïåðåâèùóâàëè 200 êë³òèíîê ïàì’ÿò³ äëÿ ÷èñåë N ïîðÿäêó 21024. Òàê³ ìàñèâè
äîçâîëÿþòü â³äíîñíî ïðîñòî âèçíà÷àòè ä³ëüíèêè yp òà ym, ùî º íàéá³ëüø
çàòðàòíîþ çà ÷àñîì ïðîöåäóðîþ. Ïîøóê ä³ëüíèê³â òà âèÿâëåííÿ Â-ãëàäêèõ
çä³éñíþºòüñÿ òàê:

1. Äëÿ yp îá÷èñëèòè íàáëèæåíå çíà÷åííÿ z0 = ln (yp) òà ïðèñâî¿òè z = z0.
2. Â öèêë³ ïî ïàðàìåòðó i äëÿ åëåìåíò³â ïîòî÷íî¿ ÔÁ pi ç ïîðÿäêîâèì

íîìåðîì j â ÇÔÁ âèêîíàòè îïåðàö³¿:
2.1. Îá÷èñëèòè t = mpyp[j] [1] + 2c mpxp[j] [1] + c2 .
2.2. Ïåðåâ³ðèòè, ÷è ä³ëèòüñÿ t íà pi áåç îñòà÷³. ßêùî í³, òî ïåðåéòè äî

àíàë³çó íàñòóïíîãî ïðîñòîãî p äëÿ ïîòî÷íî¿ ÔÁ, ÿêùî òàê, òî ïåðåéòè äî
êðîêó 2.3.

2.3. Âèçíà÷èòè ïîêàçíèê m ñòåïåíÿ p òàêèé, ùî äëÿ îñòà÷ â³ä ä³ëåííÿ t

íà pm òà t íà pm+1 âèêîíàíî óìîâè: t % pm = 0, t % pm+1 > 0.
2.4. Îá÷èñëèòè ð³çíèöþ zj = z � m ln(pi) òà ïðèñâî¿òè z = zj.
2.5. ßêùî ìíîæèíó åëåìåíò³â ïîòî÷íî¿ ÔÁ âè÷åðïàíî, òî ïåðåéòè äî

ï. 3, à ³íàêøå — äî àíàë³çó íàñòóïíîãî ïðîñòîãî p äëÿ ïîòî÷íî¿ ÔÁ.
3. ßêùî îòðèìàíå çíà÷åííÿ z áëèçüêå äî íóëÿ, òî îòðèìàíî Â-ãëàäêå

÷èñëî.
Àëãîðèòìè À ðåàë³çîâàíî ïðîãðàìíî ìîâîþ Ñ äëÿ äâîõ âàð³àíò³â.
1) Äëÿ áàçîâîãî ìåòîäó QS, êîëè ïîøóê Â-ãëàäêèõ âèêîíóºòüñÿ çà

ñï³ââ³äíîøåííÿì (1), ÷èñëî åëåìåíò³â ÔÁ âèçíà÷àºòüñÿ çã³äíî (2), à ðàä³óñ
³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ — çã³äíî (3).

2) Äëÿ ìåòîäó MQkS, êîëè ïîøóê Â-ãëàäêèõ âèêîíóºòüñÿ çà ñï³ââ³ä-
íîøåííÿì (6), ÷èñëî åëåìåíò³â ÔÁ âèçíà÷àºòüñÿ çã³äíî (8), à ðàä³óñ ³íòåð-
âàëó ïðîñ³þâàííÿ — çã³äíî (9).

Ìåòîä QS ïðàöþº â äâà åòàïè: íà ïåðøîìó âèçíà÷àºòüñÿ ìíîæèíà
Â-ãëàäêèõ ÷èñåë, à íà äðóãîìó íà ¿õ îñíîâ³ âèçíà÷àþòüñÿ íåòðèâ³àëüí³
ìíîæíèêè N. Îñê³ëüêè ïðè âèêîðèñòàíí³ ð³çíèõ àëãîðèòì³â ð³çíîþ áóäå
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ìíîæèíà Â-ãëàäêèõ ÷èñåë, äëÿ òîãî, ùîá ìàòè çìîãó ïîð³âíþâàòè ìåòîäè,
âèð³øóâàëàñÿ ò³ëüêè çàäà÷à ïîøóêó ÷èñëà Â-ãëàäêèõ, ð³âíîãî La + 3 ïðè
îäíàêîâèõ çíà÷åííÿõ La. Äîäàòêîâî ïðîâîäèëèñÿ ðîçðàõóíêè ìåòîäîì
MQkS ïðè ìåíøèõ çíà÷åííÿõ La.

Âïëèâ ðîçì³ðó ÔÁ òà ðàä³óñó ïðîñ³þâàííÿ íà ÷àñ ôîðìóâàííÿ

ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ â ìåòîä³ MQkS. Äëÿ ïîð³âíÿííÿ åôåêòèâíîñò³ ìå-
òîä³â QS òà MQkS ïðîâîäèëèñÿ ÷èñåëüí³ åêñïåðèìåíòè ç ÷èñëàìè N, ÿê³ º
äîáóòêîì äâîõ ïðîñòèõ òà áëèçüê³ äî 10m, äå m �10 ���. Ó çâ’ÿçêó ç³ çíà÷-
íîþ îá÷èñëþâàëüíîþ ñêëàäí³ñòþ ïðîöåäóðè ôîðìóâàííÿ Â-ãëàäêèõ ïðè
êîæíîìó m ê³ëüê³ñòü ÷èñåë N, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷àëèñÿ Â-ãëàäê³, îáìåæóâà-
ëàñÿ 25. Òàê³ ÷èñëà ôîðìóâàëèñÿ çà íàñòóïíèìè ïðàâèëàìè.

1. Âèáèðàëèñÿ äâà âèïàäêîâ³ ÷èñëà: r1 = 19189 ³ r2 = 35287. Âñ³ íàñòóïí³
âèçíà÷àëèñÿ çà ôîðìóëîþ r r r a a ii i i� �� � �2 1 1 2( ) ( )( )i 
 0 , äå a1 = 1,075, a2 =
= 0,0025.

2. ²ç ïàðè îòðèìàíèõ ïîñë³äîâíèõ ÷èñåë ri (³ = 0 � 48) îäíå çàëèøàëîñÿ
íåçì³ííèì, à ³íøå âèáèðàëîñÿ òàêèì, ùî ¿õ äîáóòîê áóâ ìàêñèìàëüíî
áëèçüêèì äî 10m. Äëÿ êîæíî¿ íàñòóïíî¿ ïàðè ïîêàçíèê ñòåïåíÿ m çá³ëüøó-
âàâñÿ íà îäèíèöþ, à îòðèìàíà ìíîæèíà ÷èñåë áóëà çðîñòàþ÷îþ ïîñë³äîâ-
í³ñòþ. Òàê³ ÷èñëà íàçâàíî îïîðíèìè.

3. Äëÿ êîæíîãî îïîðíîãî ÷èñëà âèçíà÷àëèñÿ íàéáëèæ÷³ ï’ÿòü ïîñë³-
äîâíèõ ïðîñòèõ, ÿê³ á³ëüø³ àáî ð³âí³ îïîðíîìó.

4. Çíà÷åííÿ ïðîñòèõ ÷èñåë ïîäàâàëèñÿ ÿê ñóìà îïîðíîãî çíà÷åííÿ òà
ïðèðîñòó äî íüîãî, äå ïðèðîñòè áóëè ìàëèìè ÷èñëàìè. Îïîðí³ ÷èñëà âèç-
íà÷àëèñÿ êîåô³ö³ºíòàìè ¿õ ðîçêëàäàííÿ çà îñíîâîþ 1000.

5. Êîæíå ç 25 ÷èñåë N áóëî äîáóòêîì äâîõ ïðîñòèõ, ñôîðìîâàíèõ íà
îñíîâ³ äâîõ ïîñë³äîâíèõ îïîðíèõ.

6. Ïîòî÷íå çíà÷åííÿ Nn = (O1 + ri) (O2 + zj), i = 1 � 5, j = 1 � 5, n = 5 (i – 1) +
j, äå O1, O2 — îïîðí³ çíà÷åííÿ; ri, zj — ïðèðîñòè â³äïîâ³äíî äî O1 ³ O2

òàê³, ùî O1 + ri òà O2 + zj — ïðîñò³.
Ñôîðìîâàí³ îïîðí³ çíà÷åííÿ òà ïðèðîñòè äî íèõ ïðè m = 20 � 31 íàâå-

äåíî â òàáë. 4 òà âèêîðèñòàíî ó âñ³õ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòàõ.
Ó ïåðø³é ãðóï³ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â îö³íþâàëè òðèâàë³ñòü òà

ê³ëüê³ñòü ïðîñ³ÿíèõ çíà÷åíü ïðîáíèõ õ äëÿ áàçîâîãî ìåòîäó QS òà ìåòîäó
MQkS ïðè ïîøóêó La + 3 Â-ãëàäêèõ ÷èñåë. Ðîçì³ð ÔÁ âèçíà÷àëè çã³äíî (2),
òîáòî La = La, ðîçì³ð ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ Lb äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü k â
ìåòîä³ MQkS äîð³âíþâàâ La, à â ìåòîä³ QS — (La)3.

Íà ðèñ. 1 íàäàíî ³íôîðìàö³þ ïðî â³äíîøåííÿ òðèâàëîñò³ T (QS) ôîð-
ìóâàííÿ ìíîæèíè La + 3 Â-ãëàäêèõ ÷èñåë ìåòîäîì QS äî àíàëîã³÷íî¿ âåëè-
÷èíè T (MQkS) ìåòîäîì MQkS, à òàêîæ ïðî â³äíîøåííÿ ÷èñëà P (QS) ïðî-
ñ³ÿíèõ õ ìåòîäîì QS äî àíàëîã³÷íîãî ÷èñëà, îòðèìàíîãî ìåòîäîì MQkS.
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Çà îòðèìàíèìè ðåçóëüòàòàìè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ìåòîä MQkS
ïîòðåáóº â 1,5—3,5 ðàçè ìåíøå ÷àñó ïðè ôîðìóâàíí³ ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ
÷èñåë, í³æ ìåòîä QS. Öå ïîÿñíþºòüñÿ çìåíøåííÿì ÷èñëà ïðîñ³þâàíèõ
ïðîáíèõ õ â ø³ñòü ³ á³ëüøå ðàç³â. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî îáèäâ³ õàðàêòåðèñ-
òèêè êîðåëþþòü ì³æ ñîáîþ. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ðîçì³ð ìàòðèö³ â îáîõ
ìåòîäàõ íå çì³íèâñÿ, îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäí³ñòü ìåòîäó MQkS áóäå òàêà æ,
ÿê ³ ìåòîäó QS. ²¿ ñóòòºâîãî çíèæåííÿ ìîæíà äîñÿãíóòè ïðè çìåíøåíí³
ðîçì³ðó ÇÔÁ â ïîð³âíÿíí³ ç La. Çã³äíî ç (8) ïðè ka < 1 çìåíøóþòüñÿ ðîçì³ð
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m Îïîðí³ çíà÷åííÿ
Ïðèðîñòè äî îïîðíèõ çíà÷åíü

1 2 3 4 5

20 6 471 594 853 16 36 54 96 120

15 452 141 593 58 76 78 106 118

21 27 749 160 899 32 42 54 92 140

36 037 125 721 42 88 100 112 120

22 87 614 993 781 8 82 86 110 116

114 135 715 457 2 12 14 36 54

23 274 858 909 339 34 54 94 114 130

363 823 025 568 1 25 29 43 79

24 651 133 587 339 4 14 58 98 104

1 535 783 162 540 53 63 83 149 219

25 2 095 629 580 239 142 160 184 248 292

4 771 835 678 545 28 46 48 108 118

26 6 787 809 030 482 39 41 77 111 195

14 732 294 257 385 24 78 122 158 194

27 22 126 102 809 573 8 16 34 58 76

45 195 487 366 502 131 167 195 215 225

28 72 582 191 787 419 14 32 68 108 222

137 774 841 923 874 89 107 119 133 137

29 239 604 396 594 260 47 81 209 293 357

417 354 612 108 130 21 39 67 123 133

30 687 691 741 189 047 100 104 176 184 244

1 454 139 900 343 951 16 22 130 162 190

31 2 660 737 903 883 030 101 153 219 243 329

3 758 355 900 220 833 20 28 38 70 80

Òàáëèöÿ 4. Ïðîñò³ ÷èñëà, ïîäàí³ ÿê îïîðí³ çíà÷åííÿ òà ïðèðîñòè äî íèõ



ÔÁ ³ ðîçì³ð ìàòðèö³, ùî ìîæå çóìîâèòè çàãàëüíå çíèæåííÿ îá÷èñëþ-
âàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ ìåòîäó MQkS ïî â³äíîøåííþ äî ìåòîäó QS.

Ïðîòå, ÿê çàçíà÷åíî âèùå, çìåíøåííÿ ðîçì³ðó ÔÁ ïðèçâîäèòü äî
çìåíøåííÿ ÷èñëà Â-ãëàäêèõ íà òîìó æ ³íòåðâàë³ ïðîñ³þâàííÿ, ó çâ’ÿçêó ç
÷èì çðîñòàº îáñÿã ïðîñ³ÿíèõ õ òà òðèâàë³ñòü ðîçðàõóíê³â. Òîìó ó äðóã³é
ãðóï³ ðîçðàõóíê³â ìåòîäîì MQkS âèçíà÷àâñÿ òåìï çðîñòàííÿ òðèâàëîñò³
ðîáîòè àëãîðèòìó ïðè âèçíà÷åíí³ La + 3 Â-ãëàäêèõ ÷èñåë. Ïðè çì³í³ êîåô³-
ö³ºíòà ka çì³íþâàëîñÿ ³ çíà÷åííÿ La. Â óñ³õ åêñïåðèìåíòàõ áóëî ïðèéíÿòî
Lb = La (òàáë. 5). ²íôîðìàö³þ ïðî ñåðåäíº çíà÷åííÿ ê³ëüêîñò³ ïðîñ³ÿíèõ õ

ïîäàíî ÿê ïîêàçíèê ñòåïåíÿ: P = (La)kp. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â
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T T k(QS)/ (MQ S)

Ðèñ. 1. Ãðàô³êè â³äíîøåííÿ ÷èñåë âèêîðèñòàíèõ ïðîáíèõ õ ïðè
ïðîñ³þâàíí³ òà òðèâàëîñò³ ôîðìóâàííÿ Â-ãëàäêèõ äëÿ ìåòîä³â
QS òà MQkS

m L
a

La = L
a

La = (La)0,95
La = (La

)
0,9

kp T, c La kp T, c La kp T, c

20 109 2,151 15,609 87 2,234 22,187 68 2,343 33,614

21 127 2,156 24,311 99 2,255 36,512 78 2,374 53,311

22 146 2,154 36,74 114 2,263 55,81 89 2,377 80,701

23 168 2,194 59,091 130 2,282 81,263 101 2,383 128,654

24 193 2,193 93,834 149 2,273 138,429 114 2,404 209,665

25 221 2,212 144,792 169 2,307 221,238 129 2,413 313,861

26 253 2,216 219,558 192 2,298 320,019 146 2,405 481,81

27 289 2,219 329,552 217 2,319 493,622 164 2,428 747,965

28 328 2,231 526,141 246 2,319 812,738 184 2,431 1175,217

29 373 2,251 776,085 277 2,346 1170,039 206 2,461 1726,182

30 423 2,257 1210,248 313 2,341 1814,613 231 2,45 3176,458

Òàáëèöÿ 5. Ðîçì³ð çàãàëüíî¿ ÔÁ, îáñÿã ïðîñ³ÿíèõ çíà÷åíü
òà òðèâàë³ñòü ðîçðàõóíêó ïðè ka = 1; 0,95; 0,9



ñâ³ä÷àòü ïðî òå, ùî ïðè çìåíøåíí³ çíà÷åííÿ ka çìåíøóºòüñÿ ðîçì³ð ÔÁ,
àëå çðîñòàº òðèâàë³ñòü îá÷èñëåíü òà ê³ëüê³ñòü ïðîñ³ÿíèõ õ.

Ïîïåðåäí³é àíàë³ç ùîäî ðîçì³ùåííÿ Â-ãëàäêèõ ÷èñåë ïîêàçàâ, ùî ¿õ
á³ëüøå ïðè áëèçüêèõ äî N çíà÷åííÿõ ïðîáíèõ, ùî â³äïîâ³äàº íåâåëèêîìó
ðàä³óñó ïðîñ³þâàííÿ. Òîìó, âî÷åâèäü, çìåíøåííÿ òðèâàëîñò³ ôîðìóâàííÿ
ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ òà ê³ëüêîñò³ ïðîáíèõ õ ìîæíà äîñÿãíóòè ïðè çíèæåíí³
ðàä³óñó ïðîñ³þâàííÿ. Äëÿ ïåðåâ³ðêè äàíî¿ ã³ïîòåçè ïðîâåäåíî ñåð³þ åêñïå-
ðèìåíò³â ïðè N = 10m, äå m �20� ��� La = (La)0,95, Lb = (La)kb òà çì³í³ çíà÷åííÿ
kb (ðèñ. 2). Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ïðè kb = 0,85 â á³ëüøîñò³ âèïàäê³â îòðèìàíî
ì³í³ìàëüíó òðèâàë³ñòü ðîçðàõóíêó, áóëî ïðîâåäåíî ÷èñåëüí³ åêñïåðèìåí-
òè ç âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ka äëÿ çàáåçïå÷åííÿ îäíî÷àñíîãî çìåíøåííÿ
òðèâàëîñò³ ôîðìóâàííÿ ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ ÷èñåë ³ ðîçì³ðó ÇÔÁ.

Ó òàáë. 7 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äëÿ ìåòîä³â QS ïðè La = La òà MQkS ïðè
La = (La)0,95 ³ La = (La)0,9, äå Lb = (La)0,85. Àíàë³çóþ÷è äàí³, íàâåäåí³ â òàáë. 7,
ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïðè ka = 0,95 ³ kb = 0,85 òðèâàë³ñòü îòðèìàííÿ
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m
Òðèâàë³ñòü T = f (N, kb) ðîáîòè àëãîðèòìó A ïðè kb

1 0,95 0,9 0,85 0,8 0,75 0,7

20 22,001 20,898 20,519 19,889 19,986 19,86 19,799

21 35,304 33,671 33,023 30,942 31,312 31,013 31,812

22 51,842 50,279 49,67 48,748 49,139 49,232 49,898

23 80,825 77,576 75,906 73,81 73,419 73,185 74,513

24 127,037 123,356 117,42 116,034 118,541 120,18 124,648

25 203,255 196,106 192,602 187,894 190,134 186,431 195,461

26 306,209 301,724 294,719 288,89 294,372 299,161 308,02

Òàáëèöÿ 6. Òðèâàë³ñòü ðîçðàõóíêó ïðè çì³í³ ðàä³óñà ïðîñ³þâàííÿ òà ka = 0,95 çã³äíî (9)

1

1,4

1,8

2,2

0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 kb

20

21

22

23

24

25

lg ( )=26N
g N( )

Ðèñ. 2. Ãðàô³êè g(N) = (ln(N) – 19)/5 + f (N, kb) / f (N, 1) â³äïî-
â³äíî äàíèõ òàáë. 5



Ìåòîä ìíîæèííîãî êâàäðàòè÷íîãî k-ðåøåòà ö³ëî÷èñåëüíî¿ ôàêòîðèçàö³¿

ISSN 0204–3572. Åëåêòðîí. ìîäåëþâàííÿ. 2018. Ò. 40. ¹ 5 21

m

QS MQkS

La = L
a

La = (La)0,95
La = (La)0,9

L
a

kp T, ñ La Lb kp T, c La Lb kp T, c

20 109 2,615 28,81 87 54 2,194 19,87 68 54 2,31 29,91

21 127 2,584 40,41 99 61 2,202 30,94 78 61 2,311 47,58

22 146 2,573 60,17 114 69 2,227 48,75 89 69 2,33 77,98

23 168 2,555 86,33 130 78 2,232 73,81 101 78 2,344 113,98

24 193 2,538 123,78 149 88 2,227 116,03 114 88 2,353 181,01

25 221 2,548 203,98 169 99 2,257 187,89 129 99 2,383 289,15

26 253 2,574 361,59 192 110 2,261 288,89 146 110 2,363 436,89

27 289 2,574 564,78 217 123 2,282 439,8 164 123 2,391 681,96

28 328 2,592 1000,66 246 138 2,283 698,26 184 138 2,392 1054,73

29 373 2,584 1586,62 277 153 2,311 1032,23 206 153 2,421 1599,94

30 423 2,663 3919,69 313 171 2,309 1583,96 231 171 2,418 2442,62

31 479 2,653 5036,85 352 190 2,318 2418,51 258 190 2,42 3791,06

Òàáëèöÿ 7. Îáñÿã ïðîñ³ÿíèõ çíà÷åíü òà òðèâàë³ñòü
ðîçðàõóíêó Â-ãëàäêèõ äëÿ ìåòîä³â QS òà MQkS

m = 24

T N T m( )/ ( )c
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Ðèñ. 3. Â³äíîøåííÿ T (N )/Tc(m), îòðèìàí³ äëÿ 25 çíà÷åíü Nn: �— ìåòîä QS; � — ìåòîä MQkS



ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ ìåòîäîì MQkS º ìåíøîþ, í³æ ìåòîäîì QS, à ïðè N =
30 ³ 31 íåîáõ³äíèé ÷àñ äëÿ ìåòîäó QS á³ëüøå í³æ âäâ³÷³ ïåðåâèùóº íåîá-
õ³äíèé ÷àñ äëÿ ìåòîäó MQkS. Â³äòàê, ö³ äàí³ ï³äòâåðäæóþòü ìîæëèâ³ñòü
âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó MQkS äëÿ ôàêòîðèçàö³¿ âåëèêèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó
ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî â òàáë. 7 (à òàêîæ â òàáë. 5 ³ 6) íàâåäåíî ñóìàðíèé ÷àñ
ôîðìóâàííÿ Â-ãëàäêèõ äëÿ 25 ÷èñåë. Òîìó âàæëèâî îö³íèòè ìîæëèâîñò³
ìåòîäó MQkS ïðè êîíêðåòíèõ çíà÷åííÿõ N.

Íåõàé T (N) — òðèâàë³ñòü ðîçðàõóíêó Â-ãëàäêèõ äëÿ êîíêðåòíîãî N ,
Tc (m) —ñåðåäíº çíà÷åííÿ òðèâàëîñò³ ðîçðàõóíêó äëÿ 25 çíà÷åíü N ïîðÿäêó
10m. Íà ðèñ. 3 íàâåäåíî ³íôîðìàö³þ ïðî â³äíîøåííÿ T (Nn)/Tc(m) äëÿ ìå-
òîä³â QS ³ MQkS. Îòæå, ñåðåä ð³çíèõ çíà÷åíü N ³ñíóþòü òàê³, äëÿ ÿêèõ
òðèâàë³ñòü ïîøóêó ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ ìåòîäîì MQkS º ìåíøîþ (³íîä³ â
ê³ëüêà ðàç³â), í³æ â³äíîøåííÿ ñåðåäí³õ çíà÷åíü òðèâàëîñò³ ïîøóêó äëÿ
ìåòîäó QS. Ñàìå äëÿ ôàêòîðèçàö³¿ òàêèõ ÷èñåë N äîö³ëüíî âèêîðèñòîâó-
âàòè ìåòîä MQkS.

Âèñíîâêè

Ìåòîä QS º íàéøâèäøèì äëÿ ÷èñåë âåëè÷èíîþ äî 10110. Â íüîìó íàéá³ëüø
çàòðàòíîþ çà ÷àñîì º ïðîöåäóðà ïîøóêó Â-ãëàäêèõ ÷èñåë. Íà ¿¿ òðèâàë³ñòü
³ñòîòíî âïëèâàþòü ðîçì³ð ÔÁ òà ³íòåðâàë ïðîñ³þâàííÿ. ²ñíóº ìîäèô³êàö³ÿ
ìåòîäó QS, â³äîìà ÿê ìåòîä MPQS, äå ïîøóê Â-ãëàäêèõ çä³éñíþºòüñÿ äëÿ
ð³çíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôóíêö³é, â ÿêèõ êîåô³ö³ºíòè ïîë³íîìà º äîñèòü âå-
ëèêèìè ÷èñëàìè ³ ¿õ ñë³ä øóêàòè. Â MPQS òàêîæ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÔÁ òà
³íòåðâàë ïðîñ³þâàííÿ, ùî äîçâîëÿº çìåíøèòè îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäí³ñòü
àëãîðèòìó ïîøóêó ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ.

Â îñíîâó çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ôàêòîðèçàö³¿ ïîêëàäåíî ³äå¿, áëèçü-
ê³ äî ìåòîäó MPQS. Â MQkS ïîë³íîìè X 2 – kN, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ øó-
êàþòü Â-ãëàäê³ ÷èñëà, ìàþòü ïðîñòó ñòðóêòóðó òà áóäóþòüñÿ ëåãêî. Ïðîòå
â íèõ ïðè êîæíîìó k âèêîðèñòîâóþòüñÿ ³íø³ ÔÁ òà ³íòåðâàë ïðîñ³þâàííÿ.
Öå çóìîâèëî ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ ÇÔÁ, ìíîæèíà åëåìåíò³â ÿêî¿ ì³ñòèòü ÔÁ
äëÿ äîâ³ëüíîãî k.

Çà ðåçóëüòàòàìè äîñë³äæåíü âñòàíîâëåíî, ùî ìåòîä MQkS ïðè éîãî
ðåàë³çàö³¿ çã³äíî ç àëãîðèòìîì À äîçâîëÿº îòðèìóâàòè äîñòàòíþ ê³ëüê³ñòü
Â-ãëàäêèõ ÷èñåë ïðè ð³çíîìó ðîçì³ð³ ÔÁ, à ïðè ka = 0,95 òà kb = 0,85 º
êðàùèì çà ìåòîä QS çà ñåðåäí³ìè ïîêàçíèêàìè ÷àñó. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ
ôàêòîðèçàö³¿ ÷èñåë N äîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä MQkS, àëãîðèòì
ÿêîãî ìîæíà ëåãêî àäàïòóâàòè äëÿ ïàðàëåëüíî¿ ðåàë³çàö³¿, ðîçä³ëèâøè
îïåðàö³¿ ïîøóêó Â-ãëàäêèõ íà îêðåì³ çàâäàííÿ ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ k.
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Ñ.Ä. Âèííè÷óê, Â.Í. Ìèñüêî

ÌÅÒÎÄ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÃÎ
K-ÐÅØÅÒÀ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÉ ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖÈÈ

Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà (QS), â êîòîðîé ïðè ïîèñêå
Â-ãëàäêèõ ÷èñåë èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû X2– kN. Â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ QS è ìíîæåñò-
âåííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà (MPQS) â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå ìíî-
æåñòâåííîãî êâàäðàòè÷íîãî k-ðåøåòà (MQkS) èñïîëüçóåòñÿ îáùàÿ ôàêòîðíàÿ áàçà (ÔÁ),
êîòîðàÿ äåòàëèçèðóåòñÿ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè k. Â àëãîðèòìå ó÷òåíî, ÷òî ÷èñëî Â-ãëàäêèõ
îòíîñèòåëüíî áîëüøå ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñåë èç èíòåðâàëà ïðîñåèâàíèÿ. Ýòî
ïîäòâåðæäåíî äàííûìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Îïèñàíû øàãè ïðåäëàãàåìîãî àëãî-
ðèòìà è èäåè èõ ðåàëèçàöèè. Íà îñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàíî, ÷òî ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà MQkS ìîæíî äîñòè÷ü óìåíüøåíèÿ â ñðåäíåì âðåìåíè ôîðìèðîâàíèÿ
ìíîæåñòâà Â-ãëàäêèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì QS ïðè ìåíüøåì ðàçìåðå ÔÁ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: öåëî÷èñëåííàÿ ôàêòîðèçàöèÿ, ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà, ìíî-
æåñòâåííîå ðåøåòî.

S.D. Vynnychuk, V.M. Misko

METHOD OF MULTIPLE QUADRATIC K-SILVE INTEGER FACTORIZATION

A modification of the quadratic sieve method (QS) is proposed, in which the polynomials X2 � kN
are used in the search for B-smooth numbers. In contrast to the QS and multiple polynomial qua-
dratic sieve (MPQS) methods, the proposed multiple quadratic k-sieve method (MQkS) uses a
common factor base (FB), which is detailed for each k value. The algorithm takes into account
that the number of B-smooth is relatively larger with smaller values of the numbers from the sift-
ing interval. This is confirmed by the data of numerical experiments. The steps of the proposed al-
gorithm and their implementation are described. Based on numerical experiments, it was shown
that using the MQkS method, it is possible to achieve a decrease in the average time of formation
of the B-smooth set compared to the QS method with a smaller size of FB.

K e y w o r d s: integer factorization, quadratic k-sieve method, multiple sieve.
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