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Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå
àëãîðèòìîâ ëèíåéíîé ñâåðòêè ñ ïîìîùüþ
ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì

Ðàññìîòðåí ñèíòåç àëãîðèòìîâ ëèíåéíîé ñâåðòêè ìàññèâîâ, äëèíà êîòîðûõ íå ðàâíà 2n, ñ
ïîìîùüþ ìåòîäîâ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì (Ã×Ñ). Ñèíòåç îñíîâàí íà ðåêóð-
ðåíòíîì îáðàìëåíèè ñóìì ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé îòñ÷åòîâ ñâåðòêè ñ ïîñëåäóþùèì ïðè-
ìåíåíèåì èçîìîðôíûõ Ã×Ñ. Ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû ïî ÷èñëó óìíîæåíèé áëèçêè ê àëãî-
ðèòìàì Âèíîãðàäà.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà, ëèíåéíàÿ ñâåðòêà, èçîìîð-
ôèçì, óìíîæåíèå, áèêîìïëåêñíûå ÷èñëà, êâàäðèïëåêñíûå ÷èñëà.

Ëèíåéíàÿ ñâåðòêà äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ ñ íåêîòîðûì ÿäðîì ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå îáùåé è âàæíîé âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷åé â îáëàñòè öèôðîâîé îáðà-
áîòêè ñèãíàëîâ. Ïîñêîëüêó ýòà îïåðàöèÿ, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ ìíîãî
ðàç, âåñüìà àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà áûñòðûõ àëãîðèòìîâ âû-
ïîëíåíèÿ ëèíåéíîé ñâåðòêè.

Ïóñòü äèñêðåòíûé ñèãíàë èìååò âèä X x x x N�{ , , ..., }1 2 , à ÿäðî ñâåðò-
êè — Y y y y N�{ , ,..., }1 2 . Òîãäà èõ ëèíåéíàÿ ñâåðòêà èìååò ñëåäóþùèé âèä
[1—3]:

C k x y
i

N

k i i( ) �
�

��
1

, k N N� � � �( ), ..., , ..., ( )1 0 1 , (1)
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ò.å. âñåãî 2 1( )N � îòñ÷åòîâ. Êàê âèäíî èç (1), ïðè òàêîì ôîðìóëèðîâàíèè
ïîòðåáóþòñÿ çíà÷åíèÿ ñèãíàëà ñ èíäåêñàìè, âûõîäÿùèìè çà ãðàíèöû èí-
òåðâàëà [ , ]1 N . Ïîýòîìó ñèãíàë íåîáõîäèìî äîîïðåäåëèòü:

X x N� � �{ ,( )2 ..., , , , ..., , , ..., }x x x x x xN N N0 1 2 1 2 1� � ,

âñåãî 3 2N � çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì íîâûå çíà÷åíèÿ ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíû-
ìè íóëþ: x i �0 ïðè i N�[ , ..., ]1 .

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ôîðìóë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé
ÿäðà öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòàâëÿòü â èíâåðñíîì âèäå: Y y y yN N

* { , , ..., }� �1 1 .
Ñâÿçü ìåæäó èíâåðñíûìè y i

* è ïðÿìûìè y i çíà÷åíèÿìè çàäàåòñÿ ñîîò-
âåòñòâèåì

y yi N i
* � � �1. (2)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿäðà â èíâåðñíîé ôîðìå ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîìïîíåíòîâ ñâåðòêè (1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

C k x y
i

N

N k i i( ) �
�

� � ��
1

1 , k N N� � � �( ), ..., , ..., ( )1 0 1 . (3)

Ôîðìóëû (1) è (3) ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû, ñâÿçü ìåæäó íèìè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2). Ïîñêîëüêó ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîé ñâåðòêè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé N åñòü O N( )2 , è îíà áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ
âîçðàñòàíèåì çíà÷åíèÿ N, èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû «áûñòðûõ» âè÷èñëåíèé
òàêèå, êàê àëãîðèòìû Êóêà—Òîîìà, Âèíîãðàäà, Êóëè—Òüþêè, Ãóäà—
Òîìàñà, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ìíîãèå äðóãèå, ïîäðîáíîå îïèñàíèå êî-
òîðûõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1—4]. Êàæäûé èç íàçâàííûõ ìåòîäîâ
îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè ïðåèìóùåñòâàìè è íåäîñòàòêàìè. Ïîýòîìó öå-
ëåñîîáðàçåí ïîèñê íîâûõ ìåòîäîâ.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòìû âûïîëíåíèÿ ñâåðòêè, îñíîâàííûå íà ïåðåõîäå
ê ãèïåðêîìïëåêñíûì ïðîñòðàíñòâàì. Îñíîâû òàêîãî ïîäõîäà èçëîæåíû â
ðàáîòå [5].

Ïðèíöèïû ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ Ã×Ñ ê âû÷èñëåíèþ ñâåðòêè.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷ëåíû ñâåðòûâàåìûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé äëèíîé N n�2 êàê êîìïîíåíòû ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïðèíàäëå-
æàùèõ íåêîòîðîé Ã×Ñ �1 ðàçìåðíîñòüþ dim�1 2� n . Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ
ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîäåðæèò ïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ êîìïîíåíòîâ
ñâåðòûâàåìûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îäíàêî îíè áóäóò êîìáè-
íèðîâàòüñÿ â ñóììû íå â òàêîì ñîñòàâå, êàê ýòî íóæíî äëÿ îðãàíèçàöèè
êîìïîíåíòîâ ñâåðòêè. Êðîìå òîãî, ÷èñëî âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé ïðè
óìíîæåíèè ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë â îáùåì ñëó÷àå ðàâíî 22n , ò.å. ñòîëü-
êî æå, ñêîëüêî è ïðè íåïîñðåäñòâåííîì âû÷èñëåíèè ñâåðòêè.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàþò äâå ïðîáëåìû: ïåðâàÿ — óìåíüøåíèå êîëè-
÷åñòâà âåùåñòâåííûõ îïåðàöèé ïðè óìíîæåíèè ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
âòîðàÿ — îðãàíèçàöèÿ âûáîðà ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíòîâ ñâåðòêè.
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Ðåøåíèå ýòèõ äâóõ ïðîáëåì ïîçâîëÿåò ñèíòåçèðîâàòü òàêèå àëãîðèòìû ñâåðò-
êè, êîòîðûå ïî êîëè÷åñòâó îïåðàöèé ýôôåêòèâíåå äðóãèõ àëãîðèòìîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé ïðîáëåìû ìîæíî ïåðåéòè â Ã×Ñ, èçîìîðôíóþ
èñõîäíîé, òàáëèöà óìíîæåíèÿ êîòîðîé çàïîëíåíà ñëàáî. Òàêèå ïàðû Ã×Ñ
îïèñàíû â [6—9]. Ïåðåõîä ìåæäó íèìè òðåáóåò âûïîëíåíèÿ òîëüêî îïå-
ðàöèé ñëîæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå âòîðîé ïðîáëåìû çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà èñïîëüçóå-
ìûõ Ã×Ñ. Åñëè äèñêðåòíûé ñèãíàë è ÿäðî èìåþò äëèíó N è ïðåäñòàâëåíû
N-ìåðíûìè ãèïåðêîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â íåêîòîðîé Ã×Ñ, òî:

1) ñâåðòêà èìååò 2 1N � êîìïîíåíòîâ, à ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãèïåðêîìï-
ëåêñíûõ ÷èñåë — N êîìïîíåíòîâ;

2) â êàæäîì êîìïîíåíòå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë
ñîäåðæèòñÿ ïî N ñëàãàåìûõ, à â êîìïîíåíòàõ ñâåðòêè ÷èñëî ñëàãàåìûõ
ïåðåìåííîå: îò 1 äî N.

Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïðè óìíîæåíèè äâóõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë
êîëè÷åñòâî âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé M â çàâèñèìîñòè îò òèïà ïðèìå-
íÿåìîé Ã×Ñ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ N M N	 	 3, òîãäà êàê â ñâåðòêå
N 2 ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ èçîìîðôíûìè Ã×Ñ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà—
Äåäåêèíäà [3], êîììóòàòèâíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà èçîìîðôíà ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ ïîëåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé êàíîíè÷åñêîé Ã×Ñ [5]
ñóùåñòâóåò èçîìîðôíàÿ åé Ã×Ñ, íà äèàãîíàëè òàáëèöû óìíîæåíèÿ êî-
òîðîé íàõîäÿòñÿ ëèáî êëåòêè òàáëèö óìíîæåíèÿ ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
ëèáî êàêîé-íèáóäü áàçèñíûé ýëåìåíò, à îñòàëüíûå ÿ÷åéêè òàáëèöû óìíî-
æåíèÿ — íóëè.

Ãèïåðêîìïëåêñíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé äëèíîé N

n� 2 . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n �1, ò.å. ëèíåéíóþ ñâåðò-
êó äâóõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, { , }x x1 2 è { , }y y2 1 , äëèíà êîòîðûõ
ðàâíà äâóì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) ëèíåéíàÿ ñâåðòêà èìååò òðè îòñ÷åòà:

C x y( )� �1 1 1,

C x y x y( )0 1 2 2 1� � , (4)

C x y( )1 2 2� .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ îòñ÷åòîâ ñâåðòêè èñïîëüçóþò-
ñÿ èçîìîðôíûå Ã×Ñ äâîéíûõW e( , )2 è îðòîäâîéíûõW f1 2( , )÷èñåë, òàáëè-
öû óìíîæåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä [7, 8]

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ ëèíåéíîé ñâåðòêè
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W e1 e2 W1 f1 f2

e1 e1 e2 f1 f1 0

e2 e2 e1 f2 0 f2

, ,



à ïðÿìîé è îáðàòíûé îïåðàòîðû èçîìîðôèçìà — ñëåäóþùèé âèä:

L
e f f

e f f
:

,

,
1 1

2 1 2

� �

� �


�
�

L
f e e

f e e
� � �

� �


�
�

1 1 1 2

2 1 2

2

2
:

( ) / ,

( ) / .
(5)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé{ , }x x1 2 è{ , }y y2 1
êàê êîìïîíåíòû ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë Ã×Ñ W:

X x e x e� �0 0 1 1, (6)

Y y e y e� �2 1 1 2. (7)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ Ã×Ñ W:

XY x y x y e x y x y e� � � �( ) ( )1 2 2 1 1 1 1 2 2 2. (8)

Ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (8) ñîäåðæèò âñå ïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, íåîáõîäè-
ìûå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñâåðòêè (4). Áîëåå òîãî, êîìïîíåíòà ïðè e1 ïîëíîñòüþ
ñîâïàäàåò ñ îòñ÷åòîì z ( )0 , à êîìïîíåíòà ïðè e2 ðàâíà ñóììå îñòàëüíûõ îò-
ñ÷åòîâ, íî êîëè÷åñòâî âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé ðàâíî ÷åòûðåì òàêæå, êàê è
â (4). Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàþò ïðîáëåìû: âî-ïåðâûõ, óìåíüøèòü ÷èñëî
óìíîæåíèé â (8) è, âî-âòîðûõ, ðàçäåëèòü îòñ÷åòû z ( )�1 è z ( )1 .

Äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà óìíîæåíèé öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè èç
ñèñòåìû W â ñèñòåìó W1. Ïðè ýòîì äëÿ ïåðåâîäà ÷èñåë X Y W, 
 â ÷èñëà
X Y W1 1 1, 
 íåîáõîäèìî â (6) è (7) ïîäñòàâèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ L èç (5).
Òîãäà

X x x f x x f1 1 2 1 1 2 2� � � �( ) ( ) , (9)

Y y y f y y f1 1 2 0 2 1 1� � � �( ) ( ) . (10)

Òàêîé ïåðåõîä òðåáóåò äîïîëíèòåëüío ÷åòûðå ñëîæåíèÿ. Îäíàêî, ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî îáû÷íî ÷èñëîâîé ìàññèâ ñâîðà÷èâàåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì ÿäðîì,
ïåðåõîä êîòîðîãî âW1 ñäåëàí çàðàíåå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåõîä èç ñèñ-
òåìû W â ñèñòåìó W1 òðåáóåò òîëüêî äâà ñëîæåíèÿ.

Óìíîæåíèå ÷èñåë (9) è (10) â ñîîòâåòñòâèå ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿW1,

X Y f f x x y y f x x y y f1 1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2� � � � � � � �� � ( ) ( ) ( ) ( ) ,

òðåáóåò äâà óìíîæåíèÿ. Îáðàòíûé ïåðåõîä èç ñèñòåìû W1 â ñèñòåìó W â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì L–1 èç (10) áóäåò èìåòü âèä

XY e e�
�

�
�� � � �1 2

1
1 2

2
2 2

, (11)
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÷òî òàêæå òðåáóåò äâà ñëîæåíèÿ. Äåëåíèå íà äâà — ýòî êîðîòêàÿ îïåðàöèÿ,
òðåáóþùàÿ òîëüêî ñäâèãà ðåãèñòðà. Ïîýòîìó åå ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Ïðè-
ðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè (8) è (11), ïîëó÷àåì

x y x y1 2 2 1
1 2

2
� �

�� �
, (12)

x y x y1 1 2 2
1 2

2
� �

�� �
. (13)

Åñëè âû÷èñëèòü çàðàíåå îäíî èç ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè (13), íàïðèìåð
x y1 1, òî êîìïîíåíòû ñâåðòêè (3) áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì

C x y( )� �1 1 1,

C ( ) ( ) /0 21 2� �� � ,

C x y( ) ( ) /1 21 2 1 1� � �� � ,

÷òî òðåáóåò òðè óìíîæåíèÿ è ïÿòü ñëîæåíèé. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü ñëå-
äóþùåå: ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè N n�2 , êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, ýòîò
àëãîðèòì ìîæíî ïðèìåíÿòü n �1ðàç. Ïðè ýòîì âî âñåõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå x y1 1
áóäåò îáùåå, à ÷èñëî óìíîæåíèé âî âñåõ àëãîðèòìàõ, êðîìå îäíîãî, ñîêðà-
òèòñÿ â äâà ðàçà. Ñëåäîâàòåëüíî, íà âû÷èñëåíèå îäíîãî ïàðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ïîòðåáóåòñÿ 0,75 îïåðàöèé âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñâåðòêó äâóõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,

X x x x x� ( , , , )1 2 3 4 , Y y y y y� ( , , , )4 3 2 1 ,

äëèíà êîòîðûõ ðàâíà ÷åòûðåì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) ëèíåéíàÿ ñâåðòêà
áóäåò èìåòü ñåìü îòñ÷åòîâ:

C x y( )� �3 1 1,

C x y x y( )� � �2 1 2 2 1,

C x y x y x y( )� � � �1 1 3 2 2 3 1,

C x y x y x y x y( )0 1 4 2 3 3 2 4 1� � � � ,

C x y x y x y( )1 2 3 3 3 4 2� � � ,

C x y x y( )2 3 4 4 3� � ,

C x y( )3 4 4� .

Äëÿ âûïîëíåíèÿ äàííîé ñâåðòêè íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 16 âåùåñò-
âåííûõ óìíîæåíèé è äåâÿòü ñëîæåíèé. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [10, 11], â
ýòîì ñëó÷àå ýôôåêòèâåí àëãîðèòì, â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ èçîìîðôèçì
W W~� 1 è èçîìîðôèçì àâòîóäâîåíèé ýòèõ ñèñòåì W W( ) ( )~2

1
2� . Èõ òàáëèöû

óìíîæåíèÿ èìåþò âèä
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W e e e e

e e e e e

e e e e e

e e e e e

e e e e

( )2
1 2 3 4

1 1 2 3 4

2 2 1 4 3

3 3 4 1 2

4 4 3 2 e1

,

W f f f f

f f

f f

f f

f f

1
2

1 2 3 4

1 1

2 2

3 3

4 4

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

( )

Ïîñêîëüêó W W( ) ( )~2
1

2� , ìåæäó áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè ýòèõ Ã×Ñ ñóùåñò-
âóþò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ [10, 11]:

e f f f f1 1 2 3 4� � � � , f e e e e1 1 2 3 4 4� � � �( ) / ,

e f f f f2 1 2 3 4� � � � , f e e e e2 1 2 3 4 4� � � �( ) / ,
(14)

e f f f f3 1 2 3 4� � � � , f e e e e3 1 2 3 4 4� � � �( ) / ,

e f f f f4 1 2 3 4� � � � , f e e e e4 1 2 3 4 4� � � �( ) / .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X è Y êàê êîì-
ïîíåíòû ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë Ã×Ñ W e( ) ( , )2 4 ñ òàêèìè æå èäåíòèôè-
êàòîðàìè:

X x e x e x e x e� � � �1 1 2 2 3 3 4 4, (15)

Y y e y e y e y e� � � �4 1 3 2 2 3 1 4. (16)

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ Ã×Ñ W e( ) ( , )2 4 ïðîèçâåäåíèå
ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë (15) è (16) èìååò âèä

XY e
i

i i�
�
�

1

4

� ,

ãäå
�1 1 4 2 3 3 2 4 1� � � �x y x y x y x y , � 2 1 3 2 4 3 1 4 2� � � �x y x y x y x y ,

� 3 1 2 2 1 3 4 4 3� � � �x y x y x y x y , � 4 1 1 2 2 3 3 4 4� � � �x y x y x y x y .

Äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà óìíîæåíèé öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè èç
ñèñòåìû W e( ) ( , )2 4 â ñèñòåìóW f1

2 4( ) ( , ) [10, 11]. Òîãäà äëÿ ïåðåâîäà ãèïåð-
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ W e( ) ( , )2 4 , â ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà, ïðèíàäëåæàùèåW f1

2 4( ) ( , ), íåîáõîäèìî â (15) è (16) ïîäñòàâèòü ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ (14):

X f x x x x f x x x x f
i

i i1
1

4

1 2 3 4 1 1 2 3 4 2� � � � � � � � � �
�
�� ( ) ( )

� � � � � � � �( ) ( )x x x x f x x x x f1 2 3 4 3 1 2 3 4 4. (17)

ß.À. Êàëèíîâñêèé, Þ.Å. Áîÿðèíîâà, ß.Â. Õèöêî, À.Ñ. Ñóêàëî
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Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóåòñÿ è ãèïåðêîìïëåêñíîå ÷èñëî Y:

Y f
i

i i1
1

4

�
�
� � .

(18)

Òàêîé ïåðåõîä òðåáóåò äîïîëíèòåëüíî 16 ñëîæåíèé. Îäíàêî, ïîñêîëüêó
îáû÷íî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîðà÷èâàåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì ÿäðîì,
ïåðåõîä ýëåìåíòîâ êîòîðîãî â W f1

2 4( ) ( , ) ñäåëàí çàðàíåå, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ïåðåõîä èç ñèñòåìû W e( ) ( , )2 4 â ñèñòåìó W f1

2 4( ) ( , ) òðåáóåò òîëüêî
âîñåìü ñëîæåíèé.

Ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë (17) è (18) â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ
W f1

2 4( ) ( , ) èìååò âèä

X Y f
i

i i i1 1
1

4

�
�
�� �

è òðåáóåò âñåãî ëèøü ÷åòûðå óìíîæåíèÿ. Îáðàòíûé ïåðåõîä èç W f1
2 4( ) ( , )

â ñèñòåìó W e( ) ( , )2 4 â ñîîòâåòñòâèè ñ (14) áóäåò èìåòü âèä

XY e e
i

i i� � � � � �
�
�

1

4

1 1 2 2 3 3 4 4 1
1

4
� �� � � � � � � � )

� � � � � � � �
1

4

1

4
1 1 2 2 3 3 4 4 2 1 1 2 2 3 3 4 4�� � � � � � � � �� � � � � � � �) )e e3 �

� � � �
1

4
1 1 2 2 3 3 4 4 4�� � � � � � � � ) e .

Ïîñëå ýòîãî âûïîëíÿåòñÿ ñâåðòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé { , }x x1 2 è { , }y y1 2 .
Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ òðè óìíîæåíèÿ è áóäóò ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ x y2 2 è
x y x y1 2 2 1� . Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå x x2 1� ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â äàëü-
íåéøåì ïðè ñîêðàùåíèè êîëè÷åñòâà ñëîæåíèé. Äàëåå âûïîëíÿåòñÿ
ñâåðòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé { , }x x1 3 è { , }y y1 3 , äëÿ êîòîðîé ïîòðåáóåòñÿ
òîëüêî äâà óìíîæåíèÿ è áóäóò ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ x y3 3 è x y x y1 3 3 1� .

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îïðåäåëåíû âåëè÷èíû � i , i �1 4, ..., , x y1 1, x y2 2,
x y3 3, x y x y1 2 2 1� , x y x y1 3 3 1� , äëÿ ÷åãî ïîòðåáóåòñÿ äåâÿòü óìíîæåíèé, òî
êîìïîíåíòû ñâåðòêè ïðèìóò òàêîé âèä:

C x y( )� �3 1 1, C x y x y( )� � �2 1 2 2 1,

C x y x y x y( )� � � �1 1 3 2 3 3 1, C ( )0 0�� ,

C x y x y x y( ) ( )1 1 1 3 3 1 3 3� � � �� ,

C x y x y( ) ( )2 2 1 2 2 1� � �� ,

C x y x y x y( ) ( )3 3 1 1 2 2 3 3� � � �� .
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîãî ïàðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òðå-
áóåòñÿ 9/16 = 0,5625 îïåðàöèé âåùåñòâåííîãî óìíîæåíèÿ. Êàê ïîêàçàëè
èññëåäîâàíèÿ [7, 11], àëãîðèòìû ïîäîáíîé ñòðóêòóðû ïðèâîäÿò ê óâåëè-
÷åíèþ êîëè÷åñòâà îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîãî ïàðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ, ïîëíàÿ äåêîìïîçèöèÿ çàäà÷è íà ôðàã-
ìåíòû 4 � 4 ïîçâîëÿåò ñèíòåçèðîâàòü àëãîðèòìû ñ ïîñòîÿííûì êîëè÷åñòâîì
îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîãî ïàðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ðàâ-
íûì 0,5625 îïåðàöèé âåùåñòâåííîãî óìíîæåíèÿ.

Ñõåìà òàêîãî àëãîðèòìà äëÿ N � �2 83 ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1. Êàê âèäíî
èç ýòîé ñõåìû, êàæäûé êâàäðàíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâåðòêó 4�4. Ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåì èçìåíåíèè èíäåêñîâ ïîëó÷àåì ëåâûé âåðõíèé êâàäðàíò. Â
ïðàâîì âåðõíåì êâàäðàíòå èíäåêñû ïðè x äîñòàòî÷íî óìåíüøèòü íà ïÿòü.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè n êîëè÷åñòâî îïåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ
îäíîãî ïàðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî 0,5625, íî äîáàâëÿåòñÿ 2 1n � ñëîæåíèé.

Ðåêóððåíòíûå ãèïåðêîìïëåêñíûå àëãîðèòìû ñâåðòêè äëÿ äëèí

N
n� 2 . Ðàññìîòðåííûå ðàíåå ìåòîäû ñèíòåçà àëãîðèòìîâ ñâåðòêè [5, 11]

ß.À. Êàëèíîâñêèé, Þ.Å. Áîÿðèíîâà, ß.Â. Õèöêî, À.Ñ. Ñóêàëî
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x y1 1

x y1 2 + x y2 1

x y1 3 + x y2 2 + x y3 1

x y1 4 + x y2 3 + x y3 2 + x y4 1

x y1 5 + x y2 4 + x y3 3 + x y4 2 + x y5 1

x y1 6 + x y2 5 + x y3 4 + x y4 3 + x y5 2 + x y6 1

x y1 7 + x y2 6 + x y3 5 + x y4 4 + x y5 3 + x y6 2 + x y7 1

x y1 8 + x y2 7 + x y3 6 + x y4 5 + x y5 4 + x y6 3 + x y7 2 + x y8 1

x y2 8 + x y3 7 + x y4 6 + x y5 5 + x y6 4 + x y7 3 + x y8 2

x y3 8 + x y4 7 + x y5 6 + x y6 5 + x y7 4 + x y8 3

x y4 8 + x y5 7 + x y6 6 + x y7 5 + x y8 4

x y5 8 + x y6 7 + x y7 6 + x y8 5

x y6 8 + x y7 7 + x y8 6

x y7 8 + x y8 7

x y8 8

Ðèñ. 1. Ñõåìà ïîëíîé äåêîìïîçèöèè



ðàñïðîñòðàíÿëèñü òîëüêî íà ñëó÷àè äëèí ñâåðòûâàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé, ðàâíûõ ñòåïåíè äâîéêè. Îäíàêî íà ïðàêòèêå î÷åíü ÷àñòî íåîáõîäèìî
ñâåðòûâàòü òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèí N n� 2 . Íàïðèìåð, ïðè îáðàáîòêå
èçîáðàæåíèé ÷àñòî íåîáõîäèìà ñâåðòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé N �3.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî àëãîðèòìà ñâåðòêè, ïîäîáíîãî àëãîðèòìó ñâåðòêè
2�2, íåîáõîäèìî èìåòü äâå èçîìîðôíûå Ã×Ñ ðàçìåðíîñòè dim �3, îäíà èç
êîòîðûõ ñèëüíîçàïîëíåííàÿ, à âòîðàÿ — ñëàáîçàïîëíåííàÿ:

G e e e

e e e e

e e e e

e e e e

33 1 2 3

1 1 2 3

2 2 3 1

3 3 1 2

,

3

0 0

0 0

0 0

1 2 3

1 1

2 2

3 3

R f f f

f f

f f

f f

.

Îäíàêî Ã×Ñ 3R è G33 íåèçîìîðôíû. Åñëè ñîñòàâèòü è ðåøèòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé èçîìîðôèçìà ýòèõ Ã×Ñ, òî íåòðèâèàëüíûå åå ðåøåíèÿ — êîìï-
ëåêñíûå. Íàïðèìåð, ìàòðèöà îäíîãî èç ðåøåíèé, èìååò âèä

1

3

1 1 1

1 1 3 2 1 3 2

1 1 3 2 1 3 2

( ) / ( ) /

( ) / ( ) /

� � � �

� � � �

i i

i i

.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ã×Ñ 3R è G33 íåïðèãîäíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà
áûñòðîé ñâåðòêè 3 � 3. Êàê ïîêàçàëè èññëåäîâàíèÿ [7, 11], èç èçîìîðôíûõ
ñèñòåì òðåòüåé ðàçìåðíîñòè äëÿ ýòèõ öåëåé ëó÷øå âñåãî ïîäõîäèò ïàðà
èçîìîðôíûõ Ã×Ñ T è R C� , òàáëèöû óìíîæåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä

T e e e

e e e e

e e e e e

e e e e

1 2 3

1 1 2 3

2 2 3 1 2

3 3 2 1

2( ) /� �

�

,

R C f f f

f f

f f f

f f f

�

�

1 2 3

1 1

2 2 3

3 3 2

0 0

0

0

.

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå ãèïåðêîìïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ â Ã×Ñ 3R
òðåáóåò òðè âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèÿ, òîãäà êàê ãèïåðêîìïëåêñíîå óìíî-
æåíèå â Ã×Ñ R C� äàæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû áûñòðîãî óìíîæå-
íèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë òðåáóåò ÷åòûðå âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèÿ. Êðîìå
òîãî, êàê âèäíî èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ Ã×Ñ T, ïðè óìíîæåíèè ãèïåðêîìï-
ëåêñíûõ ÷èñåë áóäåò íå äåâÿòü ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé, à 10, è íåêîòîðûå èç
íèõ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè. Ïîäðîáíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ
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ïîìîùüþ Ã×Ñ T è R C� ìîæíî ñèíòåçèðîâàòü àëãîðèòì ñâåðòêè, â êîòî-
ðîì áóäåò âîñåìü óìíîæåíèé, ò.å. âûèãðûø — îäíî óìíîæåíèå, ÷òî î÷åíü
ìàëî. Ïîýòîìó íóæíî èñêàòü äðóãèå ïîäõîäû ê ñèíòåçó àëãîðèòìîâ ñâåðò-
êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé N n� 2 .

Êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâåðòêè 3 � 3 ïîêàçàíû íà ðèñ. 2, ãäå âûäåëåíû
êîìïîíåíòû ñâåðòêè 2 � 2, àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîòîðîé ïðèâåäåí âûøå.
Êàê âèäíî èç ðèñ. 2, êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâåðòêè 3 � 3 ïîëó÷àþòñÿ èç
êîìïîíåíòîâ ñâåðòêè 2 � 2, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ íóæíî âûïîëíèòü òðè
óìíîæåíèÿ îáðàìëåíèåì ïÿòüþ ýëåìåíòàìè, ò.å. ê âû÷èñëåíèþ ñâåðòêè
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x y1 1

x y1 2 + x y2 1

x y1 3 + x y2 2 + x y3 1

x y2 3 + x y3 2

x y3 3

Ðèñ. 2. Êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâåðòêè 3 � 3

x y2 2 + x y3 1

x y2 3 + x y3 2

x y3 3

Ðèñ. 3. Êîìïîíåíòû ñâåðòêè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé { , }x x2 3 è { , }y y3 2

x y1 1 �

x y1 2 + x y2 1 �

� � � � � � �

x yN1 1� + x yN2 2� + x y3 5 + � x yN � 2 2 + x yN �1 1

x yN1 + x yN2 1� + x yN3 2� + � x yN � 2 3 + x yN �1 2 + x yN 1

x yN2 + x yN3 1� + � x yN � 2 4 + x yN �1 3 + x yN 2

� � � � � � �

� x yN N� 2 + x yN N� �1 1 + x yN N � 2

x yN N�1 + x yN N �1

x yN N

Ðèñ. 4. Îáùèé âèä êîìïîíåíòîâ ëèíåéíîé ñâåðòêè N N�



2 � 2 ñëåäóåò äîáàâèòü ïÿòü óìíîæåíèé, âñåãî áóäåò 3 + 5 = 8 óìíîæåíèé,
êàê è â ïðåäûäóùåì àëãîðèòìå. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî óìåíü-
øèòü ÷èñëî óìíîæåíèé.

Ôðàãìåíò, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 3, ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé { , }x x2 3 è { , }y y3 2 , ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå x y2 2 óæå èçâåñòíî.
Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíòîâ x y x y2 3 3 2� è x y3 3 òðåáóåòñÿ äâà
óìíîæåíèÿ. Ïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ x y1 3 è x y3 1 íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü
íåïîñðåäñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè 3 � 3 ñ ïîìîùüþ îáðàì-
ëåíèÿ ñâåðòêè 2 � 2 âêëþ÷àåò 3 + 2 + 2 = 7 óìíîæåíèé. Ýòî ìåíüøå, ÷åì
âêëþ÷àåò àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè èçîìîðôíûõ Ã×Ñ T è
R C� . Êðèòåðèåì � ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà ñâåðòêè ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-
íèå ÷èñëà óìíîæåíèé M N , òðåáóþùèõñÿ ïðè âûïîëíåíèè ñâåðòêè N N� ,
êo âñåìó êîëè÷åñòâó ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé: � � M NN / 2. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè íà âû÷èñëåíèå îäíîãî ïàðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâåðòêè 2 � 2 ïðèõîäèò-
ñÿ 0,75 îïåðàöèé âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé, òî äëÿ ñâåðòêè 3 � 3 çíà÷åíèå
� áóäåò íåñêîëüêî áîëüøå: � �0 78, .

Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâåðòêè N N� â îáùåì âèäå (ðèñ. 4).
Êàê âèäíî èç ðèñ. 4, äëÿ ïåðåõîäà îò ñâåðòêè ( ) ( )N N� � �1 1 ê ñâåðòêå N N�
íóæíî âûïîëíèòü 2 1( )N � óìíîæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ðåêóð-
ðåíòíàÿ çàâèñèìîñòü M M NN N� � ��1 2 1( ). Ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî
ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè çíà÷åíèå êðèòåðèÿ �
âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû ñâåðòûâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íà-
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü èíäåêñà � îò äëèíû ñâîðà÷èâàåìîãî ìàññèâà N: —
äåêîìïîçèöèîííûé àëãîðèòì; - - - ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì



ïðèìåð, ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îò N � 4 çíà÷åíèå �
áóäåò âîçðàñòàòü òàê:

Êàê âèäèì, ïðè N = 8,� �082812, . Îäíàêî, êàê áûëî óêàçàíî âûøå, äëÿ
öåëûõ ñòåïåíåé äâîéêè åñòü àëãîðèòìû äåêîìïîçèöèè, äëÿ êîòîðûõ ýòîò
èíäåêñ ãîðàçäî ìåíüøå: � �05625, . Ïîýòîìó ïðè N �8 íåöåëåñîîáðàçíî
ïðîäîëæàòü ïðîöåññ ðåêóðñèè îò N � 7, à ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì
äåêîìïîçèöèè äëÿ ñòåïåíè äâà.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì
äî çíà÷åíèÿ äëèíû ñâîðà÷èâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíîé 2 1n � , à
äàëåå, ïðè N n�2 èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì äåêîìïîçèöèè, ïîñëå ÷åãî ïðî-
äîëæàåòñÿ ðåêóðñèÿ äî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ äëèíû ñâîðà÷èâàåìîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Êàê âèäíî èç ðèñ. 5, íàèáîëüøèé ýôôåêò äîñòèãàåòñÿ ïðè
äëèíàõ ñâîðà÷èâàåìîãî ìàññèâà N, áëèçêèõ ê 2n ñïðàâà (� 40%), è ñíèæàåòñÿ
ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê 2n ñëåâà. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî âñå ïðåäñòàâ-
ëåííûå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ãèïåð-
êîìïëåêñíûõ âû÷èñëåíèé, îïèñàííîãî â ðàáîòàõ [12, 13].

Âûâîäû

Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîé ñâåðòêè ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé, äëèíû êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ îò öåëûõ ñòåïåíåé äâîéêè, ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ðåêóððåíòíîå îáðàìëåíèå êîìïîíåíò ñâåðòêè ïðåäûäóùåé äëèíû
ñâåðòûâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íà÷àëîì ðåêóðñèè ïðèíèìàåòñÿ ñâåðòêà,
ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå àëãîðèòìà äåêîìïîçèöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì Ã×Ñ
äëÿ äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíîé áëèæàéøåé ìåíüøåé ñòåïåíè
äâîéêè ïî îòíîøåíèþ ê çàäàííîé äëèíå. Àëãîðèòìû ïîäîáíîãî òèïà
íàèáîëåå ýôôåêòèâíû äëÿ äëèí ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, áëèçêèõ ê 2n ñâåðõó
(êîëè÷åñòâî óìíîæåíèé ñîêðàùàåòñÿ â ñðåäíåì íà 30%).
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ÏÎÑË²ÄÎÂÍÀ ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÀËÃÎÐÈÒÌ²Â
Ë²Í²ÉÍÎ¯ ÇÃÎÐÒÊÈ ÇÀ ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ
Ã²ÏÅÐÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ ×ÈÑËÎÂÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ðîçãëÿíóòî ñèíòåç àëãîðèòì³â ë³í³éíî¿ çãîðòêè ìàñèâ³â, äîâæèíà ÿêèõ íå äîð³âíþº 2n, çà
äîïîìîãîþ ìåòîä³â ã³ïåðêîìïëåêñíèõ ÷èñëîâèõ ñèñòåì (Ã×Ñ). Ñèíòåç çàñíîâàíî íà ðå-
êóðåíòíîìó îáðàìëåíí³ ñóì ïàðíèõ äîáóòê³â â³äë³ê³â çãîðòêè ç ïîäàëüøèì çàñòîñó-
âàííÿì ³çîìîðôíèõ Ã×Ñ. Îòðèìàí³ àëãîðèòìè çà ÷èñëîì ìíîæåíü áëèçüêè äî àëãîðèò-
ì³â Âèíîãðàäà.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: ã³ïåðêîìïëåêñíà ÷èñëîâà ñèñòåìà, ë³í³éíà çãîðòêà, ³çîìîðô³çì,
ìíîæåííÿ, á³êîìïëåêñí³ ÷èñëà, êâàäðèïëåêñí³ ÷èñëà.

Ya.A. Kalinovsky, Y.E. Boyarinova, Ya.V. Khitsko, A.S. Sukalo

THE STRUCTURE OF A SEQUENTIAL
METHOD FOR CONSTRUCTING LINEAR CONVOLUTION
ALGORITHMS WITH THE HELP OF THE HNS

The paper considers the synthesis of algorithms for linear convolution of arrays, whose length is
not equal 2n, for which the methods of hypercomplex number systems (HNS) are used. The syn-
thesis is based on the recurrent fringing of sums of pair products of convolution counts with sub-
sequent application of isomorphic hypercomplex numerical systems. The obtained algorithms by
the number of multiplications are nearly to the algorithms of Vinograd.

K e y w o r d s: hypercomplex numerical system, linear convolution, isomorphism, ultiplication,
bicomplex numbers, quadriplex numbers.
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