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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óãëîâîãî äâèæåíèÿ
êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â ïàðàìåòðàõ
Ðîäðèãà—Ãàìèëüòîíà è åå ñâîéñòâà

Ðàññìîòðåíà ìîäåëü âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) â âèäå äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ Ðîäðèãà—
Ãàìèëüòîíà. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ýòîãî óðàâíåíèÿ è ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ñèíòåçà
àëãîðèòìîâ ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèè ÊÀ, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü â àíàëèòè÷åñêîì
âèäå ïðîãðàììíûå òðàåêòîðèè ïåðåîðèåíòàöèè ÊÀ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé ïðîâåðêè ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè íà ÊÀ «Ñè÷-2».

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ïàðàìåòðû Ðîäðèãà—Ãàìèëüòîíà, êîñìè÷åñêèé àïïàðàò, êâàòåð-
íèîí, îðèåíòàöèÿ, äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êâàòåðíèîíà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ óãëîâûì äâè-
æåíèåì êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ), êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü
óãëîâîãî äâèæåíèÿ ÊÀ, â êîòîðîé äëÿ îïèñàíèÿ îðèåíòàöèè èñïîëüçóþòñÿ
ïàðàìåòðû Ðîäðèãà—Ãàìèëüòîíà. Âîïðîñû ïðèìåíåíèÿ ýòîé ìîäåëè â
çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ îðèåíòàöèåé ÊÀ ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [1—10 è äð.],
ãäå ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðîâ Ðîäðèãà—Ãàìèëüòîíà â êà-
÷åñòâå êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïîâûøàåò ýôôåêòèâíîñòü àíàëèòè÷åñ-
êîãî èññëåäîâàíèÿ è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ óãëî-
âûì äâèæåíèåì ÊÀ.

Ôèçè÷åñêîé îñíîâîé ïàðàìåòðîâ Ðîäðèãà—Ãàìèëüòîíà ÿâëÿåòñÿ ïðå-
îáðàçîâàíèå ñèñòåì êîîðäèíàò ïîñðåäñòâîì ïëîñêîãî ïîâîðîòà íà óãîë
� ��[ , ]0 âîêðóã íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé îñè, íàçûâàåìîé îñüþ Ýéëåðà.
Âîçìîæíîñòü òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óñòàíîâëåíà èçâåñòíîé òåîðåìîé
Ýéëåðà [11]. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ Ðîäðèãà—
Ãàìèëüòîíà â çàäà÷àõ äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [1, 12,
13]. Â íèõ ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìàëèçì êâàòåðíèîííîé àëãåáðû ïîçâîëÿåò
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ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ðåàëèçîâàòü âñå îñíîâíûå îïåðàöèè, âûïîëíÿåìûå
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ âðàùåíèåì.

Äîñòîèíñòâîì ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå âû÷èñëèòåëüíûõ
îñîáåííîñòåé è ìèíèìàëüíàÿ èçáûòî÷íîñòü âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, íàëè÷èå
ïðîñòûõ ôîðìóë äëÿ ñëîæåíèÿ ïîâîðîòîâ, à íåäîñòàòêîì — íåëèíåéíîñòü
ìîäåëè, ÷òî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò ñèíòåç çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå ìîäåëü äâè-
æåíèÿ, èìåþùóþ âèä ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ Ðîäðèãà—Ãàìèëüòîíà [3—5]. Îäíàêî â ìî-
äåëÿõ, îïèñàííûõ â ðàáîòàõ [3—5], ïðàâûå ÷àñòè äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà âûðàæåíû íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ïàðàìåòðû Ðîäðèãà—Ãàìèëüòîíà.
Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìîäåëè ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè, è
èõ òðóäíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ. Ýòèõ òðóäíîñòåé ìîæíî
èçáåæàòü, åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè èñïîëüçîâàòü äèíàìè÷åñêîå óðàâíå-
íèå äëÿ êâàòåðíèîíà, îïèñûâàþùåå ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëÿå-
ìûõ ïåðåìåùåíèé òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ñ åäèíè÷íûì ðàäèóñîì â ÷å-
òûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå [14, 15]. Èññëåäóåì ñâîéñòâà òàêîé ìîäåëè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óãëîâîãî äâèæåíèÿ ÊÀ â ïàðàìåòðàõ

Ðîäðèãà—Ãàìèëüòîíà. Ââåäåì óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ñèñòåìû êîîð-
äèíàò:

�A
AB — âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ áàçèñà A îòíîñèòåëüíî áà-

çèñà B, çàäàííûé ïðîåêöèÿìè íà îñè áàçèñà A;

�AB
AB

AB

�
	



��

�



��

�

�

0

— âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàòåðíèîíà ñî ñêàëÿðíîé

� AB
0 è âåêòîðíîé �

AB
R� 3 ÷àñòÿìè ïåðåõîäà îò áàçèñà À ê áàçèñó Â ;

C BA — ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà À ê áàçèñó Â;
I — èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò;
R — îïîðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ òðåáóåìàÿ

îðèåíòàöèÿ ÊÀ, åå âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
I çàäàåòñÿ âåêòîðîì ïðîãðàììíîé óãëîâîé ñêîðîñòè â âèäå íåêîòîðîé ôóíê-
öèè âðåìåíè�R

RI t( ), èìåþùåé ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè � ( )�R
RI t ;

B — æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ êîðïóñîì ÊÀ ïðàâàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò, óãëîâîå ïîëîæåíèå êîòîðîé â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ðà-
áîòîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ÊÀ;

J — òåíçîð èíåðöèè ÊÀ;
M Rè �

3 — óïðàâëÿþùèé ìîìåíò, ñîçäàâàåìûé èñïîëíèòåëüíûìè
îðãàíàìè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ÊÀ;

M Râ�
3 — âîçìóùàþùèé ìîìåíò;
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� ( )x — ëèíåéíûé êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð âåêòîðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì � ( )x y x y� � ,

� ( )x

x x

x x

x x
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0

0
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;

In — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n n� .
Ïóñòü äèíàìèêà óãëîâîãî äâèæåíèå ÊÀ îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîãî

áàçèñà I îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

J J M MB
BI

B
BI

B
BI

�� � �� � � �è â. (1)

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå áàçèñà B îòíîñèòåëüíî áàçèñà R. Ñîãëàñíî òåîðåìå
î ñëîæåíèè ñêîðîñòåé äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè�B

BI çàïèøåì

� � �B
BI

B
BR

B
RI� � . (2)

Èç óðàâíåíèÿ (2) ïîëó÷àåì

� � �B
BR

B
BI

B
RI� � . (3)

Ïðè ýòîì äëÿ âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êâàòåðíèîíà �RB ñïðàâåäëèâî
óðàâíåíèå

2 0
�

( )
�

�
�RB

B
BR

B
BR

B
BR RB

T

� �

�

�

�
�

�

�
�

�

� �
. (4)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ âûðàæåíèå (3) ñ ó÷åòîì (1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå,
îïèñûâàþùåå äèíàìèêó óãëîâîãî äâèæåíèÿ áàçèñà B îòíîñèòåëüíî áà-
çèñà R:

J J J M MB
BR

B
BI

B
BI

B
BI

B
BR

B
RI

� ( � )� � � � � �� � � � � � �è â, (5)

ãäå

� � ��B
RI

BR RB R
RIC� � , � �� � ��B

RI
BR RB R

RIC� � .

Äëÿ âåêòîðà �RB ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

|| ||�RB
2 1� . (6)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ äâàæäû ïî âðåìåíè ðàâåíñòâî (6), ïîëó÷èì

� � �RB
T

RB RB
�� || � ||� �2 0. (7)
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Ðàçðåøèâ óðàâíåíèå (7) îòíîñèòåëüíî ���
RB

, íàéäåì äèíàìè÷åñêîå óðàâíå-
íèå äëÿ âåêòîðà �

RB
(äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êâàòåðíèîíà [15]):

�� ) || � ||� �� � � � �
RB RB RB

T

RB RBI f4
2� � . (8)

Â ýòîì óðàâíåíèè âåêòîð f R� 4 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, èçìåíÿÿ
êîòîðóþ ìîæíî èçìåíÿòü õàðàêòåð äâèæåíèÿ âåêòîðà�

RB
. Èç (4) ñëåäóåò

� �� �B
BR

RB RB
A�2 ) � , (9)

ãäå ìàòðèöà A
RB

�� ) èìååò âèä A I
RB RB RB RB

�� �) ( ( ))� � �� � �0
3 . Äëÿ ýòîé

ìàòðèöû ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: A A I
RB

T

RB
�� �) ( ) � 3,

A
RB RB

�� �) �0. Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå (9) ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ìàòðèöû
A

RB
�� ) è óðàâíåíèÿ (8), íàõîäèì

� )� ��B
BR

RB
A f�2 . (10)

Óðàâíåíèå (10) ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü âçàèìíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
âåêòîðîì f è ôèçè÷åñêè äåéñòâóþùèìè ìîìåíòàìè M è è M â. Ðàçðåøèâ
óðàâíåíèå (10) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà f, ïîëó÷èì

f A J M M J JT
RB B

BI
B
BI

B
RI

B
BR

B
RI� � � � � ��1

2
1( ) ( ( � )� è â� � � � � � ) � ��RB ,

ãäå � — ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (8) èç-
ìåíèòü õàðàêòåð äâèæåíèÿ âåêòîðà �RB ìîæíî ëèøü ñ ïîìîùüþ ñîñòàâ-
ëÿþùåé f I fRB RB

T
� � �( )4 � � , îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó �RB . Ïîýòîìó ñîñ-

òàâëÿþùàÿ f RB|| � �� , ïàðàëëåëüíàÿ âåêòîðó �RB , íå âëèÿåò íà õàðàêòåð
äâèæåíèÿ è åå ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ. Òîãäà

f AT
RB B

BR� �
1

2
( ) �� �

� � � � � ��1

2
1A J M M J JT

RB B
BI

B
BI

B
RI

B
BR

B
RI( ) ( ( � ))� è â�� � � � � . (11)

Ïðåäñòàâèì óïðàâëÿþùèé ìîìåíò M è â ñëåäóþùåì âèäå:

M JA U J JRB B
BI

B
BI

B
RI

B
BR

B
RI

è � � � � � �2 ( ) ( � )� � � � � � , (12)

ãäå âåêòîðU R� 4 áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê íîâûé âåêòîð óïðàâëåíèÿ. Ðå-
øàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî U, íàõîäèì âûðàæåíèå, ïîçâîëÿþùåå
ðàññ÷èòàòü âåêòîð U ïî âåêòîðó M è:
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U AT
RB B

BR� �
1

2
( ) �� �

� � � � ��1

2
1A J M J JT

RB B
BI

B
BI

B
RI

B
BR

B
RI( ) ( ( � ))� è �� � � � � . (13)

Ñ ó÷åòîì (12) âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà f R� 4 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f AT
RB B

BR� �
1

2
( ) �� �

� � � � � ��1

2
1A J M M J JT

RB B
BI

B
BI

B
RI

B
BR

B
RI( ) [ ( � )]� è â� � � � � � �

� � � � � ��1

2
21A J JA U J JT

RB RB B
BI

B
BI

B
RI

B
BR

B( ) [ ( ) ( �� � � � � � �RI
B
BIM) � � �â �

� � � � � �J J A A U AB
BI

B
RI

B
BR

B
RI T

RB RB
T

RB� � � �( � )] ( ) ( ) (� � �
1

2
) J M�1

â. (14)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (14) â (8) è âûïîëíèâ íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, ïîëó÷èì

�� ) ( ) || � ||� �� � � � � � �
RB RB RB

T T
RB RB RBI U A J M4

1 21

2
� � �

â . (15)

Óðàâíåíèå (15), êàê è óðàâíåíèÿ (4), (5), îïèñûâàåò óãëîâîå äâèæåíèå
áàçèñà B îòíîñèòåëüíî áàçèñà R. Â ýòîì óðàâíåíèè â êà÷åñòâå âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âåêòîð ïàðàìåòðîâ Ðîäðèãà—Ãàìèëüòîíà (êâà-
òåðíèîí) è åãî ïðîèçâîäíàÿ, à â êà÷åñòâå âåêòîðà óïðàâëåíèÿ — âåêòîð U.

Ìàòðèöó A RB( )� , êîòîðàÿ âõîäèò â âûðàæåíèÿ (9)—(15), ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê îïåðàòîð îòîáðàæåíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â òðåõ-
ìåðíîå: R RA4 3��� . Ïðè ýòîì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè-
öåé AT

RB( )� : R RAT3 4� �� . Òîãäà ñîîòíîøåíèÿì (9), (12), (13) ñîîòâåòñò-

âóþò ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:

��RB
A

B
BR2� �� � ,

U J M J JA
B
BI

B
BI

B
RI

B
BR

B
RI2 1� �� � � � �� ( ( � ))è �� � � � � ,

�B
BR

A

RB

T1

2� �� �� ,

J M J J UB
BI

B
BI

B
RI

B
BR

B
RI

AT

� � � � � � ��1
1

2( ( � ))è �� � � � � .
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Ìîäåëü óãëîâîãî äâèæåíèÿ ÊÀ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèÿìè (4), (5),
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü, â êîòîðîé óðàâíåíèÿ äèíàìèêè çàïèñàíû â
ïðîñòðàíñòâå R 3, à êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ — â ïðîñòðàíñòâå R 4. Óðàâ-
íåíèå (15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü óãëîâîãî äâèæåíèÿ ÊÀ, â êîòîðîé
óðàâíåíèÿ äèíàìèêè è êèíåìàòèêè çàïèñàíû â ïðîñòðàíñòâå R 4. Ïðè ýòîì
îòîáðàæåíèþ ïîäâåðãàåòñÿ è óïðàâëÿþùèé ìîìåíò. Ïîñêîëüêó îòîáðà-
æåíèå, îïðåäåëÿåìîå ìàòðèöåé AT

RB( )� , îáðàòèìî, ìîæíî ñèíòåçèðîâàòü çà-

êîíû óïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóÿ ìîäåëü (15), à çàòåì ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ

U J M J JA
B
BI

B
BI

B
RI

B
BR

B
RI2 1� �� � � � �� ( ( � ))è� � � � � �

âåðíóòüñÿ â ïðîñòðàíñòâî R 3 è ïî ôîðìóëå (12) íàéòè ôèçè÷åñêè ðåàëè-
çóåìûé óïðàâëÿþùèé ìîìåíò M è .

Óðàâíåíèå (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ òî÷êè ïî ñôåðå â ïðîñòðàíñòâå R n :

�� ( ) | � |X I X X f X Xn
T

0 0 0 0 0
2� � � . (16)

Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðåæäå ÷åì èçëàãàòü ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ
îðèåíòàöèåé ÊÀ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ (15), ðàññìîòðèì îñíîâíûå
ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (16).

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè ïî ñôåðå è åãî ñâîéñòâà. Ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå

��X 0 � , X R0
4� . (17)

Íàëîæèì íà âåêòîð X 0 îãðàíè÷åíèå

|| ||X 0 1� . (18)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ äâàæäû ïî âðåìåíè ðàâåíñòâî (18), ïîëó÷èì îãðà-
íè÷åíèå, êîòîðîìó äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü âåêòîð  :

 T X X0 0
2 0� �|| � || . (19)

Èç ðàâåíñòâà (19) ïîëó÷àåì

 ��I X X f X Xn
T� �0 0 0 0

2) || � || , (20)

ãäå f R� 4 — ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ïîäñòàâèâ (20) â (17), ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè X 0 ïî åäèíè÷íîé ñôåðå â ïðîñòðàíñòâå R n :

�� ( ) | � |X I X X f X Xn
T

0 0 0 0 0
2� � � . (21)
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Âåêòîð f R n� áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð óïðàâëåíèÿ. Ââåäåì
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:  ��  �� � �I X X f X Xn

T
0 0 0 0

2) , || � |||| . Ñ ó÷åòîì
ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé âûðàæåíèå (20) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå � � �
� || . Âåêòîð  || ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàäèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ óñêîðå-
íèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè ïî ñôåðå, à  � — êàñàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Äëÿ
âåêòîðîâ  || è  � ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

  � !""
T

� , (22)

X T
0  � !� , (23)

X XT
0 0

2 �|| || � ||� . (24)

Èç âûðàæåíèé (21)—(23) ñëåäóåò, ÷òî èçìåíÿòü òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ
òî÷êè ïî ñôåðå (óïðàâëÿòü ïåðåìåùåíèåì) ìîæíî, ëèøü èçìåíåíÿÿ êàñà-
òåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ óñêîðåíèÿ òî÷êè  � , ò.å. ïîñðåäñòâîì ôîðìè-
ðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óïðàâëåíèÿ f. Ïðè ýòîì ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ  || óäåðæèâàåò òî÷êó íà ñôåðå. Äëÿ óðàâíåíèÿ (16)
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü çàäàíà íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé X F X X X Xm m( ) ( )( , � , ��, ..., )� �1 . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîì-

ïîíåíòû âåêòîðà X t R n( )� êàê êîîðäèíàòû îäíîèìåííîé òî÷êè, êîòîðàÿ

äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå R n ïî íåêîòîðîé òðàåêòîðèè, îïðåäåëÿåìîé
âåêòîðîì X (t). Ïðè ýòîì âåêòîð-ôóíêöèÿ X t( ), t t t�[ , ]0 1 , óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ || ( )||X t # 0. Òîãäà äâèæåíèå ïðîåêöèè ýòîé òî÷êè íà åäèíè÷íóþ

ñôåðó â ïðîñòðàíñòâå R n , îïðåäåëÿåìîå îðòîì X t
X t

X t
0( )

( )

|| ( )||
� âåêòîðà X t( ),

îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

�� ( ) | � |X I X X f X Xn
T

0 0 0 0 0
2� � � ,

f
X

X X� � �
�� �

�

$
$
$

%2 0 0,

$ � X XT , � �$ � X XT
0 ,

â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ % ( )t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîëüíóþ ñêàëÿðíóþ
ôóíêöèþ âðåìåíè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì âåêòîð X t R n( )� . Áóäåì ïîëàãàòü,

÷òî åãî äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì X F X X X Xm m( ) ( )( , � , ��, ..., )� �1 .

Ïðåäñòàâèì âåêòîð X â âèäå X X�$ 0, ãäå X X0 � /$ , $ � X XT .
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Âåêòîð X 0 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîîðäèíàòû òî÷êè íà åäèíè÷-
íîé ñôåðå â R n . Ïîñêîëüêó X 0 — íîðìèðîâàííûé âåêòîð, äëÿ íåãî ñïðà-

âåäëèâî óðàâíåíèå
�� ( ) | � |X I X X f X Xn

T

0 0 0 0 0
2� � � . (25)

Äëÿ âåêòîðà ��X ìîæíî çàïèñàòü �� � � � ��X X X X� � �$ $ $0 0 02 , îòêóäà ïîëó÷èì

��

�� �� �

�X
X

X X0 0 02� � �
$

$
$

$
$

.
(26)

Íàéäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ��X è X 0:

�� �� | � |X X XT
0 0

2� �$ $ . (27)

Ðàçðåøèâ óðàâíåíèå (27) îòíîñèòåëüíî ��/$ $ è ïîäñòàâèâ íàéäåííîå âûðà-
æåíèå â (26), äëÿ ïåðåìåííîé ��X 0 çàïèøåì

�� ( )
�� �

� | � |X I X X
X

X X Xn
T

0 0 0 0 0 0
22� � �

	



�

�



��

$
$
$

. (28)

Âû÷èòàÿ èç (25) âûðàæåíèÿ (28), ïîëó÷àåì

( )
�� �

�I X X f
X

Xn
T� � �
	



�

�



� �0 0 02 0

$
$
$

,

ò.å. âåêòîð f
X

X� �
�� �

�

$
$
$

2 0 ïðèíàäëåæèò íóëåâîìó ïðîñòðàíñòâóY0 ìàòðèöû

E X Xn
T� 0 0 . Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà åäèíèöå, à åãî ýëå-

ìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì Y X0 0�% , ãäå % — ïðîèçâîëüíàÿ ñêà-

ëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

f
X

X X� � �
�� �

�

$
$
$

%2 0 0. (29)

Ðåøèâ óðàâíåíèå (29) îòíîñèòåëüíî f, ïîëó÷èì

f
X

X X� � �
�� �

�

$
$
$

%2 0 0.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü íà åäèíè÷íîé ñôåðå â ïðîñòðàíñòâå R n çà-

äàíà òî÷êà X t0( ), äâèæåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ��X 0 �
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� � �( ) | � |I X X f X Xn
T

0 0 0 0
2. Åäèíè÷íîìó âåêòîðó X t0( ) ìîæíî ïîñòàâèòü â

ñîîòâåòñòâèå âåêòîð X t( ), èçìåíåíèå êîîðäèíàò êîòîðîãî âî âðåìåíè îïè-
ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ��( )X t �&, ãäå ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 ôóíêöèÿ
&� �t èìååò âèä&� � �t f X X$ $ %� �2 0 0

� � ,$ � X XT . Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ X t X t( ) ( )0 0 0� , � ( ) � ( )X t X t0 0 0� , òî ñó-
ùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðàìè X t0( ) è
X t( ), îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèÿìè

X t
X t

0( )
( )

�
$

,

� ( )
( )

( ( ) ( ))
� ( )

X t
d

dt

X t
I X t X t

X t
n

T

0 0 0� 	


�

�


� � �

$ $
,

X t X t( ) ( )�$ 0 , � ( ) � ( ) � ( )X t X t X t� �$ $0 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå 2 ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñóùåñò-
âîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ñîãëàñíî êîòîðîé, åñëè
ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ,
îïèñûâàþùåãî èçìåíåíèå âî âðåìåíè âåêòîðà X t( ), ñîâïàäàþò ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî èçìåíåíèå âî âðåìåíè
âåêòîðà X t0( ), â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñóùåñòâîâàòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïåðåìåííûìè X t( ) è X t0( ).

Óòâåðæäåíèå 2 ïîçâîëÿåò ïðè ïîñòðîåíèè óïðàâëåíèÿ f ïåðåéòè îò
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïî ñôåðå, ãäå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå íà êîîðäèíàòû,
ê óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå R n , êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, ïðîùå,
÷åì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè ïî ñôåðå, è íå ñîäåðæèò îãðàíè÷åíèé. Äëÿ
ìîäåëè áåç îãðàíè÷åíèé íàõîäÿò ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ. Çàòåì, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1, ñòðîÿò óïðàâëåíèå f, îáåñïå÷è-
âàþùåå çàäàííîå äâèæåíèå ïî ñôåðå.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü íà åäèíè÷íîé ñôåðå â ïðîñòðàíñòâå R n çàäàíà
òî÷êà X t0( ), äâèæåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ��X 0 � , ãäå óñêî-
ðåíèå òî÷êè  îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì  ��I X X f X Xn

T� �0 0 0 0
2) || � || , à

âåêòîð f ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì óïðàâëåíèÿ. Òîãäà âåêòîðû è f ñâÿçàíû ñîîò-
íîøåíèåì f X� �% 0, ãäå ïåðåìåííàÿ % — ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà  â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

�   ��I X X X X I X X f X Xn
T T

n
T� � � �0 0 0 0 0 0 0 0

2) ) | � | . (30)
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (30) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ (19) íàõîäèì

�  � !I X X fn
T� �0 0 ) ( ) ,

ò.å. âåêòîð f � ïðèíàäëåæèò íóëåâîìó ïðîñòðàíñòâó Y0 ìàòðèöû
I X Xn

T� 0 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, f X� � % 0, îòêóäà f X� �% 0. Óòâåðæäå-

íèå äîêàçàíî.
Ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1,

èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè % ñîñòàâëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ
 � , çàâèñÿùàÿ îò âåêòîðà óïðàâëåíèÿ f, îñòàåòñÿ íåèçìåíåííîé, ò.å. ïà-
ðàìåòð % íå âëèÿåò íà õàðàêòåð äâèæåíèÿ âåêòîðà X 0. Èçìåíèòü õàðàêòåð
åãî äâèæåíèÿ ìîæíî ëèøü èçìåíèâ ñîñòàâëÿþùóþ óñêîðåíèÿ òî÷êè  � ,
ò.å. ïîñðåäñòâîì ôîðìèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óïðàâëåíèÿ f. Óòâåðæ-
äåíèå 3 äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïî ñôåðå â
âèäå ��X f X0 0� �% . Ïîñêîëüêó ïåðåìåííàÿ % íå âëèÿåò íà õàðàêòåð äâè-
æåíèÿ âåêòîðà X 0, åå ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâ-
íåíèå äëÿ âåêòîðà X 0 ïðèíèìàåò î÷åíü ïðîñòîé âèä: ��X f0 � . Ýòà ôîðìà
çàïèñè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè ïî ñôåðå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðîñòîå
ïî ñòðóêòóðå óðàâíåíèå îòêëîíåíèÿ òî÷êè îò ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè
(óðàâíåíèå îøèáêè):

��

�� ��

* *e X X f f fi � � � � �0 0 ' ,

ãäå X 0 — òåêóùåå ïîëîæåíèå òî÷êè íà ñôåðå (òåêóùàÿ òðàåêòîðèÿ); X 0
* —

òðåáóåìîå ïîëîæåíèå òî÷êè íà ñôåðå (ïðîãðàììíàÿ òðàåêòîðèÿ). Ñ ïî-
ìîùüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðàêòè-
÷åñêè ëþáîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ò.å. íàéòè ' f ) è çàòåì, èñ-
ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå f � �' f f * , ïîñòðîèòü òðåáóåìîå óïðàâëåíèå f.
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Y X0 0�
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Ðèñ. 1. Ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå óòâåðæäåíèÿ 3



Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðà-

ìè Ðîäðèãà—Ãàìèëüòîíà â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ îðèåíòàöèåé ÊÀ.

Óðàâíåíèå (15) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì, ÷òî ñóùåñòâåííî óñ-
ëîæíÿåò ïðîöåäóðó ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ U. Íåëèíåéíîñòü (15) îáóñëîâ-
ëåíà òåì, ÷òî �RB ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìèðîâàííûé êâàòåðíèîí. Äëÿ
òîãî ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåëèíåéíîñòè, ïåðåéäåì ê íåíîðìèðîâàííîìó
êâàòåðíèîíó. Ïðåäñòàâèì êâàòåðíèîí �RB â âèäå

�RB t
X t

X t
( )

( )

|| ( )||
� , (31)

ãäå X t R( )� 4 — âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðîãî íåíîðìèðîâàííîãî
êâàòåðíèîíà. Ïóñòü èçìåíåíèå âî âðåìåíè âåêòîðà X t( ) îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

��X �(,

X t tRB( ) ( )0 0�� , � ( ) � ( )X t tRB0 0�� .
(32)

Ñîãëàñíî (32) äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò âåêòîðà �RB ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

� ( )
( )

|| ( )||
( )

� ( )

|
� � �RB RB RB

Tt
d

dt

X t

X t
I

X t
�

	



��

�



�� � �4

| ( )||X t
. (33)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (33) âûðàæåíèå (9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

� �B
BR

X
A X X�

2
2|| ||

) � . (34)

Èç âûðàæåíèé (31)—(34) ñëåäóåò, ÷òî, ñôîðìèðîâàâ íóæíîå óïðàâëåíèå
( ( )t , ìîæíî ñôîðìèðîâàòü òðåáóåìûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ óãëîâîé îðèåí-
òàöèè è ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ÊÀ. Ïîñêîëüêó â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ X t tRB( ) ( )0 0�� , � ( ) � ( )X t tRB0 0�� , ñîãëàñíî óòâåðæ-
äåíèþ 2 ìåæäó âåêòîðàìè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì (32) è (15) ñóùåñòâóåò âçàèì-
íîå ñîîòâåòñòâèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëàìè

�RB t
X t

( )
( )

�
$

,

� ( )
( )

( ( ) ( ))
� ( )

� � �RB RB RB
Tt

d

dt

X t
I t t

X t
� 	



�

�


� � �

$ $
4 ,

X t tRB( ) ( )�$� , � ( ) � ( ) � ( )X t t tRB RB� �$ $� � , $ � �t X t X tT� ( ) ( ).

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (32) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå óãëîâîãî
äâèæåíèÿ ÊÀ, çàïèñàííîå â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óãëîâîãî äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà

ISSN 0204–3572. Åëåêòðîí. ìîäåëþâàííÿ. 2018. Ò. 40. ¹ 6 31



íåíîðìèðîâàííîãî êâàòåðíèîíà. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ m ðàç âåêòîð X,
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (32) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

X m( ) �&, (35)

ãäå âåêòîð& îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì& (� �( )m 2 . Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ ïðåäëîæåííîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ óãëîâîãî äâèæåíèÿ ÊÀ ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñ. 2.

Ñâÿçü äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïàðàìåòðàõ Ðîäðèãà—Ãàìèëüòîíà ñ
äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ íåíîðìèðîâàííîãî êâàòåðíèîíà (35) îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

�� ( ) � ||� � � � ""�RB RB RB
T

RB RBI U� � �4
2,

U
X

RB� �
�� �

�

$
$
$

2 � , $ � || ||X , � �$ ��RB
T X ,

êîòîðûå âûòåêàþò èç óòâåðæäåíèÿ 1.
Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ïîçâîëÿþò ñòðîèòü àëãîðèòìû

óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå òðåáóåìóþ îðèåíòàöèþ ÊÀ, ïî ñëåäóþùåé
ñõåìå:

Ø à ã 1. Çàäàåì îïòèìàëüíóþ ïðîãðàììó ðàçâîðîòà ÊÀ �
RB

t* ( ), îïðå-
äåëÿåìóþ êàê îðò âåêòîðà X t( ):

�
RB

t
X t

X t
* ( )

( )

|| ( )||
� ,

ãäå äâèæåíèå âåêòîðà X t R( )� 4 îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-

Í.Â. Åôèìåíêî

32 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2018. V. 40. ¹ 6

X t( )
Òðàåêòîðèÿ
äâèæåíèÿ òî÷êè X

Òðàåêòîðèÿ
äâèæåíèÿ KA

Åäèíè÷íàÿ ñôåðà

X t( )
�RB ( ) =t

|| ( )||X t

X t t( ) = ( )0 0�RB
X t t( ) = ( )1 1�RB

Ðèñ. 2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îïèñàíèÿ óãëîâîãî äâè-
æåíèÿ ÊÀ ñ ïîìîùüþ íåíîðìèðîâàííîãî êâàòåðíèîíà



íèåì âèäà X m( ) � & è &�R 4 ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì óïðàâëåíèÿ. Âåêòîð X t( )
è óïðàâëåíèå & íàõîäèì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óï-
ðàâëåíèÿ, à èìåííî: íàéòè çàêîí óïðàâëåíèÿ & ( )t , ïåðåâîäÿùèé ñèñòåìó
X m( ) �& èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0 â òðåáóåìîå ñîñ-
òîÿíèå â ìîìåíò âðåìåíè t1 è îáåñïå÷èâàþùèé ìèíèìóì íåêîòîðîìó
ôóíêöèîíàëó

L t X X X X dt

t

t
m( ) ( , � , ��, ..., , )( )� )
�

0

1
1* & .

Âèä ôóíêöèîíàëà L t( ) îïðåäåëÿåì, èñõîäÿ èç äèíàìè÷åñêèõ òðåáîâàíèé ê
ðåæèìó ðàçâîðîòà. Ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âåêòîðà
X t R( )� 4 èìååò î÷åíü ïðîñòîé âèä, è äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò àíà-
ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè âñåõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ø à ã 2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 1 íàõîäèì ïðîãðàììíîå óï-
ðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå äâèæåíèå âäîëü çàäàííîé òðàåêòîðèè:

U
X

RB
� �

�� �

�

*
$

$
$

2 � , $+ � X XT , � �$ � X XT
0 .

Ø à ã 3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 3 ôîðìèðóåì óïðàâëåíèå â
âèäå îáðàòíîé ñâÿçè ïî âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî óñòîé÷è-
âîñòü ðåàëüíîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîãðàììû ðàçâîðîòà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè. Íà îñíîâå
ïðåäëîæåííîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ïåðåîðèåíòàöèè áûëè
ðåàëèçîâàíû ðåæèìû ïðîãðàììíûõ ïîâîðîòîâ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ
«Egyptsat-1» è «Ñ³÷-2». Ðåçóëüòàòû ëåòíûõ èñïûòàíèé ðåæèìà ïðîãðàìì-
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Ðèñ. 3. Ãðàôèêè èçìåíåíèÿ óãëîâ îðèåíòàöèè (à) è óãëîâûõ ñêîðîñòåé (á) ïðè èñïûòàíèÿõ
ÊÀ «Ñ³÷-2» (âèòîê 630, ñòåðåîñúåìêà)



íûõ ïîâîðîòîâ ÊÀ «Ñ³÷-2» ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3 äëÿ âèòêà ¹ 630. Ïîëåòíîå
çàäàíèå ïðè ýòîì áûëî ñëåäóþùèì: óãîë êðåíà — ïëþñ 1,44882 ãðàä, óãîë
òàíãàæà — ïëþñ 34,5079 ãðàä, óãîë ðûñêàíèÿ — ìèíóñ 2,01134 ãðàä. Êàê
âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ, â êîíöå ðàçâîðîòà óãëû è óãëîâûå ñêî-
ðîñòè ñîîòâåòñòâóþò çàäàííûì, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ðàáîòîñïîñîáíîñòü
ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè.

Âûâîäû

Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ñèíòåçà àëãîðèòìîâ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåî-
ðèåíòàöèè ÊÀ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïðîãðàììíûå
òðàåêòîðèè ïåðåîðèåíòàöèè ÊÀ, ÷òî âåñüìà àêòóàëüíî äëÿ ðàçðàáîò÷èêîâ
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ îðèåíòàöèåé ÊÀ.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ ÊÓÒÎÂÎÃÎ ÐÓÕÓ ÊÎÑÌ²×ÍÎÃÎ ÀÏÀÐÀÒÀ
Â ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÕ ÐÎÄÐ²ÃÀ—ÃÀÌ²ËÜÒÎÍÀ ÒÀ ¯¯ ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒ²

Ðîçãëÿíóòî ìîäåëü îáåðòàëüíîãî ðóõó êîñì³÷íîãî àïàðàòà (ÊÀ) ó âèãëÿä³ äèôåðåíö³àëü-
íîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó â³äíîñíî ïàðàìåòð³â Ðîäð³ãà-Ãàì³ëüòîíà. Äîñë³äæåíî
âëàñòèâîñò³ öüîãî ð³âíÿííÿ òà çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó ñèíòåçó àëãîðèòì³â ïðîñòîðîâî¿
îð³ºíòàö³¿ ÊÀ, ÿêà äîçâîëÿº çíàõîäèòè â àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³ ïðîãðàìí³ òðàºêòîð³¿ ïå-
ðåîð³ºíòàö³¿ ÊÀ. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëüíî¿ ïåðåâ³ðêè çàïðîïîíîâàíî¿ ìå-
òîäèêè íà ÊÀ «Ñ³÷-2».

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: ïàðàìåòðè Ðîäð³ãà—Ãàì³ëüòîíà, êîñì³÷íèé àïàðàò, êâàòåðí³îí,
îð³ºíòàö³ÿ, äèíàì³÷íå ð³âíÿííÿ äëÿ êâàòåðí³îíà.

N.V. Yefymenko

MATHEMATICAL MODEL OF THE ANGULAR MOTION OF A SPACECRAFT
IN THE RODRIG-HAMILTON PARAMETERS AND ITS PROPERTIES

A model of the rotational motion of a space vehicle in the form of a second-order differential
equation with respect to the Rodrig-Hamilton paralleleters is considered. The properties of this
equation are studied and a technique for the synthesis of spacecraft orientation algorithms is pro-
posed, which makes it possible to find program trajectories of the reorientation of space vehicles.
The results of experimental verification of the proposed technique on the Sich-2 spacecraft are
presented.

K e y w o r d s: Rodrig-Hamilton parameters, spacecraft, quaternion, orientation, dynamical
equation for the quaternion.
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