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Ìåòîä ìíîæèííîãî êâàäðàòè÷íîãî k-ðåøåòà
ç âèêîðèñòàííÿì ñèãíàëüíèõ îñòà÷
ïðè ïðîñ³þâàíí³ ïðîáíèõ çíà÷åíü

Îïèñàíî àëãîðèòì ìåòîäó ìíîæèííîãî êâàäðàòè÷íîãî k-ðåøåòà, ÿêèé º ìîäèô³êàö³ºþ ìåòîäó
êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà. Ó äàí³é ìîäèô³êàö³¿ çïðîïîíîâàíî ïðè ïðîñ³þâàíí³ ïðîáíèõ çíà÷åíü
âèêîíóâàòè ïîïåðåäíº ¿õ ïðîñ³þâàííÿ íà îñíîâ³ ïîð³âíÿííÿ îñòà÷ y X X kNk ( ) � �2 ( )k �1

ç ñèãíàëüíèìè îñòà÷àìè y Xk
* ( ), äå y Xk

* ( ) — äîáóòîê ïåðøèõ ñòåïåí³â ìíîæíèê³â y X
k

( ).

Ñåðåä ïðîáíèõ çíà÷åíü â³äñ³þþòü ò³, äëÿ ÿêèõ log ( ( )) log ( ( ))*y X h y Xk k� , äå ä³éñíå ÷èñëî

h �[ , ]0 1 — öå ïàðàìåòð, ùî îáèðàºòüñÿ. Âñòàíîâëåíî, ùî ïðè çðîñòàíí³ çíà÷åííÿ N
çá³ëüøóºòüñÿ çíà÷åííÿ h, ïðè ÿêîìó äîñÿãàºòüñÿ íàéìåíøèé ÷àñ ðîçðàõóíêó. Âñòàíîâëåíî
òàêîæ, ùî çìåíøåííÿ ÷àñó îòðèìàííÿ äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ â³äáóâàºòüñÿ ïðè
îáìåæåíí³ äëÿ ïîêàçíèê³â ñòåïåí³â ä³ëüíèê³â Â-ãëàäêîãî, ÿê³ ïåðåâèùóþòü îäèíèöþ, äëÿ
ìíîæèíè åëåìåíò³â çàãàëüíî¿ ôàêòîðíî¿ áàçè, á³ëüøèõ ïåâíîãî çíà÷åííÿ, âèçíà÷åíîãî çà
ïàðàìåòðîì kff. Íà îñíîâ³ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ç â³äíîñíî ìàëèìè ÷èñëàìè ïîðÿäêó
10m ïðè m = 20 � 32 ïîêàçàíî, ùî ÷àñ ðîçðàõóíêó äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ º ôóíêö³ºþ
ïàðàìåòðà kff. Îïèñàíî êðîêè àëãîðèòìó ìåòîäó òà ³äå¿ ¿õ ðåàë³çàö³¿. Íàâåäåíî åâðèñòè÷íó
îö³íêó ñêëàäíîñò³ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ ðÿäó çíà÷åíü ïàðàìåòðà pla.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: ö³ëî÷èñåëüíà ôàêòîðèçàö³ÿ, ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà, ìíîæèí-

íå ðåøåòî.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Íà äàíèé ÷àñ êðèïòîàëãîðèòì RSA âèêîðèñòîâóºòüñÿ
ó web-ñåðâåðàõ, áðàóçåðàõ, åëåêòðîíí³é ïîøò³ òà º êëþ÷îâîþ òåõíîëîã³ºþ
ó ñèñòåìàõ åëåêòðîííèõ ïëàòåæ³â. Íàéïîøèðåí³øà àòàêà íà öåé êðèïòî-
àëãîðèòì çàñíîâàíà íà ôàêòîðèçàö³¿ êëþ÷à N, ùî º äîáóòêîì äâîõ ïðîñòèõ
÷èñåë [1—3]. Ñåðåä ìåòîä³â ôàêòîðèçàö³¿ ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà
(QS) çàéìàº äðóãå ì³ñöå ó ñïèñêó íàéøâèäøèõ àëãîðèòì³â, ïîñòóïàþ÷èñü
ò³ëüêè ìåòîäó ðåøåòà ÷èñëîâîãî ïîëÿ [4]. Â³äíîñíà ïðîñòîòà àëãîðèòìó
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ñïðèÿëà ïîÿâ³ áàãàòüîõ éîãî ìîäèô³êàö³é, ñåðåä ÿêèõ ìåòîäè ìíîæèííîãî
êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà (MPQS) [5] òà ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî k-ðåøåòà
(MQkS) [6].

Ó ìåòîä³ QS ôîðìóþòü ïàðó ÷èñåë A ³ B òàêèõ, ùî A B N2 2� (mod ), äå
÷èñëî A — öå äîáóòîê ðÿäó ïðîáíèõ çíà÷åíü Õ , à B — äîáóòîê â³äïîâ³äíèõ
¿ì îñòà÷,

y X X N( ) � �2 , (1)

ÿê³ ðîçêëàäàþòüñÿ â äîáóòîê ïðîñòèõ ÷èñåë p ³ íàçèâàþòüñÿ Â-ãëàäêèìè.
Íåõàé X X x N x� 	 � 	 	0 1| | . Ïðè çðîñòàíí³ çíà÷åíü õ ê³ëüê³ñòü Â-ãëàä-

êèõ ñóòòºâî çìåíøóºòüñÿ. Òîìó â ìåòîäàõ MÐQS âèêîðèñòîâóþòü ìíî-
æèíó ïîë³íîì³â:

y X aX b N a X abX b Na b, ( ) ( )� 	 � � 	 	 �2 2 2 22 , (2)

äå a, b — ñïåö³àëüíî ï³ä³áðàí³ ö³ë³ ÷èñëà. Íåîáõ³äíî çàóâàæèòè, ùî â
ïîð³âíÿíí³ ç ìåòîäîì QS ïðè a > 1 äëÿ ïîë³íîì³â (2) â a ðàç çìåíøóºòüñÿ
ê³ëüê³ñòü ìîæëèâèõ çíà÷åíü ïðîáíèõ Õ ïðè òîìó æ ðàä³óñ³ ïðîñ³þâàííÿ. Ó
ðîáîòàõ [7, 8] çàçíà÷åíî, ùî òàê³ ïîë³íîìè íå ñë³ä ì³íÿòè ÷àñòî, îñê³ëüêè
öå ïîòðåáóº çíà÷íîãî îáñÿãó ïîïåðåäí³õ îá÷èñëåíü òà ìîæå çóìîâèòè
çá³ëüøåííÿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³.

Ó ðîáîò³ [6] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä MQkS, â ÿêîìó äëÿ ïîøóêó Â-ãëàä-
êèõ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ìíîæèíà ïîë³íîì³â:

y X X kNk ( ) � �2 , (3)

äå ìíîæíèêè k º äîâ³ëüíèìè íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿê³ íå ä³ëÿòüñÿ áåç
îñòà÷³ íà êâàäðàò á³ëüøå îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà (k íå äîð³âíþº 36, 72, 100,
108 ³ ò.ä.). ßêùî ìíîæíèêè k ä³ëÿòüñÿ áåç îñòà÷³ íà êâàäðàò ºäèíîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà q, òî ç ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ âèêëþ÷àþòüñÿ çíà÷åííÿ X,
äëÿ ÿêèõ X (modq) = 0.

Íà â³äì³íó â³ä çàïðîïîíîâàíèõ ðàí³øå ìåòîä³â MPQS äëÿ á³ëüøîñò³
çíà÷åíü k ìíîæèíà ïðîáíèõ Õ, âèçíà÷åíèõ íà îñíîâ³ âåëè÷èíè ðàä³óñó
ïðîñ³þâàííÿ, çàëèøàºòüñÿ íåçì³ííîþ. Òîìó ïðè çì³í³ çíà÷åíü k á³ëüøîþ º
ê³ëüê³ñòü ïðîáíèõ Õ, áëèçüêèõ äî 
 �kN 	1 . Íà îñíîâ³ ÷èñåëüíèõ åêñïå-

ðèìåíò³â ç ÷èñëàìè ïîðÿäêó 1020 — 1030 áóëî âñòàíîâëåíî [6], ùî â ìåòîä³
MQkS ê³ëüê³ñòü àíàë³çîâàíèõ ïðîáíèõ X, íà îñíîâ³ ÿêèõ îòðèìàíî La+3
Â-ãëàäê³ ÷èñëà, ìåíøà çà ¿õ ê³ëüê³ñòü â áàçîâîìó ìåòîä³ QS â ø³ñòü ³ á³ëüøå
ðàç³â. Ïðè öüîìó äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ k ôîðìóºòüñÿ ñâîÿ ïîòî÷íà ôàê-
òîðíà áàçà (ÔÁ) ç ÷èñëîì åëåìåíò³â pfa, à ðîçì³ð fa çàãàëüíî¿ ÔÁ (ÇÔÁ)
òàêèé æå, ÿê â ìåòîä³ QS.
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Ó ðîáîò³ [6] äëÿ ïîð³âíÿííÿ ìåòîä³â QS òà MQkS âèêîðèñòàíî ä³ëåííÿ
îñòà÷ (1) ³ (3) íà åëåìåíòè ÔÁ. Åêñïåðèìåíòàëüíî âñòàíîâëåíî, ùî çà äàïî-
ìîãîþ àëãîðèòìó ìåòîäó MQkS ÷àñ ïîøóêó äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàä-
êèõ ó 1,5—2 ðàçè ìåíøå. Çàçíà÷èìî, ùî ïðè çàñòîñóâàíí³ ìåòîäó MQkS
âèêîíóâàëàñÿ ÷àñòà çì³íà ïîë³íîì³â (3), ùî ïîòðåáóâàëî äîäàòêîâèõ ïîïå-
ðåäí³õ îá÷èñëåíü. Òîìó ìîæíà î÷³êóâàòè, ùî ïðè âèêîðèñòàíí³ á³ëüø
åôåêòèâíî¿ ïðîöåäóðè ïðîñ³þâàííÿ ìåòîä MQkS çìîæå çàáåçïå÷èòè
á³ëüø ñóòòºâå çìåíøåííÿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ ïðîöåñó ïðîñ³þâàí-
íÿ òà çàãàëüíîãî ÷àñó âèð³øåííÿ çàäà÷³ ôàêòîðèçàö³¿.

Îö³íêà ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ, ùî âòðà÷àþòüñÿ ïðè ïîïåðåäíüîìó

ïðîñ³þâàíí³ íà îñíîâ³ ïîð³âíÿíü y X
k
( ) ³ y X

*
( ). Íåõàé ÇÔÁ º ìíîæèíîþ

âñ³õ íàéìåíøèõ ïðîñòèõ ÷èñåë ïî÷èíàþ÷è ç 2, ÿêà ì³ñòèòü fa åëåìåíò³â,

fa La pla� ( ) , äå L N Na �
�



�

�

�
�exp ln ln ln

2

4
— ðîçì³ð ÔÁ, ðåêîìåíäîâàíèé â

[9]; pla — ïàðàìåòð, çíà÷åííÿ ÿêîãî ì³ñòèòüñÿ â ìåæàõ â³ä 0,5 äî 1,5.
Îñê³ëüêè äëÿ îñòà÷ y Xk ( ) ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ k ìíîæèíè ìîæëèâèõ
ä³ëüíèê³â º ð³çíèìè, â ìåòîä³ MQkS äëÿ êîæíîãî k ôîðìóºòüñÿ ïîòî÷íà
ÔÁ, ÷èñëî åëåìåíò³â ó ÿê³é ïîçíà÷åíî ÷åðåç pfa.

Âèçíà÷èìî ðîçì³ð ðàä³óñó ïðîñ³þâàííÿ fb La plb� ( ) , äå plb — ïàðà-
ìåòð, çíà÷åííÿ ÿêîãî ì³ñòèòüñÿ â ìåæàõ â³ä 0,5 äî 4,0; fb = Lb ïðè plb = 3, à
Lb º ðåêîìåíäîâàíîþ â [9] âåëè÷èíèþ ðàä³óñó ïðîñ³þâàííÿ. Â ÷èñåëüíèõ
åêñïåðèìåíòàõ ó á³ëüøîñò³ âèïàäê³â âèêîðèñòîâóâàëîñÿ çíà÷åííÿ plb =
=1,4, îñê³ëüêè ÷àñ îòðèìàííÿ äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ ïðè h = 0 òà
plà = 0,8�1,0 áóâ áëèçüêèé äî ì³í³ìàëüíîãî. Ââàæàºìî, ùî ïðè ïîøóêó
Â-ãëàäêèõ îñòà÷ y Xk ( ) ïðîáíå Õ íå áóäå â³äñ³þâàòèñÿ, ÿêùî âèêîíàíî
óìîâó

log ( ( )) log ( ( ))*y X h y Xk k
� , (4)

äå h — äåÿêå ÷èñëî h�[ , ]0 1. Ìíîæèíó ïðîáíèõ Õ, äëÿ ÿêèõ âèêîíàíî óìîâó
(4), ïîçíà÷èìî ÷åðåç MV(h). Òîä³ ôàêò, ùî ïðîáíå Õ â³äñ³þºòüñÿ, ïîçíà-
÷èìî ÿê X � MV(h), à â ³íøèõ âèïàäêàõ X � MV(h). Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ïðè
h = 1 äî ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ ââ³éäóòü îñòà÷³ ò³ëüêè y Xk ( ), äëÿ ÿêèõ âèêî-
íàíî óìîâó

y X y Xk k( ) ( )*� , (5)

òîáòî y Xk ( ) º äîáóòêîì ïðîñòèõ ÷èñåë ç ïîòî÷íî¿ ÔÁ, ïîêàçíèê ñòåïåíÿ
ÿêèõ äîð³âíþº îäèíèö³.

Âïëèâ ïàðàìåòðó h íà ÷àñ âèçíà÷åííÿ äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ
îö³íèìî çà äàíèìè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ïðè ô³êñîâàíèõ çíà÷åííÿõ

Ìåòîä ìíîæèííîãî êâàäðàòè÷íîãî k-ðåøåòà ç âèêîðèñòàííÿì ñèãíàëüíèõ îñòà÷
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ïàðàìåòð³â pla = 1,0 òà plb = 1,4 íà ìíîæèí³ ÷èñåë N ïîðÿäêó 10m (m = 20�32),
ñôîðìîâàíèõ çà òàêèìè ïðàâèëàìè:

êîæíå ÷èñëî N º äîáóòêîì äâîõ ïðîñòèõ;
êîæíå ïðîñòå ÷èñëî çàäàºòüñÿ ÿê ñóìà îïîðíîãî (çàçâè÷àé ñêëàäåíîãî

÷èñëà) òà îäíîãî ç ï’ÿòè íàéìåíøèõ çíà÷åíü ïðèðîñò³â äî íüîãî;
äëÿ ïåðøîãî ç ïðîñòèõ ìíîæíèê³â ÷èñëà N çíà÷åííÿ îïîðíîãî îáè-

ðàºòüñÿ ÿê âèïàäêîâå ÷èñëî â ä³àïàçîí³ â³ä 035, N äî 09, N;
äëÿ äðóãîãî ç ïðîñòèõ ìíîæíèê³â ÷èñëà N çíà÷åííÿ îïîðíîãî — öå

ö³ëå ÷èñëî, íàéáëèæ÷å äî ÷àñòêè â³ä ä³ëåííÿ N íà ïåðøå ç îïîðíèõ.
Çíà÷åííÿ îïîðíèõ òà ïðèðîñòè äî íèõ íàâåäåíî â òàáë. 1. Ðåçóëüòàòè

÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ç âèçíà÷åííÿ fa + 3 Â-ãëàäêèõ äëÿ êîæíîãî ç 25
âàð³àíò³â ÷èñåë N ïîðÿäêó 10m(m = 20�32) òà âèçíà÷åííÿ ñåðåä íèõ ê³ëüêîñò³
òèõ, äëÿ ÿêèõ

log ( ( )) log ( ( ))*y X h y Xk k
� (6)

ïðè h = 0,1j ( j = 0 �10), íàâåäåíî â òàáë. 2, äå îêðåìî âèä³ëåíî ò³ Â-ãëàäêè,
ÿê³ îòðèìàíî ïðè 
 �X X N� � 	0 1 òà 
 �X X N� � �0 1 . ²íôîðìàö³þ ïðî

¿õ ê³ëüê³ñòü ïîäàíî ó ñòîâï÷èêó D0. Çíà÷åííÿ ïðîáíèõ X, ÿê³ äîð³âíþþòü
X 0 òà X 0 1� , íå â³äñ³þþòüñÿ ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà h. Çà òàêî¿
óìîâè âèÿâèëîñÿ, ùî ïðè h < 0,3 â³äñóòí³ Â-ãëàäê³, äëÿ ÿêèõ âèêîíàíî
óìîâó (6). Òîáòî æîäíå ç Â-ãëàäêèõ íå âòðà÷åíî ïðè âèêîíàíí³ óìîâè (6)
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m
Îïîðíå
÷èñëî 1

Ïðèð³ñò
Îïîðíå
÷èñëî 2

Ïðèð³ñò

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

20 6 471 594 853 16 36 54 96 120 15 452 141 593 58 76 78 106 118

21 27 749 160 899 32 42 54 92 140 36 037 125 721 42 88 100 112 120

22 87 614 993 781 8 82 86 110 116 114 135 715 457 2 12 14 36 54

23 274 858 909 339 34 54 94 114 130 363 823 025 568 1 25 29 43 79

24 651 133 587 339 4 14 58 98 104 1 535 783 162 540 53 63 83 149 219

25 2 095 629 580 239 142 160 184 248 292 4 771 835 678 545 28 46 48 108 118

26 6 787 809 030 482 39 41 77 111 195 14 732 294 257 385 24 78 122 158 194

27 22 126 102 809 573 8 16 34 58 76 45 195 487 366 502 131 167 195 215 225

28 72 582 191 787 419 14 32 68 108 222 137 774 841 923 874 89 107 119 133 137

29 239 604 396 594 260 47 81 209 293 357 417 354 612 108 130 21 39 67 123 133

30 687 691 741 189 047 100 104 176 184 244 1 454 139 900 343 951 16 22 130 162 190

31 2660737903883030 101 153 219 243 329 3758355900220833 20 28 38 70 80

32 8950030870996722 5 31 119 149 167 11173145818307493 4 20 26 86 104

Òàáëèöÿ 1



äëÿ h < 0,3. Äàí³ ïðî ÷èñëî âòðà÷åíèõ Â-ãëàäêèõ âíàñë³äîê â³äñ³þâàííÿ
ïðîáíèõ X ïðè h = 0,1j äëÿ j = 4�10 íàâåäåíî ó ñòîâï÷èêàõ Dj äëÿ â³äïîâ³ä-
íèõ çíà÷åíü j, ó ñòîâï÷èêó Dsum íàâåäåíî ñóìàðíó ê³ëüê³ñòü Â-ãëàäêèõ. Ó
òàáë. 3 íàâåäåíî çíà÷åííÿ â³äíîøåíü Dj / Dsum äëÿ h = 0,1j (j = 4�����

Äëÿ îö³íêè ìîæëèâîñò³ âèêîðèñòàííÿ îáìåæåíü (4) ïðè ïîøóêó
Â-ãëàäêèõ â ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòàõ âèçíà÷àëàñÿ ê³ëüê³ñòü XX (j) ïðîá-
íèõ Õ, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ îáìåæåííÿ

01 01 1 0, log ( ( )) log ( ( )) , ( ) log ( ( )) (*j y X y X j y X jk k k
� � 	 � �9).

Ïðè îòðèìàíí³ òàêèõ äàíèõ äëÿ êîæíîãî ç ïðîáíèõ Õ îá÷èñëþâàëèñÿ çíà-
÷åííÿ y Xk ( ) òà y Xk

* ( ), ¿õ ëîãàðèôìè òà â³äíîøåííÿ log( ( )) / log( ( ))*y X y Xk k
.

Ñóìàðíå ôàêòè÷íå ÷èñëî Xsum ïðîáíèõ îá÷èñëþâàëîñÿ äëÿ 25 âàð³àíò³â
÷èñåë N ïîðÿäêó 10m (m = 20�32). Â òàáë. 4 íàâåäåíî çíà÷åííÿ â³äíîøåíü
xd ( j) = XX( j) / Xsum ïðè j = 0�9, ùî â³äïîâ³äàº çíà÷åííÿì h = 0,1j.

Íà îñíîâ³ äàíèõ, íàâåäåíèõ ó òàáë. 2—4, ìîæíà çðîáèòè íàñòóïí³
âèñíîâêè.

1. Ïðè çðîñòàíí³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó h ó ñï³ââ³äíîøåíí³ (4) çá³ëü-
øóºòüñÿ ê³ëüê³ñòü â³äñ³ÿíèõ Õ òà ñóòòºâî çìåíøóºüñÿ ê³ëüê³ñòü òèõ ïðîá-
íèõ Õ, ñåðåä ÿêèõ ñë³ä øóêàòè Â-ãëàäê³ îñòà÷³ y Xk ( ). Îá÷èñëþâàëüí³
âèòðàòè íà ïîïåðåäíº ïðîñ³þâàííÿ º ìåíøèìè, í³æ âèòðàòè íà ïåðåâ³ðêó,
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m
Ê³ëüê³ñòü âòðà÷åíèõ Â-ãëàäêèõ ïðè îáìåæåíí³ (4)

D4 D5 D6 D7 D8 D9 D10 D0 Dsum

20 9 43 180 495 1224 1966 2 728 72 2800

21 2 19 135 490 1366 2274 3 184 66 3250

22 6 22 118 488 1472 2553 3 654 71 3725

23 2 18 110 506 1617 2904 4 209 66 4275

24 0 17 116 479 1725 3346 4 809 91 4900

25 0 13 106 552 1817 3685 5 506 94 5600

26 0 12 89 482 1962 4140 6 314 86 6400

27 0 11 86 542 2197 4822 7 209 91 7300

28 0 9 82 465 2204 5388 8 176 99 8275

29 1 9 73 491 2451 6094 9 306 94 9400

30 0 7 82 548 2549 6777 10 551 99 10650

31 0 3 70 480 2801 7660 11 942 108 12050

32 0 3 52 491 2903 8565 13 498 102 13600

Òàáëèöÿ 2
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m
Çíà÷åííÿ â³äíîøåíü Dj / Dsum äëÿ dj

d4 d5 d6 d7 d8 d9 d10

20 0,003214 0,015357 0,064286 0,176786 0,437143 0,702143 0,974286

21 0,000615 0,005846 0,041538 0,150769 0,420308 0,699692 0,979692

22 0,001611 0,005906 0,031678 0,131007 0,395168 0,685369 0,98094

23 0,000468 0,004211 0,025731 0,118363 0,378246 0,679298 0,984561

24 0 0,003469 0,023673 0,097755 0,352041 0,682857 0,981429

25 0 0,002321 0,018929 0,098571 0,324464 0,658036 0,983214

26 0 0,001875 0,013906 0,075313 0,306563 0,646875 0,986563

27 0 0,001507 0,011781 0,074247 0,300959 0,660548 0,987534

28 0 0,001088 0,009909 0,056193 0,266344 0,651118 0,988036

29 0,000106 0,000957 0,007766 0,052234 0,260745 0,648298 0,99

30 0 0,000657 0,0077 0,051455 0,239343 0,636338 0,990704

31 0 0,000249 0,005809 0,039834 0,232448 0,635685 0,991037

32 0 0,000221 0,003824 0,036103 0,213456 0,629779 0,9925

Òàáëèöÿ 3

m
Â³äíîøåííÿ XXj / Xsum ïðè h

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

20 0,4654 0,225 0,1832 0,1414 0,0786 0,0532 0,0289 0,0168 0,0114 0,0029

21 0,4563 0,2222 0,1763 0,1366 0,0729 0,0465 0,0311 0,02 0,0114 0,004

22 0,4282 0,2097 0,171 0,1251 0,0585 0,0365 0,0228 0,014 0,0102 0,0038

23 0,4311 0,2028 0,1635 0,0931 0,0536 0,0335 0,0208 0,0126 0,0075 0,0023

24 0,4071 0,1973 0,1578 0,0888 0,0514 0,0322 0,0198 0,0143 0,0096 0,0027

25 0,4259 0,185 0,145 0,105 0,0539 0,0325 0,0196 0,012 0,0071 0,0018

26 0,3973 0,192 0,1591 0,1148 0,0498 0,03 0,0208 0,0131 0,0061 0,0016

27 0,3819 0,179 0,1458 0,1052 0,0456 0,0312 0,0211 0,0122 0,0071 0,0032

28 0,3674 0,1679 0,1344 0,0721 0,0358 0,0218 0,0135 0,0094 0,0057 0,0017

29 0,3679 0,1694 0,1338 0,073 0,0364 0,0233 0,0135 0,0077 0,0039 0,001

30 0,3561 0,1593 0,1286 0,0729 0,0355 0,0207 0,0126 0,0066 0,0039 0,0018

31 0,3915 0,1546 0,1191 0,0767 0,0324 0,0204 0,0124 0,0079 0,0049 0,0021

32 0,3543 0,1617 0,1093 0,0752 0,0387 0,0223 0,014 0,0063 0,003 0,0012

Òàáëèöÿ 4



÷è áóäå y Xk ( ) Â-ãëàäêèì äëÿ âñ³õ ïðîáíèõ Õ. Òîìó ìîæíà ñïîä³âàòèñÿ, ùî
ïðè âèêîðèñòàíí³ ïðîöåäóðè ïîïåðåäíüîãî ïðîñ³þâàííÿ çìåíøèòüñÿ ÷àñ
ïîøóêó äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ.

2. Çàãàëüíèé ÷àñ ðîçðàõóíêó äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ äëÿ ÷èñåë
N ïîðÿäêó 10m, äå m = 20�32, ïîâèíåí çìåíøóâàòèñÿ ïðè h < 0,3 ³ óìîâ³
(6), îñê³ëüêè æîäíå ç Â-ãëàäêèõ íå âòðà÷àºòüñÿ. Àëå ³ ïðè ïîäàëüøîìó
çðîñòàíí³ çíà÷åííÿ h ñåðåä â³äñ³ÿíèõ Õ ìîæóòü áóòè ò³, äëÿ ÿêèõ îñòà÷à
y Xk ( ) áóäå Â-ãëàäêèì ÷èñëîì. Òîä³ äëÿ îòðèìàííÿ äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³
Â-ãëàäêèõ áóäå íåîáõ³äíî ðîçøèðþâàòè îáëàñòü ïðîñ³þâàííÿ, ùî ìîæå
çóìîâèòè çðîñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ òà ÷àñó ðîçðàõóíêó. Òîìó
äîö³ëüíî îòðèìàòè îö³íêè òàêîãî ÷àñó ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ h.

3. ²ç äàíèõ òàáë. 2 âèïëèâàº, ùî çðîñòàº â³äíîñíà ê³ëüê³ñòü Â-ãëàäêèõ,
äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü (5), òà äëÿ ïåðåâàæíî¿ á³ëüøîñò³ Â-ãëàäêèõ
âèêîíóºòüñÿ óìîâà (4) ïðè h � 0,7. Êð³ì òîãî, â ðåçóëüòàò³ àíàë³çó äàíèõ
ïðî ïîêàçíèêè ñòåïåí³â ìíîæíèê³â ìîæíà çðîáèòè ïðèïóùåííÿ, ùî á³ëüø³
â³ä îäèíèö³ ïîêàçíèêè ñòåïåíÿ ïðîñòèõ ìíîæíèê³â p îñòà÷ y Xk ( ) ïðè-
òàìàíí³ â³äíîñíî ìàëèì çíà÷åííÿì ïðîñòèõ p òà ð³äêî çóñòð³÷àþòüñÿ ïðè
á³ëüøèõ çíà÷åííÿõ p. Öå äàº çìîãó çðîáèòè ïðèïóùåííÿ, ùî ïðè ïîøóêó
Â-ãëàäêèõ äîö³ëüíî îáìåæóâàòè âåëè÷èíó ä³ëüíèê³â p â îñòà÷àõ y Xk ( ),
äëÿ ÿêèõ ïîêàçíèê ñòåïåíÿ ìîæå ïåðåâèùóâàòè îäèíèöþ. Öå, áåçïåðå÷íî,
ñïðè÷èíèòü ðîçøèðåííÿ îáëàñò³ ïðîñ³þâàííÿ, àëå ñïðîñòèòü éîãî ïðîöå-
äóðó. Çâàæàþ÷è íà öå äîö³ëüíî âèçíà÷èòè ÷àñ îòðèìàííÿ äîñòàòíüî¿
ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ â çàëåæíîñò³ â³ä ñòóïåíÿ òàêîãî îáìåæåííÿ.

Âïëèâ îáìåæåíü (4) íà ÷àñ t ïîøóêó äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàä-

êèõ ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðó h âèçíà÷åíî ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñåëü-
íèõ åêñïåðèìåíò³â ç ìíîæèíàìè ÷èñåë, íàâåäåíèõ ó òàáë. 1. Äàí³ ïðî ÷àñ
ðîçðàõóíê³â íàâåäåíî â òàáë. 5 ïðè ô³êñîâàíèõ ïàðàìåòðàõ pla = 1,0 òà plb=
=1,4. Çã³äíî ç äàíèìè, íàâåäåíèìè ó òàáë. 5, êðàùèé ÷àñ îòðèìàíî ïðè h =
= 0,7 òà h = 0,8, êîëè ÷àñ ðîçðàõóíêó âèÿâèâñÿ ìàéæå âäâ³÷³ ìåíøèì çà
â³äïîâ³äíèé ÷àñ ðîçðàõóíêó ó âèïàäêó h = 0, êîëè Â-ãëàäê³ øóêàëè ñåðåä
îñòà÷ y xk ( ) äëÿ âñ³õ ïðîáíèõ Õ. Òîìó íàäàë³ â ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòàõ
áóëî âèêîðèñòàíî ïàðàìåòð h = 0,7.

Õàðàêòåð ðîçïîä³ëó á³ëüøèõ çà îäèíèöþ ïîêàçíèê³â ñòåïåíÿ ìíîæ-

íèê³â Â-ãëàäêèõ. Çã³äíî âèñíîâêó 3 ìîæíà î÷³êóâàòè, ùî á³ëüø³ â³ä îäè-
íèö³ ïîêàçíèêè ñòåïåíÿ ïðîñòèõ ìíîæíèê³â ð äëÿ îñòà÷ y Xk ( ) ð³äêî çóñò-
ð³÷àþòüñÿ ïðè á³ëüøèõ çíà÷åííÿõ p, îäíàê ïðè ïîøóêó Â-ãëàäêèõ äîö³ëü-
íî îáìåæóâàòè âåëè÷èíó ä³ëüíèê³â p â îñòà÷àõ y Xk ( ), äëÿ ÿêèõ ïîêàçíèê
ñòåïåíÿ ïåðåâèùóº îäèíèöþ. Ñïðàâåäëèâ³ñòü òàêîãî ïðèïóùåííÿ ï³ä-
òâåðäæåíî äàíèìè ïðî ÷àñ îòðèìàííÿ äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ â çà-
ëåæíîñò³ â³ä ñòóïåíÿ òàêîãî îáìåæåííÿ, îòðèìàíèìè çà ðåçóëüòàòàìè
÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â, ó ÿêèõ:
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1). Äîïóñòèìèìè Â-ãëàäêèìè ââàæàëèñÿ òàê³, äëÿ ÿêèõ ïîêàçíèêè ñòå-
ïåíÿ ¿õ ä³ëüíèê³â p ìîæóòü áóòè á³ëüøèìè çà îäèíèöþ ïðè âèêîíàíí³
óìîâè

f ff Lp
a kff� � ( ) , (7)

äå fp — ïîðÿäêîâèé íîìåð ïðîñòîãî p ó ñïèñêó ïðîñòèõ ÷èñåë; kff — ä³éñíå
÷èñëî, çíà÷åííÿ ÿêîãî çì³íþþòüñÿ â ä³àïàçîí³ 0—1, ïðè kff = 1 â³äñóòí³
îáìåæåííÿ äëÿ fp, à ïðè kff = 0 äî Â-ãëàäêèõ áóäóòü â³äíåñåí³ ò³ëüêè òàê³
îñòà÷³ y Xk ( ), äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü (5).

2). Ñåðåä ìíîæèíè Â-ãëàäêèõ, âèçíà÷åíèõ çà óìîâè â³äñóòíîñò³ îáìå-
æåíü äëÿ fp, âèçíà÷àëîñÿ ÷èñëî Â-ãëàäêèõ, äëÿ ÿêèõ âèêîíóâàëèñÿ óìîâè
(7) ïðè kff = j/10 ( j = 1�10).

Ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíò³â ñòîñîâíî ÷àñó îòðèìàííÿ äîñòàòíüî¿ ê³ëü-
êîñò³ Â-ãëàäêèõ äëÿ 25 âàð³àíò³â ÷èñåë N ïîðÿäêó 10m ïðè m = 20 � 32 íàâå-
äåíî â òàáë. 6, äå pla = 1,0, plb = 1,4, h = 0,7. Îòðèìàí³ äàí³ ï³äòâåðäèëè, ùî
ïðè çá³ëüøåíí³ çíà÷åííÿ p çìåíøóºòüñÿ â³äíîñíå ÷èñëî Â-ãëàäêèõ, äëÿ
ÿêèõ ïîêàçíèê ñòåïåíÿ ìíîæíèê³â p Â-ãëàäêîãî ïåðåâèùóº îäèíèöþ, òîáòî
çðîñòàº â³äíîñíà âåëè÷èíà Â-ãëàäêèõ, äëÿ ÿêèõ âèêîíàíî óìîâó (7). Òîìó ïðè
ô³êñîâàíîìó äåÿêîìó çíà÷åíí³ kff < 1 îòðèìóâàòèìåìî ìåíøó ê³ëüê³ñòü

Ñ.Ä. Âèííè÷óê, Â.M. Ì³ñüêî
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m
×àñ ðîçðàõóíêó t (ñ) Â-ãëàäêèõ ïðè h

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

20 2,219 2,047 1,86 1,531 1,328 1,203 1,14 1,109 1,125 1,203

21 3,422 3,125 2,812 2,453 2,017 1,828 1,86 1,704 1,71 1,922

22 4,953 4,516 4,142 3,394 3,031 2,844 2,593 2,64 2,593 2,687

23 7,702 6,945 6,156 5,209 4,609 4,194 3,86 3,844 3,828 3,993

24 11,171 10,265 8,906 7,437 6,534 6,281 5,75 5,609 5,546 5,812

25 15,812 14,594 12,672 10,516 9,281 8,531 8,03 8 7,931 8,375

26 23,046 21,476 18,453 15,567 13,523 12,281 12,542 11,835 11,765 11,921

27 33,843 31,28 27,046 22,514 19,906 18,203 17,797 17,218 17,218 17,547

28 49,436 45,437 39,445 32,999 29,077 26,999 25,906 25,603 25,421 26,24

29 71,698 65,341 56,342 47,255 41,702 38,608 37,468 36,999 36,905 60,826

30 103,58 97,341 80,981 68,31 60,404 56,279 54,701 53,92 53,858 68,357

31 145,03 130,92 113,37 96,122 85,895 80,31 77,919 77,059 77,039 92,513

32 210,07 188,74 160,91 136,73 122,12 115,3 112 110,9 110,86 129,67

Ïðèì³òêà: ï³äêðåñëåíî ì³í³ìàëüí³ çíà÷åííÿ.
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Â-ãëàäêèõ, í³æ ïðè kff =1. Ïðîòå ¿õ îòðèìàííÿ ïîòðåáóâàòèìå ìåíøîãî
÷èñëà îïåðàö³é, îñê³ëüêè äëÿ âñ³õ ìíîæíèê³â p îñòà÷ y Xk ( ), ïîðÿäêîâ³
íîìåðè fp ÿêèõ á³ëüø³ çà ff, íå äîïóñòèìå çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà ñòåïåíÿ âèùå
îäèíèö³, à òå, ùî â³í º ä³ëüíèêîì y Xk ( ), âèçíà÷àºòüñÿ íà îñíîâ³ ïîïåðåä-
íüîãî ïðîñ³þâàííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ÿê áà÷èìî ³ç òàáë. 6, íàéêðàùèé ÷àñ ðîçðàõóíêó îòðèìà-
íî äëÿ m = 20�23 ïðè kff = 0,7; äëÿ m = 24�26 ïðè kff = 0,6; äëÿ m = 27�32
ïðè kff = 0,5. Â³äòàê, ïðè çá³ëüøåíí³ çíà÷åííÿ N äîö³ëüíî çìåíøóâàòè
çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà kff. Ñë³ä çâåðíóòè óâàãó íà òå, ùî ïðè çá³ëüøåíí³ çíà-
÷åííÿ N ì³í³ìàëüíèé ÷àñ ðîçðàõóíêó çì³ùóºòüñÿ â ñòîðîíó ìåíøèõ çíà-
÷åíü kff.

Âïëèâ ðîçì³ðó çàãàëüíî¿ ÔÁ íà ÷àñ îòðèìàííÿ äîñòàòíüî¿ ê³ëü-

êîñò³ Â-ãëàäêèõ. Â³äîìî, ùî äëÿ ìåòîä³â QS ³ MPQS ïðè çìåíøåíí³ ðîç-
ì³ðó ÔÁ çá³ëüøóºòüñÿ ðàä³óñ ïðîñ³þâàííÿ òà ìîæå çðîñòàòè ÷àñ ïîøóêó
äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ. Îñê³ëüêè öå õàðàêòåðíî ³ äëÿ ìåòîäó
MQkS, âàæëèâî îö³íèòè âïëèâ çíà÷åííÿ fa ÇÔÁ íà ÷àñ ïîøóêó äîñòàòíüî¿
ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ. Äëÿ îòðèìàííÿ òàêèõ îö³íîê ïðîâåäåíî ÷èñåëüí³
åêñïåðèìåíòè, â ÿêèõ ïîñò³éíèìè áóëè çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â plb = 1,4
òà h = 0,7. Äëÿ ðÿäó ô³êñîâàíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó pla âèçíà÷àëèñÿ ïàðà-
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m
×àñ t (ñ) ðîçðàõóíêó ïðè kff

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

20 1,794 1,531 1,36 1,156 1,079 0,969 0,953 0,969 1,031 1,125

21 2,688 2,244 1,984 1,719 1,578 1,468 1,422 1,468 1,562 1,718

22 3,593 3 2,703 2,344 2,125 2,016 2,000 2,063 2,25 2,5

23 5,453 4,578 3,859 3,405 3,171 3,015 3,000 3,125 3,37 3,813

24 7,641 6,469 5,414 4,844 4,469 4,328 4,5 4,515 4,906 5,609

25 10,37 9,093 7,703 6,687 7,814 5,969 6,156 6,344 6,906 7,922

26 14,89 13,053 11,14 9,422 8,812 8,64 8,702 9,14 10,047 11,546

27 21,968 18,702 15,656 13,421 12,687 12,614 12,678 13,25 14,765 17,093

28 30,499 26,203 21,277 19,389 18,490 17,921 18,281 19,392 21,859 25,265

29 42,871 36,537 30,233 27,233 25,514 25,171 25,843 27,5 31,435 36,514

30 58,936 50,655 42,608 38,15 36,389 35,811 36,483 39,561 44,722 53,022

31 81,075 69,575 58,534 51,53 50,077 50,092 51,94 55,654 63,353 76,013

32 111,871 90,857 80,607 75,091 71,731 71,937 73,664 80,34 97,621 110,512

Ïðèì³òêà: ï³äêðåñëåíî ì³í³ìàëüí³ çíà÷åííÿ.
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ìåòðè kff (kff = j/10, j > 3, àëå kff � pla), ïðè ÿêèõ ðîçðàõóíêîâèé ÷àñ t

îòðèìàííÿ äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ äëÿ N ïîðÿäêó 10m (m = 20�32)
áóâ íàéìåíøèì (òàáë. 7).

Çã³äíî ç äàíèìè, íàâåäåíèìè â òàáë. 7, ïðè çìåíøåíí³ çíà÷åííÿ ïàðà-
ìåòðà pla çðîñòàº ÷àñ ðîçðàõóíêó äëÿ âñ³õ àíàë³çîâàíèõ ÷èñåë N ïîðÿäêó
10m ïðè m = 20�32. Ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çðîñòàííÿ ÷àñó ïðè çá³ëüøåíí³ çíà÷åí-
íÿ m, ïðè öüîìó òåìï çðîñòàííÿ çá³ëüøóºòüñÿ ïðè çìåíøåíí³ ïàðàìåòðà
pla. Çìåíøóºòüñÿ òàêîæ ïàðàìåòð kff ïðè çá³ëüøåíí³ çíà÷åííÿ m. Òîìó äëÿ
âèáîðó ðîçì³ðó ÇÔÁ òà ïàðàìåòðà kff äîö³ëüíî âèçíà÷èòè îá÷èñëþâàëüíó
ñêëàäí³ñòü àëãîðèòìó ïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó MQkS ç ïðîñ³þâàííÿì íà
îñíîâ³ ñèãíàëüíèõ îñòà÷.

Àëãîðèòì À1 ìåòîäó MQkS ç ïðîð³äæóâàííÿì ïðîáíèõ Õ íà îñíîâ³

ñèãíàëüíèõ îñòà÷. Ó ðîáîò³ [6] îïèñàíî àëãîðèòì À ìåòîäó MQkS, â
ÿêîìó íå ïåðåäáà÷àëîñÿ ïîïåðåäíº ïðîñ³þâàííÿ ïðîáíèõ Õ, à äëÿ êîæíîãî
ç ïðîáíèõ çíà÷åíü Õ îá÷èñëþâàëàñÿ îñòà÷à y Xk ( ) òà ïåðåâ³ðÿëîñÿ, ÷è áóäå
âîíà Â-ãëàäêîþ. Â àëãîðèòì³ À1, ùî ïðîïîíóºòüñÿ, äîäàòêîâî âðàõîâàíî
ñïîñ³á ïîïåðåäíüîãî ïðîñ³þâàííÿ íà îñíîâ³ ñèãíàëüíèõ îñòà÷. Ïðè âèêî-
ðèñòàíí³ àëãîðèòìó À1 ÷àñ âèçíà÷åííÿ äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ äëÿ
ò³º¿ æ ìíîæèíè çíà÷åíü N ïðè m = 20�30 çìåíøèâñÿ ó 14—22 ðàçè äëÿ
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m

Íàéìåíøèé ÷àñ t (ñ) â çàëåæíîñò³ â³ä kff ïðè pla

1 0,95 0,9 0,85 0,8

kff t (ñ) kff t (ñ) kff t (ñ) kff t (ñ) kff t (ñ)

20 0,7 0,953 0,8 1,344 0,9 2,312 0,85 4,234 0,8 8,719

21 0,7 1,422 0,8 2,078 0,8 3,672 0,85 6,753 0,8 15,343

22 0,7 2 0,7 2,906 0,8 4,969 0,8 10,14 0,8 22,625

23 0,7 3 0,7 4,5 0,7 7,922 0,8 15,293 0,8 35,858

24 0,6 4,328 0,7 6,656 0,7 11,75 0,7 23,64 0,8 58,607

25 0,6 5,969 0,6 9,359 0,7 17,547 0,7 34,64 0,8 89,247

26 0,6 8,64 0,6 13,54 0,7 24,431 0,7 54,107 0,8 138,225

27 0,6 12,614 0,6 19,749 0,7 36,39 0,7 80,31 0,8 201,019

28 0,5 18,49 0,6 28,405 0,7 52,611 0,7 118,652 0,7 321,223

29 0,5 25,514 0,6 41,171 0,6 82,833 0,7 170,076 0,7 455,547

30 0,5 36,389 0,6 58,623 0,6 112,5 0,6 268,829 0,7 702,967

31 0,5 50,077 0,6 83,538 0,6 162,32 0,6 362,158 0,7 1051,68

32 0,5 71,731 0,6 114,969 0,6 243,98 0,6 563,7 0,7 1538,51
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plb = 1,4, h = 0,7, kff = 1,0 òà pla = 1,0, pla = 0,95 ³ pla = 0,9. Ïîð³âíþþ÷è äà-
í³ ðîáîòè [6, òàáë. 5] òà äàí³, íàâåäåí³ â òàáë. 7, áà÷èìî, ùî ÷àñ ðîçðàõóíêó
çìåíøèâñÿ â 16—30 ðàç³â, ïðè öüîìó á³ëüø³ çìåíøåííÿ â³äïîâ³äàþòü
á³ëüøèì çíà÷åííÿì N. Öå ñâ³ä÷èòü ïðî âèñîêó åôåêòèâí³ñòü ïðîöåäóðè
ïîïåðåäíüîãî ïðîñ³þâàííÿ.

Îñê³ëüêè âèêîðèñòàííÿ ïðîöåäóðè ïîïåðåäíüîãî ïðîñ³þâàííÿ ñóòòºâî
çì³íèëî àëãîðèòì ìåòîäó MQkS, íàâåäåìî çàãàëüíèé àëãîðèòì À1 ìåòîäó
MQkS, â ÿêîìó âðàõîâàíî ïðîöåäóðó ïîïåðåäíüîãî ïðîñ³þâàííÿ.

À ë ã î ð è ò ì À1.
1. Äëÿ çàäàíîãî N òà ïàðàìåòð³â pla, plb, h, kff âèçíà÷èòè:
ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â fa ÇÔÁ çà ôîðìóëîþ

fa pla N N�
�



�

�

�
�exp ln lnln

2

4
;

áàçîâèé ðîçì³ð ðàä³óñó ïðîñ³þâàííÿ fb çà ôîðìóëîþ

fb plb N N�
�



�

�

�
�exp ln lnln

2

4
;

ãðàíèöþ ãëàäêîñò³ Â ç óðàõóâàííÿì çíà÷åííÿ fa;
ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ff ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ïðîñòîãî ÷èñëà, ÿêå âèçíà÷àº

ìíîæèíó ìîæëèâèõ ïðîñòèõ ä³ëüíèê³â p â îñòà÷àõ y Xk ( ), ïîêàçíèêè ñòå-
ïåí³â ÿêèõ ìîæóòü ïåðåâèùóâàòè îäèíèöþ;

oá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ëîãàðèôì³â äëÿ âñ³õ åëåìåíò³â ÇÔÁ, äàí³ çàïàì’ÿ-
òàòè â ìàñèâ³ p_log[ fa].

1.1. Äëÿ âñ³õ ïðîñòèõ ÷èñåë, ïîðÿäêîâ³ íîìåðè ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü ff,
âèçíà÷èòè ¿õ ñòåïåí³, ÿê³ íå ïåðåâèùóþòü îáðàíîãî çíà÷åííÿ, íàïðèêëàä
ãðàíèöþ ãëàäêîñò³ Â ÷è îáìåæåííÿ íà òèï äàíèõ. Äàí³ çàïàì’ÿòàòè â
ìàñèâ³ mpb[ ff ] (íàïðèêëàä, ïðè Â > 256 ³ B < 300 äëÿ ÷èñëà 2, ïîðÿäêîâèé
íîìåð ÿêîãî â ñïèñêó ïðîñòèõ äîð³âíþº îäèíèö³, mpb[1] = 256, äëÿ ÷èñëà 3
mpb[2] = 243 ³ ò.ä.). Ë³÷èëüíèêó k ïðèñâî¿òè çíà÷åííÿ íóëü.

2. k = k + 1.
3. ßêùî k ä³ëèòüñÿ íà êâàäðàò äâîõ ÷è á³ëüøå ð³çíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë,

ïåðåéòè äî êðîêó 2.
4. Äëÿ ÷èñëà kN âèêîíàòè:
4.1. Ñôîðìóâàòè ìíîæèíó åëåìåíò³â ïîòî÷íî¿ ÔÁ, äî ÿêî¿ áóäóòü â³ä-

íåñåí³ ïðîñò³ p, ùî º åëåìåíòàìè ÇÔÁ, à ñàìå
äëÿ ÿêèõ ( / )kN p �1;
ÿê³ º ä³ëüíèêàìè k ïðè k (mod p2) > 0. ßêùî äëÿ äåÿêîãî ïðîñòîãî p

ñïðàâåäëèâî k (mod p2) = 0, âèêëþ÷èòè òàêå p ç ìíîæèíè åëåìåíò³â ïîòî÷-
íî¿ ÔÁ íåçàëåæíî â³ä çíà÷åííÿ ñèìâîëó Ëåæàíäðà ( / )kN p .
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4.2. Âèçíà÷èòè ÷èñëî pfa åëåìåíò³â ïîòî÷íî¿ ÔÁ.
4.3. Ïðè ( / ) ,2 0 755pfa fa � , ïåðåéòè äî êðîêó 2, ÿêùî ( / ) ,2 0 755pfa fa �

îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ïîòî÷íîãî (çàëåæíîãî â³ä k) ðàä³óñó ïðîñ³þâàííÿ
pfb fb pfa fa� ( / )2 5 òà ïåðåéòè äî êðîêó 4.4.

4.4. Âèçíà÷èòè 
 �x kN0 1� 	 ³ ïðèñâî¿òè çíà÷åííÿ: xp = x0, xm = x0 – 1,

yp = xp2 – kN, ym = kN – xm2. Âèçíà÷èòè êîåô³ö³ºíòè ðîçêëàäàííÿ xp, xm, yp,
ym çà îñíîâîþ 1000. Ðåçóëüòàòè ðîçêëàäàííÿ çàïèñàòè â ìàñèâè, íàïðèê-
ëàä xp0[], xm0[], yp0[], ym0[]. Âèçíà÷èòè ïåðø³ ï’ÿòü êîåô³ö³ºíò³â ðîçêëà-
äàííÿ ÷èñåë xp, xm, yp, ym çà îñíîâàìè ñòåïåí³â ïðîñòèõ ÷èñåë, çàïèñàíèõ ó
ìàñèâ³ mpb[ ff ] (ê³ëüê³ñòü êîåô³ö³ºíò³â ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ïàðàìåòð, à ¿õ
÷èñëî 5 îáðàíî åêñïåðèìåíòàëüíî). Ðåçóëüòàòè ðîçêëàäàííÿ çàïèñàòè â
ìàñèâè, íàïðèêëàä xpp[], xmp[], ypp[], ymp[].

4.5. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ëîãàðèôìó lxp = log (xp).
4.6. Äëÿ âñ³õ ïðîñòèõ ÷èñåë ç ïîòî÷íî¿ ÔÁ çíàéòè êîðåí³ ð³âíÿííÿ

( ( )) (mod )y X pk �0 , (8)

âèêîðèñòàâøè àëãîðèòì Øåíêñà. Çíà÷åííÿ ìåíøîãî êîðåíÿ çàïàì’ÿòàòè â
ìàñèâ³, íàïðèêëàä mx1[ fp], äå fp — ïîðÿäêîâèé íîìåð ïðîñòîãî p â ñïèñêó
ïðîñòèõ.

5. c = 0. Ïðîáí³ X = x0 òà X = x0 – 1 ââàæàòè åëåìåíòàìè ìíîæèíè
MV(h). Ïåðåâ³ðèòè, ÷è áóäóòü Â-ãëàäêèìè îñòà÷³ y xk ( )0 òà y xk ( )0 1� .

6. Âèä³ëèòè äâ³ ï³äìíîæèíè ç ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ: (x0 + c, x0 + c + z],
[x0 – c – z, x0 – c), äå z = min(1000, (pfb – x0 – c)).

7. Äëÿ t = 1 � z ïðèñâî¿òè çíà÷åííÿ 0 åëåìåíòàì ìàñèâ³â mzp t[ ], mzm t[ ]
òà çíàéòè íàáëèæåíå çíà÷åííÿ ëîãàðèôìó

log ( ( )) log ( ) [ ]y x c t lxp c t mlp tk 0 2	 	 � 	 	 � .

8. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ð ïîòî÷íî¿ ÔÁ âèçíà÷èòè òàê³ çíà÷åííÿ
ïðîáíèõ X x c t� 	 	0 ç ï³äìíîæèíè ( , ]x c x c z0 0	 	 	 , äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâà
ð³âí³ñòü (8), ³ äëÿ íèõ äîäàòè çíà÷åííÿ ëîãàðèôìó â³ä ð, çàïèñàíå â p_log[fp],
äî åëåìåíòó ìàñèâó mzp t[ ].

9. Ïîð³âíþþ÷è çíà÷åííÿ mzp t[ ] òà mlp t[ ] ç óðàõóâàííÿì ïàðàìåòðà h,
âèçíà÷èòè ïðîáí³ Õ, ÿê³ íàëåæàòü ìíîæèí³ MV(h).

10. Äëÿ Õ � MV(h) ïåðåâ³ðèòè, ÷è ³ñíóþòü ä³ëüíèêè p ç ïîêàçíèêîì
ñòåïåíÿ s âèùå îäèíèö³ äëÿ îñòà÷³ y Xk ( ) ñåðåä ïðîñòèõ ÷èñåë ç ïîòî÷-
íî¿ ÔÁ, äëÿ ÿêèõ fp � ff. ßêùî òàê³ ³ñíóþòü, òî äëÿ êîæíîãî ç íèõ ïðè
X x c t� 	 	0 äî åëåìåíòà ìàñèâó mzp t[ ] äîäàòè çíà÷åííÿ (s – 1) p_log[ fp],
ÿêùî | [ ] [ ]| ,mzp t mlp t� � 0 1, òî y Xk ( ) áóäå Â-ãëàäêîþ îñòà÷åþ.

11. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ð ïîòî÷íî¿ ÔÁ âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ ïðîáíèõ
X x c t� � �0 ç ï³äìíîæèíè [ , )x c z x c0 0� � � , äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü
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(8), ³ äëÿ íèõ äîäàòè çíà÷åííÿ ëîãàðèôìó â³ä ð, çàïèñàíå â p_log[fp], äî
åëåìåíòà ìàñèâó mzm t[ ].

12. Ïîð³âíþþ÷è çíà÷åííÿ mzm t[ ]òà mlm t[ ]ç óðàõóâàííÿì ïàðàìåòðà h,
âèçíà÷èòè ïðîáí³ Õ, ùî íàëåæàòü ìíîæèí³ MV(h).

13. Äëÿ Õ � MV(h) ³ X x c t� � �0 ïåðåâ³ðèòè, ÷è ³ñíóþòü ä³ëüíèêè p ç

ïîêàçíèêîì ñòåïåíÿ s á³ëüøå îäèíèö³ äëÿ îñòà÷³ y Xk ( ) ñåðåä ïðîñòèõ
÷èñåë ç ïîòî÷íî¿ ÔÁ, äëÿ ÿêèõ fp � ff. ßêùî òàê³ ³ñíóþòü, òî äëÿ êîæíîãî ç
íèõ äî åëåìåíòà ìàñèâó mzm t[ ] äîäàòè çíà÷åííÿ (s – 1) p_log[fp], ÿêùî
| [ ] [ ]| ,mzm t mlm t� � 01, òî y Xk ( ) áóäå Â-ãëàäêîþ îñòà÷åþ.

14. ßêùî çíàéäåíå ÷èñëî Â-ãëàäêèõ ïåðåâèùóº fa, ïåðåéòè äî ï. 16, à
³íàêøå — äî ï. 15.

15. c = c + z. ßêùî c = pfb, ïåðåéòè äî ï. 2, à ³íàêøå — äî ï. 6.
16. Ä³àãîíàë³çóâàòè ìàòðèöþ òà çíàéòè íóëüîâèé ðÿäîê. ßêùî íó-

ëüîâîìó ðÿäêó â³äïîâ³äàº òðèâ³àëüíèé êîð³íü ð³âíÿííÿ A N2(mod ) �
� B N2(mod ), äå A — öå äîáóòîê ðÿäó ïðîáíèõ çíà÷åíü Õ , à B — äîáóòîê
â³äïîâ³äíèõ ¿ì îñòà÷ (3), çàì³íèòè éîãî ³íøèì Â-ãëàäêèì çà íàÿâíîñò³, à
³íàêøå — ïåðåéòè äî êðîêó 2. ßêùî îòðèìàíî íåòðèâ³àëüíèé êîð³íü, òî
âèâåñòè çíà÷åííÿ ìíîæíèê³â ÷èñëà N ³ çàê³í÷èòè ðîáîòó àëãîðèòìó.

Â àëãîðèòì³ À1 ïåðåäáà÷åíî, ùî ìàòðèöÿ âèð³øóºòüñÿ ò³ëüêè òîä³,
êîëè çíàéäåíî äîñòàòíº ÷èñëî Â-ãëàäêèõ. Ïðîòå òàêèé ïîøóê ìîæíà çä³éñ-
íþâàòè íà îñíîâ³ ä³àãîíàë³çàö³¿ ìàòðèö³ «íà õîäó», ùî çàïðîïîíîâàíî ó
ðîáîò³ [10], ³ òîä³ ä³àãîíàë³çàö³þ ìàòðèö³ ìîæíà çä³éñíþâàòè êîæåí ðàç
ï³ñëÿ âèêîíàííÿ êðîêó 13.

Îö³íêà îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ àëãîðèòìó À1. Â îïèñàíîìó
ìåòîä³ ôîðìóâàííÿ äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ ç ïðîð³äæóâàííÿì
ïðîáíèõ Õ íà îñíîâ³ ñèãíàëüíèõ îñòà÷ âèêîðèñòàíî ïàðàìåòðè pla, plb, h

òà kff. Çã³äíî ç³ çíà÷åííÿì pla âèçíà÷åíî ðîçì³ð fa ÇÔÁ çà ôîðìóëîþ

fa pla N N�
�



�

�

�
�exp ln lnln

2

4
,

à áàçîâèé ðîçì³ð ðàä³óñó ïðîñ³þâàííÿ fb — çà ôîðìóëîþ

fb plb N N�
�



�

�

�
�exp ln lnln

2

4
.

Òàê³ âàð³àíòè âèçíà÷åííÿ fa òà fb êîðåëþþòü ç îö³íêîþ îá÷èñëþâàëüíî¿
ñêëàäíîñò³ âèäó T N O C N N( ) (exp( ln lnln ))� äëÿ ìåòîäó QS òà éîãî ìî-

äèô³êàö³é, âêëþ÷àþ÷è ³ ìåòîä MQkS. Òîìó, îö³íþþ÷è îá÷èñëþâàëüíó
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ñêëàäí³ñòü, ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ íàáëèæåíîþ ôîðìóëîþ äëÿ ðîçðàõóíêó
÷àñó:

T m Ae A e A LC N N N N C a C( ) ( ) ( )ln ln ln ln ln ln� � � 2 2 , (9)

äå A, C — äåÿê³ ïîñò³éí³ êîåô³ö³ºíòè. Ïðè ëîãàðèôìóâàíí³ ïðàâî¿ òà ë³âî¿
÷àñòèí ñï³ââ³äíîøåííÿ (9) îòðèìàºìî

log ( ( )) log ( ) ln lnln log ( ) log ( )2 2 2 22 2T m A C N N A C La� 	 � 	 .

ßêùî ïîçíà÷èòè v A1 2� log ( ), v C2 2 2� , a m La( ) log ( )� 2 , b m T m( ) log ( ( ))� 2 ,
òî äëÿ ìíîæèíè m ìîæíà çàïèñàòè ð³âíÿííÿ

v a m v b m1 2	 �( ) ( ), (10)

êîðåí³ ÿêîãî v1 òà v2 áóäóòü âèçíà÷àòèñÿ çà óìîâè ì³í³ìàëüíîãî êâàäðàòè÷-
íîãî â³äõèëåííÿ. Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà Ñ (çì³ííà v2 â (10)) áóëî
ïðîâåäåíî ÷èñåëüí³ åêñïåðèìåíòè äëÿ ïàðàìåòð³â pla òà kff , íàâåäåíèõ ó
òàáë. 8. Ïðè ðîçðàõóíêó ïðèéíÿòî pla = 1,4, h = 0,7. Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ
åêñïåðèìåíò³â äëÿ âàð³àíòó 1 íàâåäåíî ó òàáë. 9.

Ïðè ôîðìóâàíí³ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (ÑËÀÐ) (10)
îá÷èñëþâàëèñÿ çíà÷åííÿ ëîãàðèôìó çà îñíîâîþ äâà äëÿ ðåêîìåíäîâàíîãî
â [9] ðîçì³ðó ÔÁ:

L m N m N ma ( ) exp ln ( )lnln ( )�
�



�

�

�
�

2

4
,

äå N (m) — ÷èñëà ïîðÿäêó 10m ïðè m = 20�32. Äëÿ çíà÷åíü ÷àñó, íàâåäåíèõ
ó òàáë. 9, òàêîæ îá÷èñëþâàâñÿ ëîãàðèôì çà îñíîâîþ äâà â³ä îòðèìàíîãî
÷àñó ðîçðàõóíêó. Ïðè ð³çí³é ê³ëüêîñò³ ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ç äâîìà òà á³ëüøîþ
ê³ëüê³ñòþ íåâ³äîìèõ ó ÑËÀÐ (10) ìîæíà îòðèìàòè ð³çí³ çíà÷åííÿ êîåô³-
ö³ºíòà Ñ. Òîìó äëÿ êîæíîãî ñòîâï÷èêà òàáë. 9 ôîðìóâàëèñÿ ñèñòåìè ð³â-

íÿíü, ïî÷èíàþ÷è ç ðÿäêà, ùî â³äïîâ³-
äàº ïî÷àòêîâàìó çíà÷åííþ m0, äî ðÿä-
êà, ùî â³äïîâ³äàº m = 32. Ïðè ð³çíèõ
çíà÷åííÿõ m0 òà pla îòðèìàíî ð³çí³
çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà Ñ. Ñåðåä íèõ
îáèðàëè òå, ïðè ÿêîìó ð³çíèö³ ì³æ äà-
íèìè òàáë. 9 òà ðîçðàõóíêîâèìè çíà-
÷åííÿìè ÷àñó ïîñò³éíî çì³íþâàëè
ñâ³é çíàê. Ïîð³âíþþ÷è çíà÷åííÿ Ñ,
îáèðàëè òàê³, ïðè ÿêèõ ðîçðàõóíêî-

Ñ.Ä. Âèííè÷óê, Â.M. Ì³ñüêî
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Âàð³àíò pla kff

1 1 0,4—1,0

2 0,95 0,4—0,95

3 0,9 0,4—0,9

4 0,85 0,4—0,85

5 0,8 0,4—0,8

Òàáëèöÿ 8



âèé ÷àñ äëÿ m = 32 ìåíøèé, Ñ (–), òà á³ëüøèé, Ñ (+), çà òàáëè÷íå çíà÷åííÿ.
Îòðèìàí³ çíà÷åííÿ Ñ (–) òà Ñ (+) ïðè pla = 1,0 íàâåäåíî â òàáë. 10.

Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â äëÿ âàð³àíòó 2 (äèâ. òàáë. 8) íàâå-
äåíî ó òàáë. 11. Çíà÷åííÿ Ñ (–) òà Ñ (+), îòðèìàí³ íà îñíîâ³ äàíèõ òàáë. 11,
íàâåäåíî â òàáë. 12, à çíà÷åííÿ Ñ (–) òà Ñ (+), äëÿ âàð³àíò³â 3—5 (äèâ.
òàáë. 8) — ó òàáë. 13. Â³äñóòí³ñòü çíà÷åíü Ñ (–) ó òàáë. 9 òà 12 îçíà÷àº, ùî
ïðè ð³çíèõ âàð³àíòàõ ôîðìóâàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü (10) íå áóëî æîäíîãî, â
ÿêîìó ïðîãíîçîâàíèé ÷àñ ðîçðàõóíêó äîñòàòíüî¿ ê³ëüêîñò³ Â-ãëàäêèõ äëÿ
÷èñåë ïîðÿäêó 1032 ïåðåâèùóâàâ áè îòðèìàíå çíà÷åííÿ ÷àñó. Öå ñâ³ä÷èòü
ïðî òå, ùî çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà Ñ, ÿêå âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè îö³íö³ îá÷èñ-
ëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³, º á³ëüøèì çà Ñ (+).

Àíàë³çóþ÷è äàí³, íàâåäåí³ â òàáë. 9, 11 òà 12, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó
ïðî òå, ùî êîåô³ö³ºíò Ñ ìîæå ìàòè ñåðåäíº çíà÷åííÿ ì³æ Ñ (+) òà Ñ (–) ³
áóòè ìåíøèì çà îäèíèöþ, ùî ï³äòâåðäæåíî ðåçóëüòàòàìè ðîçðàõóíê³â äëÿ
â³äíîñíî ìàëèõ ÷èñåë. Óçàãàëüíèòè òàêèé âèñíîâîê íà äîâ³ëüí³ ÷èñëà N
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m
×àñ ðîçðàõóíêó t (ñ) ïðè kff

0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

20 1,156 1,079 0,969 0,953 0,969 1,031 1,125

21 1,719 1,578 1,468 1,422 1,468 1,562 1,718

22 2,344 2,125 2,016 2 2,063 2,25 2,5

23 3,405 3,171 3,015 3 3,125 3,37 3,813

24 4,844 4,469 4,328 4,5 4,515 4,906 5,609

25 6,687 7,814 5,969 6,156 6,344 6,906 7,922

26 9,422 8,812 8,64 8,702 9,14 10,047 11,546

27 13,421 12,687 12,614 12,678 13,25 14,765 17,093

28 19,389 18,49 17,921 18,281 19,392 21,859 25,265

29 27,233 25,514 25,171 25,843 27,5 31,435 36,514

30 38,15 36,389 35,811 36,483 39,561 44,722 53,022

31 51,53 50,077 50,092 51,94 55,654 63,353 76,013

32 75,091 71,731 71,937 73,664 80,34 97,621 110,512

Òàáëèöÿ 9

kff 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Ñ (–) — — — — — — 1,04598

Ñ (+) 0,95765 0,97725 0,995949 0,990047 1,01645 1,07049 1,04163

Òàáëèöÿ 10



íåìàº ìîæëèâîñò³, îñê³ëüêè éîãî îö³íêè îòðèìàíî íà îñíîâ³ ÷èñåëüíèõ
åêñïåðèìåíò³â íàä îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ â³äíîñíî ìàëèõ ÷èñåë. Ïðîòå
ïëàâíèé õàðàêòåð çì³íè Ñ (+) ³ Ñ (–) ïðè çì³í³ kff òà pla äîçâîëÿº ââàæàòè
ìîæëèâèì îòðèìàííÿ ìîäèô³êîâàíîãî ìåòîäó êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà, ó
àëãîðèòì³ ÿêîãî êîåô³ö³ºíò Ñ áóäå ìåíøèì çà îäèíèöó. Òàê, äëÿ

Ñ.Ä. Âèííè÷óê, Â.M. Ì³ñüêî
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m
×àñ ðîçðàõóíêó t (ñ) ïðè kff

0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95

20 1,781 1,61 1,406 1,375 1,344 1,407 1,484

21 2,641 2,484 2,156 2,188 2,078 2,187 2,297

22 3,656 3,219 2,984 2,906 2,937 3,172 3,315

23 5,516 4,925 4,563 4,5 4,551 4,92 5,234

24 7,905 7,078 6,656 6,656 6,734 7,281 7,765

25 10,891 10,109 9,359 9,577 9,812 10,734 11,531

26 15,64 14,375 13,54 13,901 14,328 15,828 16,972

27 22,39 21,225 19,749 20,39 20,962 23,202 25,202

28 32,561 30,843 28,405 29,026 30,592 34,35 37,686

29 47,123 43,23 41,171 42,03 45,03 51,467 57,042

30 65,029 59,373 58,623 58,748 63,04 71,7 79,528

31 92,685 85,601 83,538 85,341 90,814 105,998 115,653

32 125,293 117,658 114,969 119,825 129,433 149,511 165,775

Òàáëèöÿ 11

kff 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95

Ñ (–) 0,957962 0,960859 0,985946 1,00466 1,02279 1,04022 1,05352

Ñ (+) 0,950964 0,958305 0,979411 1,00113 1,01919 1,03619 1,05073

Òàáëèöÿ 12

Âàðèàíò C
Çíà÷åííÿ Ñ (–) òà Ñ (+) ïðè kff

0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,85 0,9

3 Ñ (–) — — — 1,07631 1,06094 — 1,06763

Ñ (+) 1,05159 1,04601 1,05925 1,07416 1,06032 — 1,01483

4 Ñ (–) — — — 1,12124 — 1,13575 —

Ñ (+) 1,01827 1,03077 1,09658 1,10882 1,12937 1,12172 —

5 Ñ (–) 1,03691 1,04564 — 1,13696 1,15366 — —

Ñ (+) 1,02762 1,04291 1,07915 1,12591 1,15128 — —

Òàáëèöÿ 13



àíàë³çîâàíèõ ÷èñåë N ïðè pla = 0,94 îòðèìóºìî Ñ (+) = 0,989129, Ñ (–) =
= 0,99512. Ïðè öüîìó ðîçì³ð ìàòðèö³ âèçíà÷àºòüñÿ òàê:

( ) exp , ln lnln,L N Na 0 94 094
2

4
�

�



�

�

�
�,

à îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäí³ñòü ìåòîäó Ãàóñà äëÿ ìàòðèö³ ñòàíîâèòü

O N N O Nexp , ln lnln (exp( , ln3 094
2

4
0997021�

�



�

�

�
�

�



�

�

�
� � lnln ))N .

Òîáòî ïðè âèêîðèñòàíí³ ìåòîäó MQkS â ö³ëîìó çíà÷åííÿ Ñ âèÿâëÿºòüñÿ
ìåíøèì çà îäèíèöþ, õî÷à òàêó îö³íêó ñë³ä ââàæàòè åâðèñòè÷íîþ.

Âèñíîâêè

Â ìåòîä³ QS íàéá³ëüø çàòðàòíîþ çà ÷àñîì º ïðîöåäóðà ïîøóêó Â-ãëàäêèõ
÷èñåë, â õîä³ ÿêî¿ øóêàþòü òàê³ ïðîáí³ Õ, ùî äëÿ îñòà÷ y X( ) äîñòàòíüî

áëèçüêèìè áóäóòü çíà÷åííÿ log ( ( ))y X òà
j

pfa

j js p
�

�
1

log , äå pj — ïðîñò³ ÷èñëà

(åëåìåíòè ÔÁ). Îñê³ëüêè ïðè öüîìó ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ sj > 1, íåîáõ³äíî
ïåðåâ³ðÿòè âèêîíàííÿ óìîâè y X p

S j( ) mod ( ) �0, ùî ñïðè÷èíÿº çðîñòàííÿ

îá÷èñëþâàëüíèõ çàòðàò.
Çàïðîïîíîâàíèé ñïîñ³á ïðîñ³þâàííÿ, çàñíîâàíèé íà âèêîðèñòàíí³ ñèã-

íàëüíèõ îñòà÷, ïîòðåáóº ïîøóêó êîðåí³â ð³âíÿííÿ y X pk

S j( ) mod ( ) �0

ò³ëüêè ïðè sj = 1. Òîä³ çàì³ñòü âèêîíàííÿ óìîâè ïðàêòè÷íî¿ ð³âíîñò³ çíà-

÷åíü log ( ( ))y Xk òà
j

pfa

j js p
�

�
1

log âèìàãàºòüñÿ âèêîíàííÿ óìîâè (4), äå

h�[ , ]0 1 . Öåé ïàðàìåòð ìîæíà îáèðàòè, ùî äîçâîëÿº ñóòòºâî ñêîðîòèòè ÷àñ
ðîçðàõóíêó. Ïîäàëüøå ñêîðî÷åííÿ ÷àñó ðîçðàõóíê³â çä³éñíþºòüñÿ ïðè âèêî-
ðèñòàíí³ îáìåæåííÿ (7) äëÿ ìíîæèíè åëåìåíò³â çàãàëüíî¿ ÔÁ, äëÿ ÿêèõ ïîêàç-
íèêè ñòåïåí³â ä³ëüíèê³â Â-ãëàäêîãî ìîæóòü ïåðåâèùóâàòè îäèíèöþ.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè âèêîðèñòàíí³ ðîçì³ðó ÔÁ La òà ðàä³óñó ïðîñ³þ-
âàííÿ Lb [9] äëÿ ÷èñåë N ïîðÿäêó 21024 ÷èñëî åëåìåíò³â ìàòðèö³ ïåðåâèùèòü
9 �1020, à ê³ëüê³ñòü ïðîáíèõ Õ ìîæå ïåðåâèùèòè 27 �1030. Íà äàíèé ÷àñ òà-
êèé îáñÿã ïàì’ÿò³ íåäîñòóïíèé äëÿ ñó÷àñíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì. Â
íàéáëèæ÷îìó ìàéáóòíüîìó ïðîáëåìàòè÷íèì òàêîæ º âèêîíàííÿ çà ïðèé-
íÿòíèé ÷àñ ÷èñëà îïåðàö³é, ÿêå ïåðåâèùóº 27 � 1030. Òîìó º ïîòðåáà â çíè-
æåíí³ ê³ëüêîñò³ åëåìåíò³â ÔÁ (äëÿ ìåòîäó MQkS ÇÔÁ) òà ³íòåðâàëó ïðî-
ñ³þâàííÿ. Â ìåòîä³ MQkS ÷èñëî åëåìåíò³â ÇÔÁ âèçíà÷àºòüñÿ íà îñíîâ³
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ïàðàìåòðà pla, à ðîçì³ð ³íòåðâàëó ïðîñ³þâàííÿ — íà îñíîâ³ ïàðàìåòðà plb.
Ïðîòå çìåíøåííÿ ðîçì³ðó ÔÁ ïðèçâîäèòü äî çá³ëüøåííÿ ÷àñó ïîøóêó
Â-ãëàäêèõ. Òîìó îäíî÷àñíå çìåíøåííÿ fa òà fb ïðàêòè÷íî íåìîæëèâå.

Äëÿ ìåòîäó QS òà éîãî ìîäèô³êàö³é îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäí³ñòü îö³-
íþºòüñÿ âåëè÷èíîþ O C N N(exp( ln lnln )), äå Ñ � 1. Íà îñíîâ³ ïðîâåäåíèõ
÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â âñòàíîâëåíî, ùî ïðè pla � 0,94 òà pla > 0,9 äëÿ
àíàë³çîâàíî¿ ìíîæèíè ÷èñåë, íàâåäåíî¿ â òàáë. 1, êîåô³ö³ºíò Ñ ó ôîðìóë³
(9) ìåíøèé çà îäèíèöþ. Ïðîòå íå ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî öå áóäå ñïîñ-
òåð³ãàòèñÿ äëÿ äîâ³ëüíèõ N. Â òîé æå ÷àñ, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðè
âèêîðèñòàíí³ ³äå¿ ä³àãîíàë³çàö³¿ ìàòðèö³ «íà õîäó» [10] º ïðèíöèïîâî
ìîæëèâèì ðîçêëàäàííÿ ÷èñåë N ïîðÿäêó 21024.
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ÌÅÒÎÄ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÃÎ k-ÐÅØÅÒÀ
Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÑÈÃÍÀËÜÍÛÕ ÎÑÒÀÒÊÎÂ
ÏÐÈ ÏÐÎÑÅÈÂÀÍÈÈ ÏÐÎÁÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ

Îïèñàí àëãîðèòì ìåòîäà ìíîæåñòâåííîãî êâàäðàòè÷íîãî k-ðåøåòà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà êâàäðòàòè÷íîãî ðåøåòà. Â ïðåäëîæåííîé ìîäèôèêàöèè ïðè ïðî-
ñåèâàíèè ïðîáíûõ çíà÷åíèé ðåêîìåíäóåòñÿ âûïîëíÿòü ïðåäâàðèòåëüíîå èõ ïðîñåèâàíèå
íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ îñòàòêîâ y X X kNk ( ) � �2 ( )k �1 ñ ñèãíàëüíûìè îñòàòêàìè y Xk

* ( ),
ãäå y Xk

* ( ) — ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ ñòåïåíåé ìíîæèòåëåé y X
k

( ). Èç ïðîáíûõ çíà÷å-
íèé îòñåâàþò òå, äëÿ êîòîðûõ log ( ( )) log ( ( ))*y X h y Xk k� , ãäå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî
h �[ , ]0 1 — ýòî âûáèðàåìûé ïàðàìåòð. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè çíà÷åíèÿ N
óâåëè÷èâàåòñÿ è çíà÷åíèå h, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íàèìåíüøåå âðåìÿ ðàñ÷åòà. Óñòà-
íîâëåíî òàêæå, ÷òî óìåíüøåíèå âðåìåíè ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íîãî ÷èñëà Â-ãëàäêèõ ìîæíî
äîñòè÷ü ïðè îãðàíè÷åíèè íà ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé äåëèòåëåé Â-ãëàäêîãî, ïðåâûøàþùèõ
åäåíèöó, äëÿ ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ îáùåé ôàêòîðíîé áàçû, áîëüøèõ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ,
îïðåäåëÿåìîãî íà îñíîâå ïàðàìåòðà kff. Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ îòíî-
ñèòåëüíî ìàëûìè ÷èñëàìè ïîðÿäêà 10m ïðè m = 20�32 ïîêàçàíî, ÷òî âðåìÿ ðà÷åòà äîñòà-
òî÷íîãî ÷èñëà Â-ãëàäêèõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ââåäåíîãî ïàðàìåòðà kff. Îïèñàíû øàãè
àëãîðèòìà ìåòîäà è èäåè èõ ðåàëèçàöèè. Äàíà ýâðèñòè÷åñêàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ïðåäëî-
æåííîãî ìåòîäà äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà pla.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: öåëî÷èñëåííàÿ ôàêòîðèçàöèÿ, ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà,

ìíîæåñòâåííîå ðåøåòî.

Ìåòîä ìíîæèííîãî êâàäðàòè÷íîãî k-ðåøåòà ç âèêîðèñòàííÿì ñèãíàëüíèõ îñòà÷
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METHOD OF MULTIPLE POLINOMIAL k-SIEVE
WITH USING OF SIGNAL REMINDERS
DURING SIEVING OF PROBABLE VALUES

An algorithm for the method of a Multiple Quadratic k-Sieve (MQkS) is proposed, which is a
modification of the quadratic sieve method (QS), in which, when sieving test values, it is pro-
posed to perform a preliminary sieving on the basis of the comparison, the remainder y Xk ( ) �
� �X kN2 ( )k �1 with signaling residues y Xk

* ( ), where y Xk
* ( ) is the product of the first powers

of the factors y X
k

( ). Among the test values, the ones for which log ( ( )) log ( ( ))*y X h y Xk k� ,
where a real number h �[ , ]0 1 is a parameter that can be selected. It is established that at growth N
the value of h increases, at which the lowest value of the calculation time is reached. It is also es-
tablished that a decrease in the time of obtaining a sufficient number of B-smooth ones can be ob-
tained by limiting the parameters of powers of the B-smooth divisors exceeding the unit for a plu-
rality of elements of a common factor base, greater than a certain value, which is determined on
the basis of the value of the parameter kff. On the basis of numerical experiments with relatively
small numbers of order 10m at m = 20�32, it is shown that the time of calculating a sufficient num-
ber of B-smooth is a function of the introduced parameter kff, with a monotonically increasing ratio
of calculation time with the value of the parameter kff = 1 (no restriction) to the minimum time. The
steps of the algorithm of the method and the ideas of their implementation are described. A heu-
ristic estimation of the complexity of the MQkS method for a number of values of the parameter
pla is given.

K e y w o r d s: integer factoring, quadratic sieve, multiple sieve.

ÂÈÍÍÈ×ÓÊ Ñòåïàí Äìèòðîâè÷, ä-ð òåõí. íàóê, çàâ. â³ää³ëîì ²í-òó ïðîáëåì ìîäåëþâàííÿ â

åíåðãåòèö³ ³ì. Ã.ª. Ïóõîâà ÍÀÍ Óêðà¿íè. Â 1977 ð. çàê³í÷èâ ×åðí³âåöüêèé ãîñóí³âåðñèòåò.

Îáëàñòü íàóêîâèõ äîñë³äæåíü — ìîäåë³, ìåòîäè ³ ïðîãðàìí³ çàñîáè äëÿ àíàë³çó ñèñòåì ð³äèíè,

ùî ñòèñêàºòüñÿ òà íå ñòèñêàºòüñÿ, òåîð³ÿ àëãîðèòì³â.
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«ÊÏ²». Îáëàñòü íàóêîâèõ äîñë³äæåíü — ÷èñåëüí³ ìåòîäè òà àëãîðèòìè ôàêòîðèçàö³¿.
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