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Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé
Ñóááîòèíà è åãî êëàññèôèêàöèÿ

Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé, åå ïàðàìåòðû, öåíòðàëüíûå ìîìåíòû è
êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà. Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ
ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé è êóìóëÿíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðåäëîæåíà êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà è óñòàíîâëåíû êðèòåðèè âûáîðà ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòåé äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé íåãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà, îáîáùåííîå ãàóññîâî ðàñ-
ïðåäåëåíèå, îáîáùåííîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê.

Ðåøåíèå çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îñíî-
âàíî íà ïðåäïîëîæåíèè î ãàóññîâîì ðàñïðåäåëåíèè èññëåäóåìûõ äàííûõ,
÷òî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü íà ïðàêòèêå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè [1, 2]. Ïðèìåíèìîñòü ãàóññîâîé ìîäåëè â ïðè-
ëîæåíèÿõ îáû÷íî îáîñíîâûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé, îä-
íàêî ýòà òåîðåìà ñïðàâåäëèâà ëèøü ïðè óñëîâèÿõ Ëèíäåáåðãà [1], êîòîðûå
âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ íå âûïîëíÿþòñÿ. Êðîìå òîãî, öåíòðàëü-
íàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé, ïîýòîìó «÷àñòî ìîæíî
ïîäîáðàòü âåñüìà ïðîñòûå (è áîëåå òî÷íûå, ÷åì íîðìàëüíûå!) àïïðîêñè-
ìàöèè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû íåáîëüøîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ
ñëàãàåìûõ» [2, ñ. 245].

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé îäíîé èç íåãàóññîâûõ ìîäåëåé àïïðîêñèìà-
öèè çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê îáîñíîâàíà â 1923 ã. Ì.Ò. Ñóááîòèíûì
[3]:

p x p x c
c

c
e x c

( ) ( ; )
( / )

| |� � �� �

2 1�
, x� �� �( , ), (1)

ãäå ��0 — ïàðàìåòð ìàñøòàáà; c�0 — ïàðàìåòð ôîðìû; � ( )x — ãàììà-
ôóíêöèÿ.
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Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (1) îïèñûâàåò ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, ïî-
ñêîëüêó â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ôîðìû îíà îïðåäåëÿåò
ðàçëè÷íûå òèïû ðàñïðåäåëåíèé, â ÷àñòíîñòè ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà (c �1)
è ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå (c �2). Â ëèòåðàòóðå [4—16] ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷-
íûå ôîðìû ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (1) ïîä ðàçíûìè íàçâàíèÿìè: îáîá-
ùåííîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (generalized normal distribution), îáîá-
ùåííîå ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå (generalized Gaussian distribution), ðàñïðå-
äåëåíèå îøèáîê (error distribution), îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê
(general error distribution), ýêñïîíåíöèàëüíîå ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå (ex-
ponential power distribution) è äð.

Ñëåäóÿ ñëîæèâøåéñÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé òðàäèöèè íàçûâàòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïî èìåíè ó÷åíîãî, êîòîðûé âïåðâûå ââåë ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ è
ðàññìîòðåë èõ ñâîéñòâà (ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà, Ñòüþäåíòà, Êîøè, Ïàðå-
òî è äð.), áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé (1)
ñåìåéñòâîì ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà. Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé (1) ïðè-
ìåíÿåòñÿ â êà÷åñòâå ìîäåëåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòåé èçìåðèòåëü-
íûõ ïðèáîðîâ è ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé [5], ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé õàîòè-
÷åñêèõ èìïóëüñíûõ ïîìåõ [6], áèîìåäèöèíñêèõ [7], âèäåî [8] è àóäèî [9]
ñèãíàëîâ.

Âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé (1) èññëåäî-
âàíû â [9—14]. Â ðàáîòàõ [9, 10] ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíò-
ðàëüíûõ ìîìåíòîâ, ïðèâåäåíû èõ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà è èññëåäîâàíî
îòíîøåíèå àáñîëþòíîãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîìó îòêëîíåíèþ. Â ðàáîòå [11] ïîëó÷åíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèé (1) â âèäå ðÿäà Òåéëîðà, â [9, 12] ïðèâåäåíà ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòåé (1) ïðè c
�, à â ðàáîòå [10] — ïðè c
 0.

Â ðàáîòàõ [9, 10, 12, 13] èññëåäîâàíû îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ (1), ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ìîìåíòîâ è ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ, à â ðàáîòå [14] — ìåòîäîì ìàêñèìèçàöèè ïîëèíîìà. Â ðàáîòàõ [9,
15, 16] îáîñíîâàíû ìåòîäû è àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé (1).

Àíàëèç ðàáîò [5—16] ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî äëÿ äàëüíåéøåãî
ïðèìåíåíèÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà â ïðèëîæåíèÿõ àêòóàëü-
íûìè îñòàþòñÿ çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ åãî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé
è êóìóëÿíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷.

Àíàëèç ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (1) íåïðå-
ðûâíàÿ è ïðè x �0 èìååò ìàêñèìóì, ðàâíûé íîðìèðóþùåìó ìíîæèòåëþ:

A c p c
c

c c c c
( ) ( ; )

( / ) ( / ) ( / ) ( / )
� � � �

�
0

2 1 2 1 1 2 1 1

� � �
� � �

. (2)
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Èññëåäóåì ñâîéñòâà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (1) â òî÷êå x �0. Äëÿ
ýòîãî íàéäåì åå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå ��p x( ) è ��p x( ) ñëåâà è ñïðàâà
îò òî÷êè x �0:

� � ��
� � �p x A c c x ec c x c

( ) ( ) ( ) ( )� �1 , x
 0,

� � ��
� �p x A c c x ec c x c

( ) ( ) ( )� �1 , x �0.
(3)

Èç ôîðìóëû (3) ñëåäóåò, ÷òî åñëè x � 0, òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
c ïðîèçâîäíûå ��p x( ) è ��p x( ) — íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, � ��p x( ) 0, � 
�p x( ) 0.
Ïðîàíàëèçèðóåì ïðîèçâîäíûå ��p x( ), ��p x( ) â òî÷êå x �0. Îáîçíà÷èì 0–
çíà÷åíèå x ñëåâà îò òî÷êè x �0, à 0+ — çíà÷åíèå ñïðàâà îò òî÷êè x �0.

Ïóñòü 0 1
 �c . Åñëè c � 1, òî

lim ( ) ( )
x

p x A c

 �

�� �
0

�� �, lim ( )
x

p x

 �

��
0

� � 
A c( )� � .

Ïðè ëþáûõ 0 1
 
c

lim ( )
x

p x

 �

�� � ��
0

, lim ( )
x

p x

 �

�� � ��
0

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 0 1
 �c ïðîèçâîäíàÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé
ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè
x �0, â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ �p x( ) ïðè c �1 èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà, à
ïðè c
1 — ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè 0 1
 �c òî÷êà x �0
ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (1).

Ïóñòü c�1. Â ýòîì ñëó÷àå

lim ( ) lim ( )
x x

p x p x

 �

�

 �

�� � � �
0 0

�,

ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðåäåë

� � � � � � � �

 
 �

�

 �

�p p x p x p x
x x x

( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )0
0 0 0

�.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè c�1 ïðîèçâîäíàÿ �p x( ) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x, âêëþ÷àÿ òî÷êó x �0, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòåé (1) — ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ è èìååò ãëàäêóþ âåðøèíó.

Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî àíàëèçà âñå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (1)
ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà: ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ êëàññà 1 (0 1
 �c ), ó êîòîðûõ âåðøèíà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé —
óãëîâàÿ òî÷êà, è ðàñïðåäåëåíèÿ êëàññà 2 (c�1), ó êîòîðûõ âåðøèíà ïëîò-
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íîñòè âåðîÿòíîñòåé — ãëàäêàÿ. Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà âîñïîëüçóåìñÿ
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ãàììà-ôóíêöèè [17]:

x x x� �( ) ( )� �1 , x �0; � ( ) ( )!n n� �1 , n �1 2 3, , ,...;

� �( ) ( )1 2 1� � ; � ( / )1 2 � �; � ( / ) /3 2 2� � ;

� ( / ) ...( ) ( ) /n n n n� � � � � �1 2 1 3 5 2 3 2 1 2� , n �1 2 3, , ,...

Ïðîàíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ A c( )îò ïàðà-
ìåòðà c, èñïîëüçóÿ (2).

Ïóñòü 0 1
 �c . Ïðè c �1èç (2) ïîëó÷àåì

A ( )1 � � �05 1 05 2 05, / ( ) , / ( ) ,� � �� � .

Ïóñòü 0 1
 
c è 1/ c n� — öåëîå ÷èñëî. Òîãäà ôîðìóëà (2) ïðèíèìàåò
ñëåäóþùèé âèä:

A n n n( ) , / ( ) , / !� � �05 1 05� �� . (4)

Ïðè c
 0èç (4) ïîëó÷àåì lim ( ) lim ( )
c n

A c A n

 
�

� �
0

0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè0 1
 �c

íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü 0 05
 �A c( ) , �.
Ïóñòü c�1. Èç ôîðìóëû (2) íàõîäèì ïðåäåëû: lim ( ) lim ( )

c n
A c A ñ


 � 
�
� �

1

�05, �. Ãàììà-ôóíêöèÿ � ( )x íà èíòåðâàëå1 2� �x èìååò ìèíèìàëüíîå çíà-
÷åíèå min ( ) ,� x �08856 ïðè x �14616, [17]. Ïîýòîìó A c( ) ïðèíèìàåò ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå max ( ) ,A c �05646� ïðè c �21664, . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
c�1ïîëó÷àåì 05 05646, ( ) ,� �
 �A c .

Íàéäåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x c( ; ) ïðè c
�:

p x p x c A c e
c c

x c

( ; ) lim ( ; ) lim ( ) | |� � � �

� 
�

��

� �




�

� 
�

�lim ( ) lim

, | | /

, | | /

,

| |

c c

xA c e

x

e
x

c�

�
��

�
��

2
1

2
1

0 | / .x �

�

�

�
�
�

�

�
�
�

1 �

(5)

Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè c
� ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (1) ñòðåìèòñÿ ê ïðÿ-
ìîóãîëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà èíòåðâàëå ( / / ]�1 1�� � . Íà ðèñ. 1, à, ïðåä-
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ñòàâëåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (1) ðàñïðåäåëåíèé êëàññà 1, à
íà ðèñ 1, á, — ðàñïðåäåëåíèé êëàññà 2 ïðè � ��.

Öåíòðàëüíûå ìîìåíòû. Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñåìåéñòâà ðàñïðå-
äåëåíèé Ñóááîòèíà ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè ôóíêöèÿìè. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åãî
íà÷àëüíûå ìîìåíòû � s c( ) ñîâïàäàþò ñ öåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè �s c( ),
êîòîðûå äëÿ íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ s ðàâíû íóëþ. Íàéäåì öåíòðàëüíûå ìî-
ìåíòû �s c( ) ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ:

�
� ��

s
s s xc x p x c dx

c

c
x e dx

cc

( ) ( ; )
( / ) (

| |� � �
��

�

��

�
�

� �2 1� � 1
0

/ )
( )

c
x e dxs x c

�
�

�
� . (6)

Èñïîëüçóÿ òàáëè÷íûé èíòåãðàë [18, ñ. 200], èç (6) ïîëó÷àåì
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� �

s s s
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s c

c

c s c

s
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[( ) / ]

( / )

( / ) [ ( ) / ]

[( )
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�
�

� �

�

�

�
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1 1 1

1 / ] ( / )

[ ( ) / ]

( ) ( / )c c

s c

s cs�

�

�1 1

1 1

1 1 1�
�

� �

� ��
, s �2 4, ,... . (7)

Ïðîàíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü ìîìåíòîâ (7) îò ïàðàìåòðà ôîðìû c.
Ïóñòü 0 1
 �c . Ïðè c �1 èç ôîðìóëû (7) ïîëó÷àåì � �s

ss( ) ( ) / ( )1 1 1� � �� �

� s s!/� . Ïóñòü 0 1
 
c è 1/ c n� — öåëîå ÷èñëî. Òîãäà n s( )�1 — öåëîå è

ôîðìóëà (7) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
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� �
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n s
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n s

s n
( )

[ ( )]

( ) ( )
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�

�

�
�

�

�

1 1

1 1

1

1

1

1 1�s
k

sn

s
n k

( )
( )

�
�

�
� . (8)

Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà è åãî êëàññèôèêàöèÿ

ISSN 0204–3572. Åëåêòðîí. ìîäåëþâàííÿ. 2019. Ò. 41. ¹ 3 19

0,5

0,75

c =1,0

p x( )
0,6

0,4

0,2

0
� �4 2 0 2 4

1,25

2,0

c = 5,0

� �4 2 0 2 4
a á

x

Ðèñ. 1



Èç ôîðìóëû (8) ñëåäóåò, ÷òî ïðè c
 0, � � �s
c

s
n

sc n( ) lim ( ) lim ( )0
0

� � ��

 
�

.

Ïóñòü c�1. Ïðè c
1, � � � �s
c

s s
sc s( ) lim ( ) ( ) !/1 1

1
� � � �


 �
, ïðè c �2 ïîëó-

÷àåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ ãàóññî-
âà ðàñïðåäåëåíèÿ:

�
�

�

�
s s

s
s s s

( )
( / / ]

( / )

... ( ) ( ) / /

2
2 1 2

1 2

1 3 5 3 1 2 2

�
�

�
� � � ��

� s s s

s s

� �
�
� � � �1 3 5 3 1

2 2

... ( ) ( )
/

. (9)

Ïðè c
� èç ôîðìóëû (7) ïîëó÷àåì

� �
�

s
c

s
c s

c
s c

s c
( ) lim ( ) lim

[ ( ) / ]

( ) ( /
� � �

� �

� �
� 
�

�

�

1 1

1 1 1 )

( )

( ) ( ) ( )
�

�
�

�

�

�

1

1 1

1

1� �s ss s
. (10)

Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíòû �s( )� ñîâïàäàþò ñ öåíòðàëüíûìè ìîìåí-
òàìè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå ( / / ]�1 1�� � . Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ c�0öåíòðàëüíûå ìîìåíòû�s c( ) âñåõ ïîðÿäêîâ
s ñóùåñòâóþò è ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ìîíîòîííî óáûâàþùèìè ôóíê-
öèÿìè, îãðàíè÷åííûìè çíà÷åíèåì � �s

s s( ) / [ ( )]� � �1 1 .
Êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû. Ïðè àíàëèçå íåãàóññîâûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû

�
�

�
s

s

s
c

c

c
( )

( )

( )/
�

2
2

. (11)

Çäåñü �s c( ) — êóìóëÿíòû ðàñïðåäåëåíèé,

�s

s

s s
u

c
d f u c

i d u
( )

ln ( ; )
�

�0

,
(12)

ãäå f u c( ; ) — õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ; i � �1; s �1 2, ,... — ïîðÿäîê
êóìóëÿíòîâ è êóìóëÿíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ; � �2 2( ) ( )c c� .

Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷åòíûìè ôóíêöèÿìè, ïîýòîìó âñå êóìóëÿíòû �s c( ) è êóìóëÿíòíûå
êîýôôèöèåíòû � s c( ) íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ s ðàâíû íóëþ. Õàðàêòåðèñòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è êóìóëÿíòû ñåìåéñòâà (1) èçâåñòíû ëèøü äëÿ äâóõ ÷àñò-
íûõ ñëó÷àåâ: ïðè c �1 è ïðè c �2. Äëÿ ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ (c �2) âñå
êîýôôèöèåíòû � s( )2 0� ïðè s  3. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà (c �1) êîýô-
ôèöèåíòû � s

ss( ) ( )!/ /1 1 2 2 1� � � , s �2 4, ,... [4], â ÷àñòíîñòè � 4 1 3( ) � , � 6 1 30( ) � ,

� 8 1 630( ) � .
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Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñåìåéñòâà
ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà â çàìêíóòîì âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íûì [11], ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ � s c( ) âìåñòî âûðà-
æåíèé (11) è (12) èñïîëüçóåì ôîðìóëû [1, ñ. 106], âûðàæàþùèå êóìó-
ëÿíòû ÷åðåç öåíòðàëüíûå ìîìåíòû, è ôîðìóëû (7), (11). Îãðàíè÷èâàÿñü
ðàññìîòðåíèåì êîýôôèöèåíòîâ � s c( ) ïîðÿäêîâ s � 4 6 8, , , ïîëó÷àåì

� 4 4 3( ) ( )c M c� � , � 6 6 415 30( ) ( ) ( )c M c M c� � � ,

� 8 8 6 4
2

428 35 420 630( ) ( ) ( ) ( ) ( )c M c M c M c M c� � � � � ,
(13)

ãäå M cs( ) — íîðìèðîâàííûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû,

M c
c

c

s c c

c
s

s

s

s

( )
( )

( )

[( ) / ][ ( / )]

[ ( / )/

/

� �
� ��

�2
2

2 11 1

3

� �

� ] /s 2
�

�
� � �

� �

�3 1 1 1 1

1 1 3

2 2 1

2

s s

s

s c c

s c

/ /

/

[ ( ) / ][ ( / )]

( ) [ ( / )]

� �

�
. (14)

Ïðîàíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü ìîìåíòîâ (14) îò ïàðàìåòðà ôîðìû ñ.
Ïðè ñ �1èñïîëüçóåì ôîðìóëó � �s

ss( ) !/1 � è ïîëó÷àåì M ss
s( ) !/ /1 2 2� . Ïðè

c �2, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (9), íàõîäèì M s ss( ) ...( ) ( )2 1 3 5 3 1� � � � � .
Ïóñòü c
�. Òîãäà èç (14) ïîëó÷àåì

M M c
s

s c
s

c
s

c

s

( ) lim ( ) lim
[ ( ) / ][ ( //

� � �
�

� � �

� 
�

3

1

1 1 1 12 � � c

c s

s

s

s)]

[ ( / )]

/

/

/2 1

2

2

1 3

3

1

�

�
�

��
. (15)

Ïóñòü 0 1
 
c è 1/ c n� — öåëîå ÷èñëî. Íàéäåì ïðåäåë lim ( )
c

sM c

0

. Èñ-
ïîëüçóÿ (8), ïðèâåäåì ôîðìóëó (14) ê âèäó

M n
n

n s

n k

n k

s
s

s

s
k

sn

k

n
( )

( )

( ) ( )

( )

(
/

/

� �
�

�

�

�

�

�

�

�

�2
2

2
1

1

2

3

1
)

/
!

"
#

$

%
&

s 2
. (16)

Ïðåîáðàçóåì ÷èñëèòåëü âûðàæåíèÿ (16):

k

sn

k

n

n k n k n k n k s n k
� �
� �� � � � � � �

1 1

2

3 5 1( ) ( ) ( ) ( ) ...[( ) ]. (17)
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Ñ ó÷åòîì (17) ôîðìóëà (16) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

M n
s

n k n k n k s n k
s

s

k

n

( )
( )

( ) ( ) ( ) ...[( )/

�
�

� � � � �

�
�3

1

3 5 12

1

2 ]

( ) /n k s� 2
. (18)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ÷èñëèòåëå âûðàæåíèÿ (18) ïîä çíàêîì ïðîèçâåäåíèÿ
ñîäåðæèòñÿ s /2 ñîìíîæèòåëåé, íàõîäèì ïðåäåëû:

lim
( ) ( ) ( ) ...[( ) ]

( ) /n s

n k n k n k s n k

n k
�

� � � � �

�
� � �

3 5 1
1 3 5

2
...( )s�1 ,

lim
( ) ( ) ( ) ...[( ) ]

( ) /n
k

n

s

n k n k n k s n k

n k
�
�
�

� � � � �

�1

2

2

3 5 1
� � � � ��


�
lim[ ...( )]
n

ns1 3 5 1 2 .

(19)

Èç (18) è (19) íàõîäèì ïðåäåë

M M c M n
s

s
c

s
n

s
n

s

( ) lim ( ) lim ( ) lim
( )

[
/

0
3

1
1 3

0

2

� � �
�

� �

 
� 
�

5 1 2...( )]s n� ��.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (13) è (15), (18), (19), ïðîàíàëèçèðóåì àñèìïòîòè-
÷åñêèå ñâîéñòâà êóìóëÿíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ � s c( ), s � 4 6 8, , . Ïðè c
�
íàõîäèì

� � �4
0

4 4 40 3( ) lim ( ) lim ( ) lim[ ( ) ] lim� � � � �

 
� 
�c n n n

c n M n

�

�!
"#

$
%&
��
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5
3 32n ,

� � �6
0

6 6 6 40 15( ) lim ( ) lim ( ) lim[ ( ) ( )� � � �
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�
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n

n n
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n27

7
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9

5
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272 2 2
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27
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3 52 2
� �
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"
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%
& ��n n( )

,

� � �8
0

8 8 8 60 28( ) lim ( ) lim ( ) lim[ ( ) ( )� � � �

 
� 
�c n n

c n M n M n �

� � � �35 420 6304
2

4M n M n( ) ( ) ]

� � � � � � '
(
)
*
+
, �


�
lim ( ) ( )
n

n n n81

9
3 5 7 28

27

7
3 5 35

9

5
3 422 2

2
4 0

9

5
3 6302n �

!

"
#

$

%
& �

� � � � �
�

'
(
)

*
+
, �

�
�
lim( )

( )n

n

n

n

3 5 7 9
108

7

567

5

3

5 7
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5 7
2

2

2

2 2
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3 5 7n n
�
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!

"
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%
& ��
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Ïðè c
� ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ � s c( ), ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìó-
ëû (13) âûðàæåíèå (15): � 4 12( ) ,� �� ; � 6 48 7 6 8571( ) / ,� � - ; � 8 86 4( ) ,� �� .

Ðåçóëüòàòû àíàëèçà çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ � s c( ) îò ïàðàìåòðà c,
ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëàì (13), (14) ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, ïðèâåäåíû â
òàáë. 1, èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî ïðè 0 1
 �c êîýôôèöèåíòû � 4( )c , � 6( )c , � 8( )c

ïîëîæèòåëüíû, ïðè c
 0 îíè ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è ìîíîòîííî
óáûâàþò ñ âîçðàñòàíèåì çíà÷åíèÿ c. Ïðè c�2 êîýôôèöèåíò � 4( )c ìåíüøå
íóëÿ è ìîíîòîííî óáûâàåò, êîýôôèöèåíò � 6( )c áîëüøå íóëÿ è ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò, êîýôôèöèåíò � 8( )c ìåíüøå íóëÿ è ìîíîòîííî óáûâàåò, ïðè
c
� êîýôôèöèåíòû � 4( )c , � 6( )c , � 8( )c ñòðåìÿòñÿ ê êóìóëÿíòíûì êîýôôè-
öèåíòàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿäêîâ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èç
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Ðèñ. 2

c � 4 ( )c � 6 ( )c � 8 ( )c ñ � 4 ( )c � 6 ( )c � 8 ( )c ñ � 4 ( )c � 6 ( )c � 8 ( )c

0,1 2,82·106 3,26·1016 1,29·1029 1,1 2,277 15,48 204,2 2,2 �0,1753 0,4539 –2,546

0,2 1,96·103 2,57·108 6,36·1014 1,2 1,743 7,951 61,69 2,4 –0,3116 0,9467 –6,365

0,3 1,71·102 5,11·105 1,09·1010 1,3 1,337 3,907 14,21 2,6 –0,4202 1,424 –10,76

0,4 48,95 2,24·104 4,49·107 1,4 1,018 1,713 0,0303 2,8 0,5086 1,867 –15,31

0,5 22,21 3,26·103 1,61·106 1,5 0,7622 0,5461 �2,665 3,0 �0,5816 2,269 –19,78

0,6 12,58 8,44·102 1,61·105 1,6 0,5527 –0,0297 –1,881 5,0 –0,9299 4,611 –50,76

0,7 8,062 2,99·102 2,84·104 1,7 0,3788 –0,2576 –0,5531 10 �1,116 6,126 –74,28

0,8 5,565 1,27·102 6,85·103 1,8 0,2324 �0,2783 0,3232 20 �1,176 6,644 –82,82

0,9 4,026 59,74 1,98·103 1,9 0,1075 –0,1754 0,4986 50 –1,196 6,819 –85,76

1,0 3 30 630 2,0 0 0 0 100 �1,199 6,847 –86,24

Òàáëèöà 1



òàáë. 1 òàêæå âèäíî, ÷òî ïðè 1 2
 �c êîýôôèöèåíò � 4 ( )c áîëüøå íóëÿ è
ìîíîòîííî óáûâàåò, à êîýôôèöèåíòû �6 ( )c , �8 ( )c ïðèíèìàþò ïîëîæè-
òåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Èññëåäóåì äåòàëüíåé êîýôôèöèåíòû � 6( )c , � 8( )c íà ó÷àñòêå 1 2
 �c ,
àíàëèçèðóÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè âûðàæåíèÿ (13). Ïðè c6 1 15923, ,� , c6 2 2, �
(ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå) � 6 0( )c � . Íà ó÷àñòêå c c c�( , ), ,6 1 6 2 êîýôôèöèåíò
� 6( )c ìåíüøå íóëÿ è èìååò ìèíèìóì min ( )� 6 c � � �02876, ïðè c6 175, min ,� ,
íà ó÷àñòêå c c c.( , ), ,6 1 6 2 � 6 0( )c � (ðèñ. 2, à). Ïðè c8 1 14005, ,� , c8 2 17538, ,� ,
c8 3 2, � (ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå) � 8 0( )c � . Ïðè c c c�( , ), ,8 1 8 2 � 8 0( )c 
 è
ïðè c c c c�( , ) ( , ), , ,1 8 1 8 2 8 3� � 8 0( )c � (ðèñ. 2, á). Íà ó÷àñòêå c c c�( , ), ,8 1 8 2
êîýôôèöèåíò � 8( )c èìååò ìèíèìóì min ( )� 8 c � �2 6646, ïðè c8 1 5, min ,� , à íà
ó÷àñòêå c c c�( , ), ,8 2 8 3 — ìàêñèìóì max ( ) ,� 8 05003c � ïðè c8 185, max ,� .

Ñòàíäàðòèçèðîâàííàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé. Ïëîòíîñòü âåðîÿò-
íîñòåé (1) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû /, ó êîòîðîé ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå M/ ðàâíî íóëþ è äèñïåðñèÿ D/ íà îñíîâàíèè (7) èìååò
âèä

D/ �
�

� �2 2

3

1
( )

( / )

[ ( / )]
c

c

c

�

�
.

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê ñòàíäàðòèçèðî-
âàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå

~
/ ( )/ / 0� c , ãäå0 ( )c — ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå

îòêëîíåíèå âåëè÷èíû /, êîòîðîå ñ ó÷åòîì (7) èìååò âèä

0 �
� �

( ) [ ( )]
( / )

( / )

( / )/
/

c c
c

c

c
� �

!

"
#

$

%
& �

�
2

1 2
1 2

1 3

1

1 1 3�

�

�

3 1 1

1 2

� ( / )

/

�
!

"
#

$

%
&c

. (20)

Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
~
/ M

~
/ �0 , D

~
/ ��, à ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ~ ( )p x

ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé p x( ) ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì [4]:

~ ( ; ) ( ) [ ( ) ]p x c c p c x�0 0 . (21)

Ïîäñòàâëÿÿ (20) â (21), ïîëó÷àåì ñòàíäàðòèçèðîâàííóþ ïëîòíîñòü âåðîÿò-
íîñòåé ~ ( ; )p x c ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà:

~ ( ; ) ( ) | ( ) |
p x c A c e

c x c

� �
0

0� , (22)

ãäå A c0 ( ) — íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü,

A c p c A c c
c

c

c

c
0

1

0
2 1

3

1
( ) ~ ( ; ) ( ) ( )

( / )

( / )

( / )
� � � !

"#
$

%&
0

�
�
�

/ /

( / )

( / )

( / )

2 1 2
1

2 1 1

1 3

3 1 1
�

�
�
�

!

"#
$

%&�
�
�c

c

c
;

(23)
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�0( )c — ïàðàìåòð ìàñøòàáà,

� �00

1 2
3

1

1 3

3 1 1
( ) ( )

( / )

( / )

( / )

( /

/

c c
c

c

c

c
� � !

"#
$

%&
�

�
�

�
�

�
� )

/
!

"#
$

%&

1 2

. (24)

Ïðîàíàëèçèðóåì íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü A c0 ( ), èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
(23). Ïóñòü 0 1
 �c . Ïðè c �1ïîëó÷àåì

A0

1 2

1
1

2 1

3

1

2

2

1

2
( )

( )

( )

( )

/

� !

"#
$

%&
� �

�
�
�

.

Ïóñòü0 1
 
c è1/ c n� — öåëîå ÷èñëî. Òîãäà ôîðìóëà (23) ïðèíèìàåò âèä

A n
n

n

n n

n

n
0

1 2
1

2 1

1 3

3 1

1
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3
( )

( )

( )
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�
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�
!

"
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%
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!
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$
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"
#

$

%
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1 2
1 2

2

1 2
1

2 3

/ /

( !)

N N

n
,

ãäå N n n n1 1 2 2� � �( ) ( ) ...( ); N n n n2 2 1 2 2 3� � �( ) ( ) ...( ). Ïîñêîëüêó ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî n N N!� �1 2, ïîëó÷àåì ( !)n N N2

1 2� è A A c
c

0
0 00( ) lim ( )� �


� ��

�

lim ( )
n

A n0 .

Ïóñòü c�1. Ïðè c
1èç (23) íàõîäèì A A c
c

0
1 01 1 2( ) lim ( ) /� � �
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Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü A c0 ( ) — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

êîòîðàÿ ìîíîòîííî óáûâàåò îò A0 0( ) �� äî A0 1 1 2( ) /� ïðè 0 1
 �c è îò

A0 1 1 2( ) /� � äî A0 1 2 3( ) / ( )� � ïðè c�1.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïàðàìåòð ìàñøòàáà �0( )c , èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (24).
Ïóñòü 0 1
 �c . Ïðè c �1ïîëó÷àåì �0

1 21 3 1 2( ) [ ( ) / ( )] /� �� � , ïðè c
 0 íà-
õîäèì

� � � 0 � �0
0

0
0 0

2
1 20( ) lim ( ) lim ( ) lim [ ( )] /� � � ��


 
 
c c c
c c c .

Ïóñòü c�1. Ïðè c
1 ïîëó÷àåì � �0
1

01 2( ) lim ( )� � �

 �c

c , ïðè c �2 (ãàóññîâî
ðàñïðåäåëåíèå)

� � �0
1 2 1 22 3 2 1 2 2 1 2( ) [ ( / ) / ( / )] [( / ) / ] // /� � �� � ,
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ïðè c
�

� �0 0
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1 1
( ) lim ( ) lim
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� � �
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%&
� 
�c c
c

c

c

�
1�

�
1

3
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòð ìàñøòàáà �0( )c — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòî-
ðàÿ ìîíîòîííî óáûâàåò îò�0 0( ) �� äî�0 1 2( ) � ïðè 0 1
 �c è îò�0 1 2( )� �
äî �0 1 3( ) /� � ïðè c�1.

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íàõîäèì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñ-
òåé (22) ïðè c
 0 è c
�:
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c x c
c

0
0 0

0
0� � �
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2 3
3

0 3

�

�

Òàêèì îáðàçîì, ïðè c
 0 ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ~ ( ; )p x c ñòðåìèòñÿ ê
âûðîæäåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ, à ïðè c
� — ê ïðÿìîóãîëüíîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ íà èíòåðâàëå ( ; ]� 3 3 . Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ A c0( ), �0( )c è ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ~ ( ; )p x c äëÿ ðàññìîòðåííûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà. Ïëîòíîñòü âåðîÿò-
íîñòåé (22) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ñòàíäàðòèçèðîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
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~
/, äëÿ êîòîðîé M

~
/ �0, D

~
/ ��. Îñóùåñòâëÿÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

3 0 /3 3� �m
~

, ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p x c3( ; ) ñåìåéñòâà ðàñïðå-
äåëåíèé Ñóááîòèíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 3 ñ çàäàííûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì m3 3�M è äèñïåðñèåé 0 33

4 �D :

p x c p
x m

c
A c

c
x m

3
3

3

3 3

3
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�( ; ) ~ ;

( )
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(
)
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*

+
,
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"
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Êëàññèôèêàöèÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà. Íà îñíîâà-
íèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà (22)
ìîæíî ðàçäåëèòü íà êëàññû è òèïû, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ
ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé è êóìóëÿíòíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ôîðìû c.

Ê ë à ñ ñ 1. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ óãëîâîé âåðøèíîé, 0 1
 �c . Êðèòåðèé —
ïðîèçâîäíàÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé â òî÷êå x �0ðàçðûâíàÿ, ó ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòåé âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé. Ñâîéñòâà — êóìóëÿíò-
íûå êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíûå.

Ê ë à ñ ñ 2. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ãëàäêîé âåðøèíîé, c�1. Êðèòåðèé —
ïðîèçâîäíàÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé â òî÷êå x �0 íåïðåðûâíàÿ, ó ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòåé ãëàäêàÿ âåðøèíà.

Ðàñïðåäåëåíèÿ êëàññà 1 ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñëåäóþùèå òèïû:
Ò è ï 1.1. Ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà, c �1. Êðèòåðèé — ïðîèçâîäíàÿ

ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé â òî÷êå x �0 èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà. Ðàñïðå-
äåëåíèå Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ êëàññîâ 1 è 2.

Ò è ï 1.2. Îáîáùåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà, 0 1
 
c . Êðèòåðèé —
ïðîèçâîäíàÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé â òî÷êå x �0 èìååò ðàçðûâ âòîðîãî
ðîäà. Ñâîéñòâà — A A0 00 1( ) ( )� .
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Ò è ï 1.2.L. Âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå, c
 0. Ïðåäåëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå äëÿ òèïà 1.2. Ñâîéñòâà — êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû � s( )0 ��.

Ðàñïðåäåëåíèÿ êëàññà 2 ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñëåäóþùèå òèïû:
Ò è ï 2.1. Ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå, c �2. Êðèòåðèé — âñå êóìóëÿíòíûå

êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ. Ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì
äëÿ òèïîâ 2.2 è 2.3.

Ò è ï 2.2. Îáîáùåííûå ãàóññîâû îñòðîâåðøèííûå ðàñïðåäåëåíèÿ,
1 2
 
c . Êðèòåðèé — êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû � 6( )ñ , � 8( )ñ ÿâëÿþòñÿ
çíàêîïåðåìåííûìè ôóíêöèÿìè. Ñâîéñòâà — � 4 0( )ñ � , A A c A0 0 02 1( ) ( ) ( )
 
 .

Ò è ï 2.2.L. Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ òèïà 2.2, c
 �1 . Ñâîéñòâà —
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ~ ( ; ) ~ ( ; )p x c p x
 1 , ò.å. ñòðåìèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ
Ëàïëàñà, îäíàêî èìååò ãëàäêóþ âåðøèíó; êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû
ïîëîæèòåëüíûå.

Ò è ï 2.3. Îáîáùåííûå ãàóññîâû ïëîñêîâåðøèííûå ðàñïðåäåëåíèÿ,
c�2. Êðèòåðèé — êîýôôèöèåíòû � 4 0( )c 
 , � 6 0( )c � , � 8 0( )c 
 . Ñâîéñòâà —
A c A0 0 2( ) ( )
 .

Ò è ï 2.3.L. Ïðÿìîóãîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, c
�. Ïðåäåëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå äëÿ òèïà 2.3. Ñâîéñòâà — ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ~ ( ; )p x c ñòðå-
ìèòñÿ ê ïðÿìîóãîëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà èíòåðâàëå ( ; ]� 3 3 , íî ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé; êîýôôèöèåíòû � s( )� ðàâíû êóìóëÿíòíûì
êîýôôèöèåíòàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿäêîâ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íà ðèñ. 3, à, ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (22) ðàñïðå-
äåëåíèé êëàññà 1, íà ðèñ 3, á, — ðàñïðåäåëåíèé êëàññà 2.

Âûâîäû

Ïðîèçâîäíàÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Ñóááî-
òèíà â òî÷êå x �0 ðàçðûâíàÿ ïðè 0 1
 �c è íåïðåðûâíà ïðè c�1. Ïîýòîìó
âñå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñåìåéñòâà (1) ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà òèïà: ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, ó êîòîðûõ âåðøèíà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé — óãëîâàÿ òî÷êà
(0 1
 �c ), è ðàñïðåäåëåíèÿ, ó êîòîðûõ âåðøèíà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé —
ãëàäêàÿ (c�1). Ïðè c�0 êóìóëÿíòíûå êîýôôèöèåíòû � s c( ) âñåõ ïîðÿäêîâ s

ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà ñóùåñòâóþò è ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâ-
íûìè ôóíêöèÿìè.

Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé è êóìóëÿíòíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ ÿâëÿþòñÿ êëàññèôèêàöèîííûìè êðèòåðèÿìè. Íà èõ îñíîâàíèè
ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Ñóááîòèíà ðàçäåëåíî íà äâà êëàññà, êîòîðûå, â
ñâîþ î÷åðåäü, ðàçäåëåíû íà âîñåìü òèïîâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â îïðå-
äåëåíèè êðèòåðèåâ âûáîðà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé èç ñåìåéñòâà ðàñïðå-
äåëåíèé Ñóááîòèíà äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé íåãàóññîâûõ ñëó-
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÷àéíûõ âåëè÷èí, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ èçìåðåíèé, îáíàðóæåíèÿ è êëàññèôèêàöèè.
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Î.². Êðàñèëüí³êîâ

Ñ²Ì’ß ÐÎÇÏÎÄ²Ë²Â ÑÓÁÎÒ²ÍÀ ÒÀ ¯¯ ÊËÀÑÈÔ²ÊÀÖ²ß

Äîñë³äæåíî âëàñòèâîñò³ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé, ¿¿ ïàðàìåòðè, öåíòðàëüí³ ìîìåíòè òà
êóìóëÿíòí³ êîåô³ö³ºíòè ñ³ì’¿ ðîçïîä³ë³â Ñóáîò³íà. Íà îñíîâ³ âëàñòèâîñòåé ïîõ³äíî¿ ù³ëü-
íîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ³ êóìóëÿíòíèõ êîåô³ö³ºíò³â çàïðîïîíîâàíî êëàñèô³êàö³þ ñ³ì’¿ ðîç-
ïîä³ë³â Ñóáîò³íà òà âñòàíîâëåíî êðèòåð³¿ âèáîðó ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé äëÿ àïðîêñè-
ìàö³¿ ðîçïîä³ë³â íåãàóñîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: ñ³ì’ÿ ðîçïîä³ë³â Ñóáîò³íà, óçàãàëüíåíèé ãàóñ³â ðîçïîä³ë, óçàãàëüíåíèé
íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë, ðîçïîä³ë ïîõèáîê.

A.I. Krasilnikov

FAMILY OF SUBBOTIN DISTRIBUTIONS AND ITS CLASSIFICATION

The properties of the probability density, its parameters, the central moments, and the cumulant
coefficients of the Subbotin distribution family were investigated. Based on the properties of the
derivative of the probability density and cumulant coefficients, a classification of the Subbotin
family of distributions was proposed, and criteria for choosing the probability density for approx-
imating the distributions of non-Gaussian random variables were established.

K e y w o r d s: family of Subbotin distributions, generalized Gaussian distribution, generalized
normal distribution, error distribution.

ÊÐÀÑÈËÜÍÈÊÎÂ Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò, âåä. íàó÷. ñîòð. Èí-òà

òåõíè÷åñêîé òåïëîôèçèêè ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1973 ã. îêîí÷èë Êèåâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èí-ò.

Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè

è ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè ôëóêòóàöèîííûõ ñèãíàëîâ â ñèñòåìàõ øóìîâîé äèàã-

íîñòèêè.
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