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Ìåòîäèêà âûáîðà ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ
ñèñòåì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ öèôðîâûõ ðåâåðñèâíûõ
ôèëüòðîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ

Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà âûáîðà ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì (Ã×Ñ) äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ öèôðîâûõ ðåâåðñèâíûõ ôèëüòðîâ, îñíîâàííàÿ íà àíàëèçå âûðàæåíèÿ íîðìû
çíàìåíàòåëÿ ãèïåðêîìïëåêñíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè. Âûáðàíû Ã×Ñ, ïîçâîëÿþùèå
ïîëó÷èòü â ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ôèëüòðà ïîëíûé íàáîð ñòåïåíåé îïåðàòîðà ñäâèãà.
Ýòè Ã×Ñ èìåþò ñëàáîçàïîëíåííûå èçîìîðôèçìû, ïåðåõîä ê êîòîðûì ïîçâîëÿåò ñóùåñò-
âåííî ñîêðàòèòü ÷èñëî âåùåñòâåííûõ îïåðàöèé ïðè ôóíêöèîíèðîâàíèè ôèëüòðà.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà, ëèíåéíàÿ ñâåðòêà, èçîìîð-
ôèçì, óìíîæåíèå, áèêîìïëåêñíûå ÷èñëà, êâàäðèïëåêñíûå ÷èñëà, ñèñòåìà êîìïüþòåð-
íîé àëãåáðû.

Öèôðîâîé ôèëüòð — ýòî öèôðîâàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ôèëüòðàöèè äèñêðåòíîãî ñèãíàëà. Îí ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàê ïðî-
ãðàììíûì ìåòîäîì, òàê è ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé àïïàðàòóðû. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ öèôðîâîé ôèëüòð ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ôèëüòðàöèè â ðåàëüíîì
âðåìåíè è äëÿ ïðåäâàðèòåëüíî ñîõðàíåííîãî çíà÷åíèÿ ñèãíàëà. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî àëãîðèòìû ñèíòåçà ñòðóêòóðû ïðîãðàììíîãî ôèëüò-
ðà, çàìåòèâ îäíàêî, ÷òî íà èõ îñíîâå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû è àïïà-
ðàòíûå ðåøåíèÿ öèôðîâûõ ôèëüòðîâ. Ïîñêîëüêó öèôðîâûå ôèëüòðû ñ
ãèïåðêîìïëåêñíûìè ïàðàìåòðàìè èìåþò áîëüøåå áûñòðîäåéñòâèå è ëó÷-
øèå õàðàêòåðèñòèêè ïî èíòåãðàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè
[1—12], ïðèìåíåíèå Ã×Ñ äëÿ ñèíòåçà ñòðóêòóð öèôðîâûõ ôèëüòðîâ ìîæåò
áûòü âåñüìà ýôôåêòèâíû.
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
1. Ýëåìåíòû áàçèñà Ã×Ñ áóäåì îáîçíà÷àòü òîëüêî èíäåêñàìè ñ ïðåä-

øåñòâóþùèì çíàêîì ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ øðèôòà Arial Black 10. Íàïðè-
ìåð: �e2 îáîçíà÷èì êàê �2 , à e e2 1 — êàê 21. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà òàêàÿ ñèìâî-

ëèêà íå îòðàæàåò èñòèííîãî ñìûñëà âûðàæåíèé, ïðèìåíÿåòñÿ îáû÷íàÿ
çàïèñü.

2. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîììóòàòèâíûå Ã×Ñ, òàáëèöû
óìíîæåíèÿ Êýëè Ã×Ñ çàïèñàíû íå â òàáëè÷íîì âèäå, à â âèäå îäíîé
ñòðîêè, ñîñòîÿùåé èç ïîäñòðîê òàáëèöû, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ýëåìåíòà ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè, ñ ó÷åòîì ïóíêòà 1. Íàïðèìåð, òàáëèöà Êýëè äëÿ òðèï-
ëåêñíûõ ÷èñåë

e1 e2 e3

e1 e1 e2 e3

e2 e2 ( ) /e e3 1 2� � e2

e3 e3 � e2 e1

áóäåò çàïèñàíà â âèäå: 1 2 3 (3–1)/2 –2 1.
Ïðèíöèï ïåðåõîäà îò âåùåñòâåííûõ ôèëüòðîâ ê ãèïåðêîìïëåêñ-

íûì ýêâèâàëåíòàì. Ïðåäñòàâëåíèå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè öèôðîâîãî
ôèëüòðà ñ äåéñòâèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè â âèäå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ñ
ãèïåðêîìïëåêñíûìè ïàðàìåòðàìè îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì.

Ïóñòü åñòü Ã×Ñ Ã e m( , ) ðàçìåðíîñòè m. Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå äâóõ
ïîëèíîìîâ ñ ãèïåðêîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè îò îïåðàòîðà ñäâèãà
z e j� � :

R z
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Q z
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( )

( )
� , (1)

ãäå ïîëèíîìû â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå èìåþò âèä
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, p q Ã e mi i, ( , )� , q0 1� . (2)

Ôóíêöèÿ R z( ) (1) ïðèíàäëåæèò êëàññó äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ó
êîòîðûõ â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ïðèñóòñòâóþò ýëåìåíòû áàçèñà
e e em�{ ,..., }1 íåêîòîðîé Ã×Ñ Ã e m( , ). Ïðèâåäåì ôóíêöèþ (1) ê âèäó ãèïåð-
êîìïëåêñíîé ôóíêöèè, íàïîìíèâ, ÷òî ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ èìååò
ñëåäóþùóþ ôîðìó [9]:
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Òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì
äåëåíèÿ äâóõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë [13]. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íåîáõî-
äèìî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ (1) óìíîæèòü íà ïîëèíîì, ñî-
ïðÿæåííûé çíàìåíàòåëþ è èìåþùèé âèä [13]

Q z q z
i

l

i
i( ) �

�

��
0

. (3)

ÏðîèçâåäåíèåQ z Q z( ) ( ) åñòü íîðìà ïîëèíîìàQ z( ), óìíîæåííàÿ íà åäèíè÷-
íûé ýëåìåíò � ñèñòåìû Ã e m( , ):

Q z Q z( ) ( ) = N Q z( ( ))�, (4)

ãäå N Q z R( ( ))� . Íîðìà ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà åñòü ôîðìà m-é ñòåïåíè
îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíòîâ ýòîãî ÷èñëà. Ïîñêîëüêó Q z( ) — ïîëèíîì l-é
ñòåïåíè, íîðìà N Q z( ( )) áóäåò ôîðìîé l m-é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî îïåðà-
òîðà z. Ñîîòâåòñòâåííî è ñîïðÿæåííîå ÷èñëî Q z( ) áóäåò ôîðìîé ñòåïåíè
l m l( )� , à ïðîèçâåäåíèå P z Q z( ) ( ) — ôîðìîé ñòåïåíè m îòíîñèòåëüíî
ýëåìåíòîâ ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà, à îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà z — ôîð-
ìîé ñòåïåíè m l.

Òàêèì îáðàçîì, (1) ïðåâðàùàåòñÿ â ôóíêöèþ

R z
P z Q z

N Q z
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( ( ))
� , (5)

êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ãèïåðêîìïëåêñíîé ôóíêöèè, òàê êàê åå
çíàìåíàòåëü — âåùåñòâåííîå ÷èñëî
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Ïîëèíîìû, ñòîÿùèå â ÷èñëèòåëÿõ è çíàìåíàòåëÿõ êîìïîíåíò ãèïåðêîìï-
ëåêñíîé ôóíêöèè (5), ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíî-
ìîâ (3). Ïîñêîëüêó â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) q0 1� , çíàìåíàòåëü â (6) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå N Q z N Q z( ( )) ( ( ))*� 	1.

Ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäñòàâèì, ÷òî (2) —
ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ öèôðîâîãî ôèëüòðà, â êîòîðîì èíôîðìàöèÿ èìååò
ãèïåðêîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó è ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíàì âûïîëíåíèÿ
ãèïåðêîìïëåêñíûõ îïåðàöèé. Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ òàêîãî ôèëüòðà òàê-
æå áóäåò ãèïåðêîìïëåêñíàÿ,

R z R z e R z e R z em m( ) ( ) ( ) ... ( )� 	 	 	1 1 2 2 , (7)

îáðàçóÿ ïî êàæäîé ðàçìåðíîñòè ñâîé äåéñòâèòåëüíûé ôèëüòð. Çàìåòèì,
÷òî ñèãíàë íà âõîäå èìååò òîëüêî îäíó íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó, íî ïîñëå
ïåðâîé æå îïåðàöèè îí ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîëíîå ãèïåðêîìïëåêñíîå ÷èñëî.

Ìåòîäèêà âûáîðà ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì
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Ïóñòü çàäàí òàêæå öèôðîâîé ôèëüòð l m-ãî ïîðÿäêà ñ äåéñòâèòåëüíîé
ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé
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Âûáèðàÿ äëÿ k ml�1, ..., òàêîé íàáîð ïàðàìåòðîâ ïîëèíîìîâ f zk ( ) è
N Q z* ( ( )), ÷òî ôóíêöèÿ (7) ïðèíèìàåò âèä
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, (9)

è, ïîëàãàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè k �1, âèäèì, ÷òî
ôèëüòð ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (8) ôèëüòðóåò âõîäíîé ñèãíàë ïî êàíàëó
ïåðâîé ðàçìåðíîñòè òî÷íî òàê æå, êàê è ôèëüòð ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (9).
Ïðè ýòîì íà âûõîäå ïîëó÷àåì ñèãíàë ïî êàíàëó ïåðâîé ðàçìåðíîñòè, íî
ïåðâûé ôèëüòð èìååò ïîðÿäîê, ðàâíûé l, à âòîðîé — ïîðÿäîê, ðàâíûé ml.

Ñèíòåç ãèïåðêîìïëåêñíîãî ôèëüòðà ïî åãî âåùåñòâåííîìó îðè-

ãèíàëó. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ñèíòåçà ãèïåðêîìïëåêñíîãî ôèëüòðà ïî åãî
âåùåñòâåííîìó îðèãèíàëó — ôèëüòðó òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ïóñòü ïåðåäà-
òî÷íàÿ ôóíêöèÿ òàêîãî ôèëüòðà èìååò âèä

H
z z z

z z z
R �

	 	 	

	 	 	

� � �
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3
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3
1

1
0

3
3

2
3

1
1

2

2 1
, (10)

ãäå âñå êîýôôèöèåíòû âåùåñòâåííûå. Íåîáõîäèìî ñèíòåçèðîâàòü ãèïåð-
êîìïëåêñíûé ôèëüòð, ýêâèâàëåíòíûé äàííîìó, íî ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí
åäèíèöå, ò.å. ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (1) ïðèíèìàåò âèä

H
A Bz

Cz
ã �
	

	

�

�

1

1�
, (11)

ãäå À, Â è Ñ — ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå íåêîòîðîé êîì-
ìóòàòèâíîé Ã×Ñ òðåòüåé ðàçìåðíîñòè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (6) çàïèøåì

H
A Bz

Cz
A Bz Cz N Cz

i
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1
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1 1 1
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� �( ) ( ) / ( )
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�
�

��
i

i ia a a b b b c c c z e c c
1

3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1

1� �( , , , , , , , , , )* / ( , 2 3
1, , )c z � ,

ãäå � i a a a b b b c c c z( , , , , , , , , , )1 2 3 1 2 3 1 2 3
1� è � ( , , , )c c c z1 2 3

1� — ïîëèíîìû

òðåòüåé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà ñäâèãà z �1, à îñòàëüíûå ïåðåìåí-
íûå — ïàðàìåòðû. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèãíàë îáðàáàòûâàåòñÿ ïî ïåðâîìó
êàíàëó, ò.å. i �1, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðâîìó êàíàëó áóäåò èìåòü âèä

H
a a a b b b c c c z

c c c z
i

ã
1 �

��

�

( , , , , , , , , , )

( , , ,
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1

1 2 3
�1 )

,

à óñëîâèåì ýêâèâàëåíòíîñòè áóäåò âîçìîæíîñòü âûáîðà ïàðàìåòða a a1 2, ,
a b b b c c c3 1 2 3 1 2 3, , , , , , òàêîãî, ÷òî

H Hã
1

ã� . (12)

Åñëè ïîëèíîìû � i a a a b b b c c c z( , , , , , , , , , )1 2 3 1 2 3 1 2 3
1� è � ( , , , )c c c z1 2 3

1�

ïðåäñòàâèòü â âèäå

�1 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1( , , , , , , , , , )a a a b b b c c c z � �

�
�

��
j

j ja a a b b b c c c z
0

3

1 2 3 1 2 3 1 2 3�
 ( , , , , , , , , ) ,

� �( , , ) ( , , )c c c c c c z
i

j j
1 2 3

1

3

1 2 3�
�

�� ,

òî, èñïîëüçóÿ ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ðàâåíñòâî (12) ìîæ-
íî ïðåîáðàçîâàòü â ñèñòåìó èç ñåìè óðàâíåíèé ñ äåâÿòüþ íåèçâåñòíûìè:

� 


j

ja a a b b b c c c( , , , , , , , , )1 2 3 1 2 3 1 2 3 � , j �0 3, ..., ,

� 
j
jc c c( , , )1 2 3 � , j �0 3, ..., . (13)

Òàêèì îáðàçîì, ñèíòåç ãèïåðêîìïëåêñíîãî ôèëüòðà ïî åãî âåùåñòâåí-
íîìó îðèãèíàëó ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ â
âûðàæåíèè (11), êîìïîíåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (13).
Îäíàêî ïðè ýòîì îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ âûáîðà Ã×Ñ, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîé áóäåò ïîñòðîåíà ñèñòåìà (13).

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé ñèñ-
òåìû (13) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé àâòîíîìíîé
ñèñòåìû èç òðåõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé (13). Åñòåñòâåííî, ñóùåñòâîâàíèå
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âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû íå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèÿ âå-
ùåñòâåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (13), îäíàêî îòñóòñòâèå èõ ñâèäåòåëüñòâóåò
î òîì, ÷òî Ã×Ñ, â êîòîðîé ïîñòðîåíî âûðàæåíèå íîðìû, íå ïðèãîäíà äëÿ
ñèíòåçà ñòðóêòóðû ôèëüòðà. Êðîìå òîãî, äëÿ âûáîðà Ã×Ñ ñóùåñòâåííûì
ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ èçîìîðôíîé Ã×Ñ ñ íåçàïîëíåííîé
ñòðóêòóðîé, ïåðåõîä ê êîòîðîé ïîçâîëèò ñîêðàòèòü ÷èñëî âåùåñòâåííûõ
îïåðàöèé ïðè ôóíêöèîíèðîâàíèè ôèëüòðà.

Àíàëèç ðàçëè÷íûõ Ã×Ñ äëÿ ñèíòåçà ôèëüòðà òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à ñèíòåçà ãèïåðêîìïëåêñíîãî ôèëüòðà ñâîäèòñÿ ê âûáîðó ïîäõîäÿ-
ùåé Ã×Ñ òðåòüåé ðàçìåðíîñòè è îïðåäåëåíèè ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë A,
B è C òàêèõ, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (4) ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (11) ñòàíî-
âèòñÿ ýêâèâàëåíòíà (10).

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû (â îáîçíà÷åíèÿõ [13]) òàáëèöû óìíîæåíèÿ Êýëè
âîçìîæíûõ êîììóòàòèâíûõ Ã×Ñ òðåòüåé ðàçìåðíîñòè, à òàêæå íîðìû
çíàìåíàòåëÿ ôóíêöèè (11) â íèõ.

Ñîñòàâèì äëÿ Ã×Ñ G31 ñèñòåìó ýêâèâàëåíòèðîâàíèÿ (8) äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ c1, c2, c3:

3 1 1c �
 ,

3 2 2c �
 ,

c1
3

3�
 .

Ýòà ñèñòåìà â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò ðåøåíèé, è ýòî çíà÷èò, ÷òî Ã×Ñ íå
ïðèãîäíà äëÿ ñèíòåçà ãèïåðêîìïëåêñíîãî ôèëüòðà.
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Ã×Ñ Òàáëèöà Êýëè Íîðìà çíàìåíàòåëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

G31 1 2 3 0 0 0 1 3 31
1

1
2 2

1
3 3	 	 	� � �c z c z c z

G32 1 2 3 3 0 0 1 3 31
1

1
2 2

1
3 3	 	 	� � �c z c z c z

G33 1 2 3 3 1 2 1 3 3 3 31
1

1
2

2 3
2

1
3

1 2 3 2
3

3
2 3	 	 � 	 � 	 	� � �c z c c c z c c c c c c z( ) ( )

T 1 2 3 (3–1)/2 – 2 1 1 3 3 31 3
1

2
2

1
2

1 3 3
2 2	 � 	 	 � � 	� �( ) ( )c c z c c c c c z

	 	 	 � 	 � �( )c c c c c c c c c c z1 2
2

2
2

3 1
3

3 1
2

3
3

1 3
2 3

3R 1 0 0 1 0 1 c c z c c c z2 3
2

1 2 3
3� �	

R W� 1 0 0 2 3 2 ( ) ( )c c z c c c z2
2

3
2 2

1 2
2

3
2 3� 	 �� �

R C� 1 0 0 2 3 -2 ( ) ( )c c z c c c z2
2

3
2 2

1 2
2

3
2 3� 	 	� �

R Du� 1 0 0 2 3 0 c z c c z2
2 2

1 2
2 3� �	

Òàáëèöà 1. Òàáëèöû Êýëè è íîðìû äëÿ ðàçëè÷íûõ Ã×Ñ òðåòüåãî ïîðÿäêà



Ðàññìîòðèì Ã×Ñ G33. Äëÿ íåå ñèñòåìà (8) ïðèíèìàåò âèä

3 1 1c �
 ,

3 31
2

2 3 2c c c� �
 ,

c c c c c c1
3

1 2 3 2
3

3
3

33� 	 	 �
 .

Ýòà ñèñòåìà ìîæåò èìåòü âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
çíà÷åíèÿõ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé.

Àíàëèç îñòàëüíûõ Ã×Ñ òðåòüåé ðàçìåðíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî ñôîðìó-
ëèðîâàííûì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî ðàññìîòðåííàÿ Ã×Ñ G33 ,
à òàêæå ñèñòåìà òðèïëåêñíûõ ÷èñåë T. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â [1, 13],
ñèñòåìû T, G33 è R C� èçîìîðôíû: T G R C� � �33 . Ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ôèëüòðà äëÿ ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà âåùåñòâåííûõ îïåðà-
öèé öåëåñîîáðàçíî âûïîëíèòü èçîìîðôíûé ïåðåõîä èç ñèñòåì T èëè G33 â
èçîìîðôíóþ èì Ã×Ñ R C� , âûïîëíèòü âû÷èñëåíèÿ, è âîçâðàòèòüñÿ îáðàò-
íî. Íî åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà èçîìîðôèçìà ñèñòåì T è R C� èìååò
ïðîñòîé âèä [13],

1 1 0

0 0 1

1 0 1

�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
,

è íå äîáàâëÿåò âåùåñòâåííûõ óìíîæåíèé, òî îïåðàòîð èçîìîðôèçìà ñèñ-
òåì G33 è R C� èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä:

1 1 0

1 1 2 3 2

1 1 2 3 2

� �

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

/ /

/ /

.

Êàê âèäèì, ïðè èçîìîðôíîì ïåðåõîäå èç G33 â R C� è îáðàòíî ïîòðå-
áóåòñÿ êîìïîíåíòû ñèãíàëà óìíîæàòü íà èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ÷òî, åñòåñò-
âåííî, ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà óìíîæåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ãèïåðêîìïëåêñíîãî ôèëüòðà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü
ãèïåðêîìïëåêñíóþ ÷èñëîâóþ ñèñòåìó òðèïëåêñíûõ ÷èñåë T.

Âûáîð Ã×Ñ äëÿ ñèíòåçà ôèëüòðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðèì
êàíîíè÷åñêèå Ã×Ñ ÷åòâåðòîé ðàçìåðíîñòè [11, 12]. Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû
òàáëèöû Êýëè äëÿ ýòèõ Ã×Ñ, à â òàáë. 3 — îáùèé âèä íîðìû çíàìåíàòåëÿ
ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (11) äëÿ ýòèõ æå Ã×Ñ.

Êàê âèäíî èç òàáë. 2, ïîëíûé íàáîð ñòåïåíåé îïåðàòîðà ñäâèãà z �1 îò 0
äî 4 èìååòñÿ òîëüêî â âûðàæåíèÿõ íîðì òàêèõ Ã×Ñ: K, G41 — G46, Dk (C,W, 4),
Dk (C, Du, 4), Dk (W,W,4), Dk (W, Du, 4), Dk (Du, Du, 4). Îäíàêî ïîëíûé íà-
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áîð êîìïîíåíò ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà ïðèñóòñòâóåò íå âî âñåõ âûðàæå-
íèÿõ íîðì. Ýòèì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî Ã×Ñ K è Dk (W, W, 4).

Äàëåå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, èìåþò ëè Ã×Ñ K è Dk (W, W, 4) èçî-
ìîðôíûå èì ñëàáîçàïîëíåííûå ñèñòåìû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Âåä-
äåðáåðíà—Àðòèíà [14, 15] òàêèå Ã×Ñ áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ äîëæ-
íû èìåòü èçîìîðôíûå Ã×Ñ â âèäå ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé âåùåñòâåííûõ R
è êîìïëåêñíûõ C ïîëåé. Äëÿ ÷åòâåðòîé ðàçìåðíîñòè åñòü òðè âàðèàíòà
òàêèõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé: C C� , R R C� � è R R R R� � � . Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òàáë. 2 ýòî ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëîâûå ñèñòåìû 2C, W1C è 4R.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü èñòèííîñòü òàêèõ èçîìîð-
ôèçìîâ:

K C� 2 , K W C� 1 , K R� 4 , (14)

Dk W W C( , , )4 2� , Dk W W W C( , , )4 1� , Dk W W R( , , )4 4� . (15)

Èç [13] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè èñòèííîñòè êàæäîãî èç ýòèõ èçî-
ìîðôèçìîâ íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü è ðåøèòü ñèñòåìó èç 64-õ íåëèíåéíûõ
(à èìåííî, êâàäðàòè÷íûõ) óðàâíåíèé ñ 16-þ íåèçâåñòíûìè:

k l
ik jl kl

s

m
ms ij

mx x x
� � �
� � ��

1

4

1

4

1

4

� � , i j s, , , ...,�1 4 ,

ãäå � ij
k è � ij

k , i j k, , , ...,�1 4— ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû îáîèõ Ã×Ñ, ñòîÿùèõ â
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óñëîâèÿ èçîìîðôèçìà, à x ij — íåèçâåñòíûå êîìïîíåíòû
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Ã×Ñ Òàáëèöà Êýëè Ã×Ñ Òàáëèöà Êýëè

K 1 2 3 4 -1 4 -3 -1-2 1 G44 1 2 3 4 4 0 0 4 0 0

2C 1 2 0 0 -1 0 0 3 4 -3 G45 1 2 3 4 4 0 0 -4 0 0

W1C 1 0 0 0 2 0 0 3 4 4 G46 1 2 3 4 4 4 0 0 0 0

4R 1 0 0 0 2 0 0 3 0 4 Dk (C, W, 4) 1 2 3 4 -1 4 -3 1 2 -1

W1Du 1 0 0 0 2 0 0 3 4 0 Dk (C, Du, 4) 1 2 3 4 -1 4 -3 0 0 0

CDu 1 2 0 0 -1 0 0 3 4 0 Dk (W, W, 4) 1 2 3 4 1 4 3 1 2 1

2Du 1 2 0 0 0 0 0 3 4 0 Dk (W, Du, 4) 1 2 3 4 1 4 3 0 0 0

2W 1 2 0 0 1 0 0 3 4 3 Dk (Du, Du, 4) 1 2 3 4 0 4 0 0 0 0

CW 1 2 0 0-1 0 0 3 4 3 RT 1 0 0 0 2 3 4 (4-2)/2 -3 2

DuW 1 2 0 0 0 0 0 1 2 1 RG31 1 0 0 0 2 3 4 0 0 0

G41 1 2 3 4 -1 4 -3 0 0 0 RG32 1 0 0 0 2 3 4 4 0 0

G42 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0 RG33 1 0 0 0 2 3 4 4 2 3

G43 1 2 3 4 4 0 0 0 0 0

Òàáëèöà 2. Òàáëèöû Êýëè äëÿ ðàçëè÷íûõ Ã×Ñ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
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Ã×Ñ Íîðìà çíàìåíàòåëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

K 1 4 2 6 2 2 4 41
1

4
2

1
2

3
2

2
2 2

1 2
2

1 4
2	 	 � 	 	 	 	 � 	� �c z c c c c z c c c c( ) ( 4 41 3

2
1
3c c c	 	

	 	 	 	 	 	 	 ��8 2 2 22 3 4
3

1
4

2
4

3
4

4
4

1
2

2
2

1
2

3
2

1
2c c c z c c c c c c c c c) ( c4

2 �

� 	 	 	 �2 2 2 82
2

3
2

2
2

4
2

3
2

4
2

1 2 3 4
4c c c c c c c c c c z)

2C ( ) ( )c c z c c c z3
2

4
2 2

1 3
2

4
2 32	 	 	 	� � ( ( ) ( )c c c c c c z1

2
3
2

4
2

2
2

3
2

4
2 4	 	 	 �

W1C ( ( ) ( ( )c c c z c c c c z2 3
2

4
2 3

1 2 3
2

4
2 4	 	 	� �

4R c c c z c c c c z2 3 4
1

1 2 3 4
2� �	

W1Du c c z c c c z2 3
2 3

1 2 3
2 4� �	

CDu c z c c z3
2 2

1 3
2 32� �	 	 c c c z3

2
1
2

2
2 4( )	 �

2Du c z c c z3
2 2

1 3
2 32� �	 	 c c z1

2
3
2 4�

2W ( ) ( )c c z c c c z3
2

4
2 2

1 3
2

4
2 32� 	 � 	� � ( )c c c c c c c c z3

2
1
2

3
2

2
2

4
2

1
2

4
2

2
2 4� � 	 �

CW ( ) ( )c c z c c c z3
2

4
2 2

1 3
2

4
2 32� 	 � 	� � ( )c c c c c c c c z3

2
1
2

3
2

2
2

4
2

1
2

4
2

2
2 4	 � � �

DuW ( ) ( )c c z c c c z3
2

4
2 2

1 3
2

4
2 32� 	 � 	� � ( )c c c c z3

2
1
2

4
2

1
2 4� �

G41 1 4 6 2 41
1

1
2

2
2 2

1 1
2

2
2 3

1
2

2
2	 	 	 	 	 	� � � �c z c c z c c c z c c z( ) ( ) ( ) 4

G42 —G46 1 4 6 41
1

1
2 2

1
3 3

1
4 4	 	 	 	� � � �c z c z c z c z

Dk (C, W, 4) 1 4 6 2 2 2 4 4 21
1

1
2

2
2

3
2

4
2 2

1 1
2

2
2	 	 	 � 	 	 	 �� �c z c c c c z c c c c( ) ( ( 3

2
4
22	 �c )

� 	 	 	 	 	 � 	�8 2 2 22 3 4
3

1
4

2
4

3
4

4
4

1
2

2
2

1
2

3
2

1
2c c c z c c c c c c c c c) ( c4

2 	

	 � 	 � �2 2 2 82
2

3
2

2
2

4
2

3
2

4
2

1 2 3 4
4c c c c c c c c c c z)

Dk (W, Du, 4) 1 4 6 2 41
1

1
2

2
2 2

1 1
2

2
2 3

1
2

2
2 2	 	 	 	 	 	� � �c z c c z c c c z c c z( ) ( ) ( ) �4

Dk (W, W, 4) 1 4 6 2 2 2 4 4 21
1

1
2

2
2

3
2

4
2 2

1 1
2

2
2	 	 � � � 	 � �� �c z c c c c z c c c c( ) ( ( 3

2
4
22� 	c )

	 	 	 	 	 � � ��8 2 2 22 3 4
3

1
4

2
4

3
4

4
4

1
2

2
2

1
2

3
2

1
2c c c z c c c c c c c c c) ( c4

2 �

� � � 	 �2 2 2 82
2

3
2

2
2

4
2

3
2

4
2

1 2 3 4
4c c c c c c c c c c z)

Dk (W, Du, 4) 1 4 6 2 41
1

1
2

2
2 2

1 1
2

2
2 3

1
2

2
2 2	 	 � 	 � 	 �� � �c z c c z c c c z c c( ) ( ) ( ) z�4

Dk (Du, Du, 4) 1 4 6 41
1

1
2 2

1
3 3

1
4 4	 	 	 	� � � �c z c z c z c z

RT ( )c c c c c c c c c c z3
2

4
2

2 4
2

2 3
2

3 4
2

2 4
2 2	 � 	 	 � 	�

	 	 � 	 � 	 �( )c c c c c c c c c c c c c c c c z1 2
3

1 4
3

1 2 4
2

1 2 3
2

1 4 2
2

1 4 3
2 4

RG31—RG32 c z c c z2
3 3

1 2
3 4� �	

RG33 ( ) ( )c c c c c c z c c c c c c c z2
3

3
3

4
3

2 3 4
3

1 2
3

3
3

4
3

2 3 43 3	 	 � 	 	 	 �� �4

Òàáëèöà 3. Îáùèé âèä íîðì çíàìåíàòåëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè
äëÿ ðàçëè÷íûõ Ã×Ñ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà



îïåðàòîðà èçîìîðôèçìà. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ìàòðèöû

L xij� || ||, (16)

êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì îïåðàòîðà èçîìîðôèçìà äâóõ Ã×Ñ. Îäíà-
êî íå âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (16) áóäåò îïåðàòîðîì èçîìîðôèçìà. Òàêîå
ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü äâóì òðåáîâàíèÿì:

1) âñå åãî êîìïîíåíòû äîëæíû áûòü âåùåñòâåííûìè;
2) äåòåðìèíàíò ìàòðèöû äîëæåí áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê êàê êðîìå

ýòîãî îïåðàòîðà äîëæåí ñóùåñòâîâàòü è îáðàòíûé.
Ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì òðåáîâàíèÿì, íàçûâàåòñÿ íåòðè-

âèàëüíûì. Ñèñòåìà (15) âñåãäà èìååò õîòÿ áû îäíî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå:
x ij �0; i j, , ...,�1 4. Åñëè åñòü õîòÿ áû îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, òî ýòè
äâå ãèïåðêîìïëåêñíûå ÷èñëîâûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè. Åñëè
òàêèõ ðåøåíèé íåò, òî îíè íå èçîìîðôíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(16) è âûáðàòü òå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òðåáîâàíèÿì 1 è 2. Ïîñêîëüêó
âûïîëíèòü ýòî âðó÷íóþ êðàéíå ñëîæíî, èñïîëüçîâàí ðàçðàáîòàííûé ïðî-
ãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ãèïåðêîìïëåêñíûõ âû÷èñëåíèé [15, 16]. Îí âêëþ-
÷àåò ñïåöèàëüíóþ ïðîöåäóðó Izo3 äëÿ îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôèçìà äâóõ
Ã×Ñ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ íîðì â òàáë. 1 è 3 òàêæå áûëè
ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.

Â íà÷àëå ñåàíñà ðàáîòû îñóùåñòâëÿåòñÿ âûçîâ è ïðèñîåäèíåíèå
ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ ãèïåðêîìïëåêñíûõ âû÷èñëåíèé, êîòîðûé
èìååò èäåíòèôèêàòîð HYP4:

restart

read ("F:\\HyperMaple\\HYP4.mw"):

with (HYP4) : with (linalg)

Çàòåì âûçûâàþòñÿ èç ïàìÿòè òàáëèöû Êýëè âñåõ ó÷àñòâóþùèõ â ðàñ÷åòàõ
Ã×Ñ:

K := SearchHNS (K, LibHNS()) :

Dk (W, W, 4) := SearchHNS (Dk (W, W, 4), LibHNS()) :

R4 := SearchHNS (4 R, LibHNS()) :

C2 := SearchHNS (2 C, LibHNS()) :

W1C := SearchHNS (W1C, LibHNS()) :

Äàëåå â ïðîöåäóðå Izo3 èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà Maple ðåøåíèÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé solve, â êîòîðîé ïî óìîë÷àíèþ îïðåäåëÿåòñÿ 100 ðåøåíèé.
Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (14) ìîæåò èìåòü ãîðàçäî áîëüøå ðåøåíèé, ñëåäóåò
íàçíà÷èòü áîëüøåå ÷èñëî ðåøåíèé, íàïðèìåð:

_MaxSols := 1000:
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Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôèçìà Izo3. Òàê,
äëÿ Ã×Ñ Dk (W, W, 4) è W1C ðåøåíèå èìååò âèä

Izo3 (Dk (W, W, 4), R4) [1]

"ns := ", 625, Systema are isomorphic .

Çäåñü ïåðâîå ñîîáùåíèå ïîêàçûâàåò ÷èñëî ðåøåíèé (625), à âòîðîå —
ñîîáùàåò, ÷òî ñèñòåìû èçîìîðôíû: Dk W W R( , , )4 4� . Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ
ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì

Izo3 (Dk (W, W, 4), W1C) [1] "ns := ", 350, Systema are nonisomorphic ,

Izo3 (Dk (W, W, 4), C2) [1] "ns := ", 196, Systema are nonisomorphic ,

Izo3 (K, C2) [1] "ns := ", 188, Systema are isomorphic ,

Izo3 (K, R4) [1] "ns := ", 16, Systema are nonisomorphic ,

Izo3 (K, W1C) [1] "ns := ", 56, Systema are nonisomorphic .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ òðåáóåòñÿ îò äâóõ äî 30 ñ ìàøèííîãî
âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, èç øåñòè èçîìîðôèçìîâ (14), (15) èñòèííû òîëüêî äâà:
K C� 2 è Dk W W R( , , )4 4� . Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå èçîìîðôíîñòè òðàíçè-
òèâíî, èç K C� 2 è Dk W W C( , , ) ~4 2� èëè K R~� 4 è Dk W W R( , , )4 4� ñëåäóåò:
K Dk W W~ ( , , )� 4 . Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ñ ïîìîùüþ ïðîöå-
äóðû Izo3 òðåáóåò ìíîãèõ ÷àñîâ ìàøèííîãî âðåìåíè.

Äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû ãèïåðêîìïëåêñíîãî öèôðîâîãî ôèëüò-
ðà òàêæå íåîáõîäèìû ÿâíûå âèäû îïåðàòîðîâ èçîìîðôèçìà, ÷òî ìîæåò
îáåñïå÷èòü ïðîöåäóðà Izo3. Òàê, äëÿ èçîìîðôèçìà K C� 2 ñóùåñòâóåò âî-
ñåìü îïåðàòîðîâ, ìàòðèöû êîòîðûõ èìåþò âèä

Izo3 (K, C2) [2]
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Äëÿ èçîìîðôèçìà Dk W W R( , , )4 4� ñóùåñòâóåò 24 îïåðàòîðà, ìàòðèöû
êîòîðûõ èìåþò âèä
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Ñòðóêòóðà âñåõ îïåðàòîðîâ èçîìîðôèçìà òàêîâà, ÷òî ïðè èçîìîðôíîì
ïåðåõîäå îò îäíîé Ã×Ñ ê èçîìîðôíîé åé è îáðàòíî íå òðåáóþòñÿ äîïîë-
íèòåëüíûå îïåðàöèè âåùåñòâåííîãî óìíîæåíèÿ, à òîëüêî — äîïîëíèòåëü-
íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè ïåðåõîäå K C 2 òðåáóåòñÿ âî-
ñåìü ñëîæåíèé è ïðè ïåðåõîäå Dk W W R( , , )4 4 — âîñåìü ñëîæåíèé.

ß.À. Êàëèíîâñêèé, Þ.Å. Áîÿðèíîâà, ß.Â. Õèöêî

14 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2019. V. 41. ¹ 4



Âûâîäû

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä àíàëèçà âûðàæåíèé äëÿ íîðì çíàìåíàòåëÿ ïåðåäà-
òî÷íîé ôóíêöèè ãèïåðêîìïëåêñíîãî ôèëüòðà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âû-
áðàòü Ã×Ñ, îáëàäàþùèå íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè. Ýòè Ã×Ñ ïîçâîëÿþò
ïîëó÷èòü â ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ôèëüòðà ïîëíûé íàáîð ñòåïåíåé îïå-
ðàòîðà ñäâèãà. Îíè èìåþò èçîìîðôíûå ñëàáîçàïîëíåííûå Ã×Ñ, ïåðåõîä ê
êîòîðûì ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü ÷èñëî âåùåñòâåííûõ îïåðàöèé
ïðè ôóíêöèîíèðîâàíèè ôèëüòðà [19]. Âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ è âû÷èñëåíèÿ â
ãèïåðêîìïëåêñíîé îáëàñòè, âûïîëíåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíî-
ãî êîìïëåêñà äëÿ ãèïåðêîìïëåêñíûõ âû÷èñëåíèé â ñðåäå êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû Maple, ñâèäåòåëüñòâóþò î åãî ýôôåêòèâíîñòè.
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ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÂÈÁÎÐÓ Ã²ÏÅÐÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ
×ÈÑËÎÂÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÄËß ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÖÈÔÐÎÂÈÕ
ÐÅÂÅÐÑÈÂÍÈÕ Ô²ËÜÒÐ²Â ÒÐÅÒÜÎÃÎ ² ×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊ²Â

Íàâåäåíî ìåòîäèêó âèáîðó ã³ïåðêîìïëåêñíèõ ÷èñëîâèõ ñèñòåì (Ã×Ñ) äëÿ ìîäåëþâàííÿ
öèôðîâèõ ðåâåðñèâíèõ ô³ëüòð³â, çàñíîâàíó íà àíàë³ç³ âèðàçó íîðìè çíàìåííèêà ã³ïåð-
êîìïëåêñíî¿ ïåðåäàâàëüíî¿ ôóíêö³¿. Îáðàíî Ã×Ñ, ÿê³ äîçâîëÿþòü îòðèìàòè â ïåðåäà-
âàëüí³é ôóíêö³¿ ô³ëüòðà ïîâíèé íàá³ð ñòóïåí³â îïåðàòîðà çñóâó. Ö³ Ã×Ñ ìàþòü ñëàáîçà-
ïîâíåí³ ³çîìîðô³çìè, ïåðåõ³ä äî ÿêèõ äîçâîëÿº ³ñòîòíî ñêîðîòèòè ÷èñëî ä³éñíèõ îïåðàö³é
ïðè ôóíêö³îíóâàíí³ ô³ëüòðà

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: ã³ïåðêîìïëåêñíà ÷èñëîâà ñèñòåìà, ë³í³éíà çãîðòêà, ³çîìîðô³çì, ìíî-
æåííÿ, á³êîìïëåêñí³ ÷èñëà, êâàäðèïëåêñí³ ÷èñëà, ñèñòåìà êîìï’þòåðíî¿ àëãåáðè.

J.A. Kalinovsky, Y.E. Boyarinova , J.V. Khitsko

METHOD OF SELECTING HYPERCOMPLEX NUMBER SYSTEMS
FOR MODELING DIGITAL REVERSING FILTERS OF THE 3RD AND 4th ORDERS

The article presents the method of selecting hypercomplex number systems (HNS) for modeling digi-
tal reversible filters based on the analysis of the expression of the norm of the hypercomplex transfer
function denominator. The selected HNS, allowing to obtain in the transfer function of the filter a
complete set of powers of the shift operator. These HNS have weakly filled isomorphisms, the transi-
tion to which can significantly reduce the number of real operations in the operation of the filter.

K e y w o r d s: hypercomplex number system, linear convolution, isomorphism, multiplication,
bicomplex numbers, quadriplex numbers, computer algebra system.
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