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Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè
ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé îêòîíèîíîâ

Ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé íîðìèðîâàííûõ îêòîíèîíîâ ñ äåëå-
íèåì, à òàêæå ðàñùåïëåííûõ îêòîíèîíîâ, îáóñëîâëåííûå íåàññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæå-
íèÿ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ïîçâîëÿþùèé ñôîðìóëèðîâàòü íîâûé ïîä-
õîä ê ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ îêòîíèîíîâ, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ êàê îáû÷íûõ, òàê è ðàñùåïëåííûõ îêòîíèîíîâ. Ïðèâåäåíû ÷èñëîâûå
ïðèìåðû ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé îêòîíèîíîâ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: îêòîíèîíû, ðàñùåïëåííûå îêòîíèîíû, íåàññîöèàòèâíîñòü, ìàò-
ðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëîâûõ ñèñòåì

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ôèçè÷åñêèõ òåîðèé (òåîðèÿ ñóïåð-
ñèììåòðèè, òåîðèÿ ñòðóí, Ì-òåîðèÿ è äð.) âñå ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëî-
âûå ñèñòåìû áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, â ÷àñòíîñòè îêòîíèîíû (îêòàâû). Èñ-
ïîëüçîâàíèå îêòîíèîíîâ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü âîëíîâûå óðàâíåíèÿ, óðàâ-
íåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà, óðàâíåíèÿ êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ïîëÿ è
äðóãèå â êîìïàêòíûõ è ïðîñòûõ îáîçíà÷åíèÿõ [1—4].

Îêòîíèîíû âïåðâûå ðàññìîòðåíû èðëàíäñêèì ìàòåìàòèêîì Äæîíîì
Ãðåéâñîì â 1843 ã. è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàäìíîæåñòâî êâàòåðíèîíîâ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàäìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à êîìïëåêñíûå
÷èñëà — íàäìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïåðå-
õîäå îò äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ê êîìïëåêñíûì, è äàëåå ê êâàòåðíèîíàì è ê
îêòîíèîíàì, êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà ïîä÷èíÿåòñÿ ìåíü-
øåìó êîëè÷åñòâó àëãåáðàè÷åñêèõ çàêîíîâ. Ïðè ïåðåõîäå îò äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë ê êîìïëåêñíûì òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî ðàâåíñòâà êàæäîãî ýëåìåíòà
÷èñëîâîé ñèñòåìû ñâîåìó ñîïðÿæåííîìó. Ïðè ïåðåõîäå îò êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ê êâàòåðíèîíàì òåðÿåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü, à ïðè ïåðåõîäå îò êâà-
òåðíèîíîâ ê îêòîíèîíàì — àññîöèàòèâíîñòü. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷å-
íèè ðàçìåðíîñòè ÷èñëîâîé ñèñòåìû (ñåäåíèîíû) òåðÿåòñÿ ñîáñòâåííî àë-
ãåáðà ñ äåëåíèåì [5].
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Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî, ñ îäíîé ñòîðîíû, óñëîæíÿåò ìàòåìàòè-
÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, îñíîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè ãèïåðêîìïëåêñíûõ
÷èñëîâûõ ñèñòåì, íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî âñåé âåðîÿòíîñòè, ïîâûøàåò
óðîâåíü àäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (óðîâåíü ñîâïàäå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäåëè è ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäåëèðóå-
ìîãî îáúåêòà).

Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ôèçèêè â îñíîâíîì èñïîëüçóþòñÿ äâå àëãåáðû
îêòîíèîíîâ: ñîáñòâåííî îêòîíèîíû (îêòàâû) è ðàñùåïëåííûå îêòîíèîíû
(àíòèîêòàâû).

Îêòîíèîíû (Octonions) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîììóòàòèâíóþ, íåàñ-
ñîöèàòèâíóþ, íîðìèðîâàííóþ, âîñüìèìåðíóþ àëãåáðó ñ äåëåíèåì:

�
a a a i a j a k a l a il a jl a kl� � � � � � � �1 2 3 4 5 6 7 8 , (1)

ãäå am ��, m �1 2 8, , ..., , — äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû îêòîíèîíà; i, j,
k, l — ìíèìûå åäèíèöû. Óìíîæåíèå îêòîíèîíîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ (òàáë. 1). Íåàññî-
öèàòèâíîñòü îêòîíèîíîâ ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè öåïî÷êè óìíîæåíèé:

( ) ( )
�� � � ��

ax b a xb� . (2)

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ îêòîíèîíîâ çàâèñèò îò ðàññòàíîâêè
ñêîáîê. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ

� �

x b� è
� �
a x� íåðàâåíñòâî (2) ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñò-

âîì. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò àëüòåðíàòèâíîñòüþ. Ïðè ýòîì óñëîâèå
� �

x b�
ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé àëüòåðíàòèâíîñòüþ, à óñëîâèå

� �
a x� — ëåâîé.

Êàê èçâåñòíî, àññîöèàòèâíûå ÷èñëîâûå ñèñòåìû èçîìîðôíû àëãåáðàì
äåéñòâèòåëüíûõ, êîìïëåêñíûõ èëè êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö îïðåäåëåííîãî
ïîðÿäêà [6—8]. Ïîñêîëüêó îêòîíèîíû íåàññîöèàòèâíû, îíè íå ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöàìè ñ îáû÷íûìè ïðàâèëàìè óìíîæåíèÿ, òàê êàê
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö àññîöèàòèâíà. Â ðàìêàõ îáùåïðèíÿòîãî ïîä-
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jl kl l – il – j k –1 – i

kl – jl il l – k – j i –1

Òàáëèöà 1. Óìíîæåíèå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ îêòîíèîíîâ



õîäà ê óìíîæåíèþ ìàòðèö ñóùåñòâóåò ëèøü âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü
óìíîæåíèå îêòîíèîíîâ

�� �

ax b� óìíîæåíèåì êâàäðàòíîé äåéñòâèòåëüíîé
ìàòðèöû 8 8� îñîáîé ñòðóêòóðû A íà äåéñòâèòåëüíûé âåêòîð-ñòîëáåö x. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåêòîð-ñòîëáåö b [9]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì
ïðîèçâåäåíèå äâóõ îêòîíèîíîâ

�� �

ax b� â îáùåì âèäå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
òàáë. 1 äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû bm îêòîíèîíà

�

b âû÷èñëÿþòñÿ íà
îñíîâàíèè ñèñòåìû ðàâåíñòâ

b a x a x a x a x a x a x a x a x1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8� � � � � � � � ,

b a x a x a x a x a x a x a x a x2 2 1 1 2 4 3 3 4 6 5 5 6 8 7 7 8� � � � � � � � ,

b a x a x a x a x a x a x a x a x3 3 1 4 2 1 3 2 4 7 5 8 6 5 7 6 8� � � � � � � � ,

b a x a x a x a x a x a x a x a x4 4 1 3 2 2 3 1 4 8 5 7 6 6 7 5 8� � � � � � � � ,

b a x a x a x a x a x a x a x a x5 5 1 6 2 7 3 8 4 1 5 2 6 3 7 4 8� � � � � � � � ,
(3)

b a x a x a x a x a x a x a x a x6 6 1 5 2 8 3 7 4 2 5 1 6 4 7 3 8� � � � � � � � ,

b a x a x a x a x a x a x a x a x7 7 1 8 2 5 3 6 4 3 5 4 6 1 7 2 8� � � � � � � � ,

b a x a x a x a x a x a x a x a x8 8 1 7 2 6 3 5 4 4 5 3 6 2 7 1 8� � � � � � � � ,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñîêðàùåííîì ìàòðè÷íîì âèäå,

Ax = b, (4)

èëè â ÿâíîì âèäå:

a1 �a2 �a3 �a4 �a5 �a6 �a7 �a8

�

x1

=

b1

a2 a1 �a4 a3 �a6 a5 a8 �a7 x2 b2

a3 a4 a1 �a2 �a1 �a8 a5 a6 x3 b3

a4 �a3 a2 a1 �a7 a7 �a6 a5 x4 b4

a5 a6 a7 a8 a1 �a2 �a3 �a4 x5 b5

a6 �a5 a8 �a7 a2 a1 a4 �a3 x6 b6

a7 �a8 �a5 a6 a3 �a4 a1 a2 x7 b7

a8 a7 �a6 �a5 a4 a3 �a2 a1 x8 b8

Òåì íå ìåíåå, èìåþòñÿ ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ îêòîíèîíîâ, íî ñ
îñîáûìè ïðàâèëàìè óìíîæåíèÿ èñïîëüçóåìûõ äëÿ ýòîãî ìàòðèö [10, 11].
Â ÷àñòíîñòè, ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îêòîíèîíîâ (1) ìîæåò áûòü äàíî â
òåðìèíàõ ìàòðèö Öîðíà 2 2� :

�
�a

� �

� �

	




a

b

�

�

�

��
, (5)
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ãäå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ñêàëÿðàìè, �	 � �a1
� �ia , �
 � �a a1 � i , à íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû — òðåõìåðíûìè êîìïëåêñ-

íûìè âåêòîðàìè:

� � ( � , � , � )a a� a a a1 2 3 , �a a ia1 2 6� � � , �a a ia2 3 7� � � , �a a ia3 4 8� � � ,

� � ( � , � , � )b b= b b b1 2 3 , �b a ia1 2 6� � , �b a a2 3 7� � i , �b a ia3 4 8� � .

Óìíîæåíèå ìàòðèö (5) âûïîëíÿåòñÿ ïî ñïåöèàëüíîìó ïðàâèëó:

� �

� �

� �

� �

� � � �	




	



	 	a a

a a

x x

x x

a x a
a

b

a

b

a�

�

�

��
��

�

�

��
�

� �b a a b b

b b a a

x a x x a a x

x a a x a x a x

� � � � � �

� � � � � � � �

	 


	 
 
 


� � �

� � � � �

�

�



�

�
�� �b aa x

. (6)

Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (6), ïðè âû÷èñëåíèè ýëåìåíòîâ ïîáî÷íîé
äèàãîíàëè ìàòðèöû îáû÷íîå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàòðèö äîïîëíÿåòñÿ
âåêòîðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè âåêòîðîâ � �� �a aa x è � �� �b ba x , à � �a ba x� è � �b aa x�
ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè âåêòîðîâ.

Äðóãèì âîçìîæíûì ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì îêòîíèîíîâ (1)
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíèå ìàòðèö

�
�a

� �

� �

	




A

B

�

�



�

�
� , (7)

ãäå � �A a� �� è � �B b� �� ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ìàòðèöàìè 2 2� , òàê êàê �
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðèöû Ïàóëè:

�� � �

�

�

��
0 1

1 0
, � 2

0

0
�

��

�

�

��
i

i
, � 3

1 0

0 1
�

�
�

�

�

��
.

Â ýòîì ñëó÷àå óìíîæåíèå ìàòðèö (7) âûïîëíÿåòñÿ òàê:

� �

� �

� �

� �

	




	



a a

a a

x x

x x

A

B

A

B

�

�



�

�
� �

�

�



�

�
� �

�
� � �� � � � ) � � � � [ � � ]

� �

	 	 	 


	

a x a x a x x a a x

x

i1

2 2
Tr ( ,A B A A B B

B a a x a x a x a x

i
� � �

�

�








�

�

�
�
�� � [ � , � ] � � � � )
 
 
B A A B A

2

1

2
Tr (

, (8)

ãäå [ � � � � � �A, B A B B A]= � — êîììóòàòîð ìàòðèö �A è �B; Tr ( � )A — ñëåä ìàòðèöû.
Çàìåòèì, ÷òî ñëåäû ìàòðèö, ðàñïîëîæåííûõ íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè
ïðåäñòàâëåíèé îêòîíèîíîâ (7), (8), ðàâíû íóëþ.
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Ðàññìîòðèì èñïîëüçîâàíèå ïðèâåäåííûõ ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé
îêòîíèîíîâ (5), (7) íà êîíêðåòíîì ÷èñëîâîì ïðèìåðå. Ïóñòü

�
a i j k l il jl kl� � � � � � � �1 2 3 4 5 6 7 8 ,
�
x i j k l il jl kl� � � � � � � �2 3 4 5 6 7 8 9 .

Òîãäà íà îñíîâàíèè (3) ïðîèçâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ îêòîíèîíîâ ñîîò-
âåòñòâóåò îêòîíèîíó

�

b i j k l il jl kl� � � � � � � � �236 6 8 10 28 18 16 26 .
Ñîãëàñíî ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ îêòîíèîíîâ (5) óìíîæåíèå îê-

òîíèîíîâ
�
a è

�
x ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ ìàòðèö â ëåâîé ÷àñòè ìàòðè÷-

íîãî âûðàæåíèÿ
1 5 2 6

3 7

4 8
2 6

3 7

4 8

1 5

� � �

� �

� �
�

�

�

�

�

�












i i

i

i
i

i

i

i
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,

)
( ,
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�

� � �

� �

� �
�

�

�

2 6 3 7

4 8

5 9
3 7

4 8

5 9

i i

i

i
i

i

i

( ,

,

)
( ,

,

)

( ,

,

2 6

236 28 6 18

8 16

10
�

�

�
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�

� � � �

� �

�
i
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�
�

�

�

� �

�
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�

�

�
�
�
�
�
�

i
i

i

i

i
26

6 18

8 16

10 26

236 28
)

( ,

,

) �

. (9)

Â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïî ïðàâèëó (6) ïîëó÷èì ìàòðèöó â ïðàâîé
÷àñòè ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà (9), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ (5) îêòîíèîíà

�

b.
Äëÿ ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îêòîíèîíîâ (7) óìíîæåíèå îêòîíèî-

íîâ
�
a è

�
x îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì (8) è îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì

1 5
4 8 5 9

9 3 4 8
4 8 9 3

5 9 4 8
1 5

�
� � �

� � �
� �

� � � �
�

�

�










i
i i

i i
i i

i i
i

�

�

�
�
�
�

�
�

� � �

� � �
� �

� � � �

2 6
5 9 5 11

11 3 5 9
5 9 11 3

5 11 5

i
i i

i i
i i

i i9
2 6�

�

�










�

�

�
�
�
�

�
i

�
� �

� � �

� � �
� �

�

236 28
10 26 10 26

22 10 10 26
10 26 22 10

10

i
i i

i i
i i

� � �
� �

�

�










�

�

�
�
�
�i i

i
26 10 26

236 28
.

(10)

Ïðè ýòîì ìàòðèöà â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (10) ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷-
íîìó ïðåäñòàâëåíèþ (7) îêòîíèîíà

�

b.
Ðàññìîòðèì åùå îäèí âàðèàíò ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îêòîíèîíîâ,

îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè êâàäðàòíîé ìàòðèöû A â âûðàæåíèè (4), ýëå-
ìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû îêòîíèîíà

�
a:

�
�a A. (11)
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Ìàòðèöó A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëåâîå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
îêòîíèîíà

�
a íàä �. Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ìàòðèöà, èìåþùàÿ

ñìûñë ïðàâîãî ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îêòîíèîíà, ñòðóêòóðà êîòîðîé
îòëè÷àåòñÿ îò ñòðóêòóðû ìàòðèöû A ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì âñåõ ýëå-
ìåíòîâ êðîìå A( , )i 1 , A( , )1 j è A( , )i i [9]. Îäíàêî äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöû
8 8� ñî ñòðóêòóðîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðå óêàçàííûõ ìàòðèö, â ïîë-
íîé ìåðå ÿâëÿëèñü ïðåäñòàâëåíèÿìè îêòîíèîíîâ, äîëæíû áûòü èçìåíåíû
ïðàâèëà èõ óìíîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö, A è X, òàêèõ, ÷òî
ñîãëàñíî (11)

�
�a A, à

�
�x X. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ

ìàòðèö, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ b i j( , ) ðåçóëüòèðóþùåé ìàò-
ðèöû B òàêîé, ÷òî AX = B:

b b a x a x a x a x a x a x a x a x1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 81 1� � � � � � � � �( , ) ,

b b a x a x a x a x a x a x a x a x2 2 1 1 2 4 3 3 4 6 5 5 6 8 7 7 82 1� � � � � � � � �( , ) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

� � � � � � � � � � �b b a x a x a x a x a x a x a x a x7 6 4 5 3 8 2 7 1 2 8 1 7 4 6 36 4( , ) 5, (12)

b b a x a x a x a x a x a x a x a x6 7 4 8 3 5 2 6 1 3 8 4 7 1 6 2 57 4� � � � � � � � � �( , ) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

b b a x a x a x a x a x a x a x a x2 7 8 8 7 5 6 6 5 3 4 4 3 1 2 2 17 8� � � � � � � � � �( , ) ,

b b a x a x a x a x a x a x a x a x1 8 8 7 7 6 6 5 5 4 4 3 3 2 2 1 18 8� � � � � � � � � �( , ) .

Â êàæäîì èç âûðàæåíèé (12) ñëåâà ïðèâåäåíû äåéñòâèòåëüíûå êîýô-
ôèöèåíòû bm îêòîíèîíà

�

b (ñî ñâîèìè çíàêàìè), êîòîðûì äîëæíû ñîîò-
âåòñòâîâàòü ýëåìåíòû b i j( , ) ìàòðèöû B äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòðóêòóðà óêàçàí-
íîé ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿëà òðåáîâàíèþ

�

�b B. Êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèé
(12), ïðè îáû÷íîì óìíîæåíèè ìàòðèö íå âñå ýëåìåíòû b i j( , ) ìàòðèöû B

ñîîòâåòñòâóþò òðåáóåìûì äåéñòâèòåëüíûì êîýôôèöèåíòàì bm îêòîíèîíà
�

b, ÷òî â (12) îáîçíà÷åíî çíàêîì �. Ñîïîñòàâëÿÿ ïðàâûå ÷àñòè (12), îïðåäå-
ëÿþùèå ýëåìåíòû b i j( , ) ìàòðèöû B, è ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé (3),
îïðåäåëÿþùèå ñîñòàâëÿþùèå bm îêòîíèîíà

�

b, ìîæíî çàìåòèòü ñëåäóþ-
ùåå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà B èìåëà òðåáóåìóþ äëÿ ìàòðè÷íîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ îêòîíèîíà

�

b ñòðóêòóðó, íåîáõîäèìî ïðè îïðåäåëåíèè ýëåìåí-
òîâ b i j( , ) ïîä÷åðêíóòûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (12) â ïðîöåññå ñëî-
æåíèÿ ó÷èòûâàòü ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî òðåáóåò
ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíîãî ïîäõîäà ê óìíîæåíèþ ìàòðèö âèäà A, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ îêòîíèîíû.
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Êàê ñëåäóåò èç ðàññìàòðèâàåìûõ âûðàæåíèé, ýëåìåíò b i j( , ) ìàòðèöû
B âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî îáùåèçâåñòíîìó ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö êàê
ñóììà âîñüìè ýëåìåíòîâ:

b i j b i j
k

k( , ) ( , )�
�

�
1

8

, (13)

ãäå b i j a i k x k jk ( , ) ( , ) ( , )� , a i k( , ) — k-é ýëåìåíò i-é ñòðîêè ìàòðèöû A;
x k j( , ) — k-é ýëåìåíò j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû X.

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (13) â ïðîöåññå óìíîæåíèÿ ìàòðèö èíäåêñ k ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïðîáåãàåò ïî âîñüìè ýëåìåíòàì i-é ñòðîêè ìàòðèöû À è j-ãî
ñòîëáöà ìàòðèöû X, ôîðìèðóÿ òàêèì îáðàçîì ñâÿçàííûå ñ ýòèì èíäåêñîì
âîñåìü ñëàãàåìûõ b i jk ( , ) ýëåìåíòà b i j( , ). Ïðîàíàëèçèðîâàâ âûðàæåíèÿ
(12), ñ ó÷åòîì ýòîãî ìîæíî ïðåäëîæèòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé àëãîðèòì
óìíîæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé èñïîëüçîâàòü ðàññìàòðèâàåìûå ìàòðèöû äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ îêòîíèîíîâ.

Àëãîðèòì íåàññîöèàòèâíîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Â ïðîöåññå óìíî-
æåíèÿ ìàòðèö, ïðåäñòàâëÿþùèõ îêòîíèîíû, âû÷èñëåíèå ýëåìåíòà b i j( , )
(13) íåîáõîäèìî ñêîððåêòèðîâàòü ñ ó÷åòîì äâóõ óñëîâèé:

1) ÷åòûðå ñëàãàåìûõ b i jk ( , ) ñ èíäåêñàìè k �1, k i� , k j� è k m� , ãäå m —
èíäåêñ äåéñòâèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà bm îêòîíèîíà

�

b (12), ñóììèðóþòñÿ
ñî ñâîèìè çíàêàìè, à ÷åòûðå îñòàëüíûõ — ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè;

2) ïðè ñîâïàäåíèè õîòÿ áû äâóõ èç ÷åòûðåõ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ (1,
i, j, m) âñå âîñåìü ñëàãàåìûõ b i jk ( , ) ñóììèðóþòñÿ ñî ñâîèìè çíàêàìè.

Íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè ýëåìåíòà b ( , )7 4 ñëàãàåìûå b1, b7, b4 è b6
äîëæíû ñóììèðîâàòüñÿ ñî ñâîèìè çíàêàìè, à ñëàãàåìûå b2, b3, b5 è b8 — ñ
ïðîòèâîïîëîæíûìè. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ýëåìåíòîâ b ( , )2 1 è b ( , )8 8 âñå
âîñåìü ñëàãàåìûõ bk äîëæíû ñóììèðîâàòüñÿ ñî ñâîèìè çíàêàìè, òàê êàê â
ïåðâîì ñëó÷àå j �1è i m� , à âî âòîðîì — i j� è m �1.

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö A è X, â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ÷èñëîâîì ïðèìåðå ïîëó÷èì ìàòðèöó B òàêóþ, ÷òî

�

�b B:

B �

� � � � � � � �

� � � �

�

236 6 8 10 28 18 16 26

6 236 10 8 18 28 26 16

8 10 236 6 16 26 28 18

10 8 6 236 26 16 18 28

28 18 16 26 236 6 8 1

� � �

� � � �

� � � � 0

18 28 26 16 6 236 10 8

16 26 28 18 8 10 236 6

26 16 18 28 1

� � � �

� � � �

� � 0 8 6 236� �

�

�






















�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
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Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ïðåäëîæåí-
íîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê
ñëàãàåìûõ bk â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèé (12). Òàê, ïðè ðàñïîëîæåíèè
óêàçàííûõ ñëàãàåìûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñà xk ïîëîæåíèå êàæ-
äîãî èç ñëàãàåìûõ bk â öåïî÷êå ñëîæåíèé èçìåíÿåòñÿ, îäíàêî ïðèâåäåí-
íûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö îñòàåòñÿ òàêèì æå, ÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü
íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòà b ( , )7 4 . Ýòî îòíîñèòñÿ òàê æå ê ñëó÷àþ,
êîãäà ñëàãàåìûå ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñà ak , à òàêæå
ê äðóãèì çàêîíîìåðíîñòÿì, ñâÿçàííûì ñ ðàçëè÷íûìè ñèììåòðè÷åñêèìè
ïåðåñòàíîâêàìè, â òîì ÷èñëå è ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðàâûõ ìàòðè÷íûõ
ïðåäñòàâëåíèé îêòîíèîíîâ.

Ðàñùåïëåííûå îêòîíèîíû (Split Octonions) îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ
îêòîíèîíîâ òåì, ÷òî ïðè èõ êîíñòðóèðîâàíèè ñïîñîáîì óäâîåíèÿ êâàòåð-
íèîíîâ êâàäðàò ìíèìîé åäèíèöû l âìåñòî çíà÷åíèÿ –1 ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèå +1 (l 2 1� � ). Òàêîå ïîñòðîåíèå ÷èñëîâîé ñèñòåìû ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
ñèãíàòóðà åå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû âìåñòî (8, 0,8) äëÿ îáû÷íûõ îêòîíèîíîâ
ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé (4, 4,0), ÷òî, êàê èçâåñòíî, ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äåëè-
òåëåé íóëÿ. Òåðìèí «ðàñùåïëåííûé îêòîíèîí» è îáóñëîâëåí, ïî-âèäè-
ìîìó, ñèãíàòóðîé (4, 4, 0), ïðè êîòîðîé â ðàâíîé ñòåïåíè ðàñïðåäåëÿþòñÿ
çíàêè «+» è «–» â êâàäðàòè÷íîé ôîðìå ÷èñëîâîé ñèñòåìû, ÷òî ðàñùåïëÿåò
åå íà äâå ÷àñòè. Òàêèì îáðàçîì, ðàñùåïëåííûå îêòîíèîíû ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé íåêîììóòàòèâíóþ, íåàññîöèàòèâíóþ, âîñüìèìåðíóþ àëãåáðó ñ äå-
ëèòåëÿìè íóëÿ:

�
a a a i a j a k a l a il a jl a kl� � � � � � � �1 2 3 4 5 6 7 8 . (14)

Óìíîæåíèå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ (14) îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
òàáë. 2, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ óìíîæåíèåì îáû÷íûõ
îêòîíèîíîâ (ñì. òàáë. 1) èçìåíåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ïðàâîé íèæíåé ÷åòâåðòè
òàáëèöû, â êîòîðîé âñå çíàêè ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ èçìåíÿþòñÿ
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1 i j k l il jl kl

i –1 k – j il – l – kl jl

j – k –1 i jl kl – l – il

k j – i –1 kl – jl il – l

l – il – jl – kl 1 –i – j – k

il l – kl jl i 1 k – j

jl kl l – il j –k 1 i

kl – jl il l k j – i 1

Òàáëèöà 2. Óìíîæåíèå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ðàñùåïëåííûõ îêòîíèîíîâ



íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáë. 2 äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåí-
òû bm ðàñùåïëåííîãî îêòîíèîíà

� ��
b ax� âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

b a x a x a x a x a x a x a x a x1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8� � � � � � � � ,

b a x a x a x a x a x a x a x a x2 2 1 1 2 4 3 3 4 6 5 5 6 8 7 7 8� � � � � � � � ,

b a x a x a x a x a x a x a x a x3 3 1 4 2 1 3 2 4 7 5 8 6 5 7 6 8� � � � � � � � ,

b a x a x a x a x a x a x a x a x4 4 1 3 2 2 3 1 4 8 5 7 6 6 7 5 8� � � � � � � � , (15)

b a x a x a x a x a x a x a x a x5 5 1 6 2 7 3 8 4 1 5 2 6 3 7 4 8� � � � � � � � ,

b a x a x a x a x a x a x a x a x6 6 1 5 2 8 3 7 4 2 5 1 6 4 7 3 8� � � � � � � � ,

b a x a x a x a x a x a x a x a x7 7 1 8 2 5 3 6 4 3 5 4 6 1 7 2 8� � � � � � � � ,

b a x a x a x a x a x a x a x a x8 8 1 7 2 6 3 5 4 4 5 3 6 2 7 1 8� � � � � � � � ,

êîòîðûå â ñîêðàùåííîì ìàòðè÷íîì âèäå çàïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî (4) â âèäå

� � � �A x b , (16)

èëè â ÿâíîì âèäå:

a1 �a2 �a3 �a4 a5 a6 a7 a8

�

x1

=

b1

a2 a1 �a4 a3 a6 �a5 �a8 a7 x2 b2

a3 a4 a1 �a2 a7 a8 �a5 �a6 x3 b3

a4 �a3 a2 a1 a8 �a7 a6 �a5 x4 b4

a5 a6 a7 a8 a1 �a2 �a3 �a4 x5 b5

a6 �a5 a8 �a7 a2 a1 a4 �a3 x6 b6

a7 �a8 �a5 a6 a3 �a4 a1 a2 x7 b7

a8 a7 �a6 �a5 a4 a3 �a2 a1 x8 b8

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà �A â ìàòðè÷íîì ñîîòíîøåíèè (16)
îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîé ìàòðèöû A â ìàòðè÷íîì ñîîòíîøåíèè (4) ïðî-
òèâîïîëîæíûìè çíà÷åíèÿìè ýëåìåíòîâ â ïðàâîé âåðõíåé ÷åòâåðòè.

Èçìåíåíèå ïðàâèë óìíîæåíèÿ ðàñùåïëåííûõ îêòîíèîíîâ (14) ïî
ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè îêòîíèîíàìè òðåáóåò, â ñâîþ î÷åðåäü, íåêîòîðîé
êîððåêòèðîâêè ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé [10, 11]. Òàê, ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ìàòðèö Öîðíà 2 2� âîçìîæíî ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
ðàñùåïëåííûõ îêòîíèîíîâ:

�
�a

	




a

b

�

�

�

��
, (17)
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ãäå 	 � �a a1 5; 
 � �a a1 5; a a a� �1 2; b a a= � �1 2; a a1 1 2 3 4� ( , , )a a a ;
a a2 2 6 7 8� ( , , )a a a . Òàêèì îáðàçîì, 	 è 
 â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ óæå
äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, a à è b — äåéñòâèòåëüíûìè âåêòîðàìè. Ïðè
ýòîì óìíîæåíèå ìàòðèö (17) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé
ïðàâèëà (6), à èìåííî:

	




	



a a

a a

x x

x x

a

b

a

b

�

�

�

��
��

�

�

��
�

�
� � � � �

� � � � �

	 	 	 


	 
 
 

a x a x a x x a a x

x a a x a x a x a

a b a a b b

b b a a b ax

�

�

�

��
. (18)

Ïî àíàëîãèè ñ ïðèâåäåííûì âûøå ÷èñëîâûì ïðèìåðîì ðàññìîòðèì
äâà ðàñùåïëåííûõ îêòîíèîíà:

�
a i j k l il jl kl� � � � � � � �1 2 3 4 5 6 7 8 ,
�
x i j k l il jl kl� � � � � � � �2 3 4 5 6 7 8 9 .

Íà îñíîâàíèè (15) ïðîèçâåäåíèå óêàçàííûõ ðàñùåïëåííûõ îêòîíèîíîâ
ñîîòâåòñòâóåò ðàñùåïëåííîìó îêòîíèîíó

�

b i j k l il jl kl� � � � � � � �164 6 16 14 28 18 16 26 .

Ñîãëàñíî (17) ïðîèçâåäåíèå îêòîíèîíîâ
��
ax ïî ïðàâèëàì óìíîæåíèÿ (18) â

÷èñëîâîì ìàòðè÷íîì âèäå îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö â ëåâîé
÷àñòè ìàòðè÷íîãî âûðàæåíèÿ

6 4 4 4

8 10 12 4

8 4 4 4

10 1

( , , )

( , , )

( , , )

( ,

� � �

� � � �
�

�

�

��
�

� � �

� � 2 14 4, )� �
�

�

�

��
�

�
� �

� � �
�

�

�

��
192 12 0 12

24 32 40 136

( , , )

( , , )
. (19)

Â ðåçóëüòàòå óêàçàííîãî óìíîæåíèÿ ïîëó÷èì ìàòðèöó â ïðàâîé ÷àñòè
ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà (19), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ (17) ðàñùåïëåííîãî îêòîíèîíà

�

b.
Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îêòîíèîíîâ (7), â êîòîðîì èñïîëüçîâàíû

ìàòðèöû Ïàóëè, äëÿ ðàñùåïëåííûõ îêòîíèîíîâ èìååò âèä

�
�a

	




�

�

�

�

�

�



�

�
�

A

B
, (20)
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ãäå, êàê è ðàíåå, � � �A a= � è � � �B = b �, à óìíîæåíèå ìàòðèö (20) âûïîë-

íÿåòñÿ òàê:

	




	



a a

a a

x x

x x

�

�

�

�

�

�

�

�



�

�
� �

�

�

�

�



�

�
� �

A

B

A

B

�
� � � � � � � � �	 	 	 


	

a x a x a x x a a x

x

i1

2 2
Tr ( ,� � ) � � [ � � ]

�

A B A A B B

� � � � � � � � �

�

�








�

�
B B A A B Aa a x a x a x a x

i

 
 
� [ � , � ] � � )

2

1

2
Tr (

�
�
�

. (21)

Ðàññìàòðèâàåìûé ÷èñëåííûé ïðèìåð ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (21) èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

6
4 0 4 4

4 4 4 0
12 0 8 10

8 10 12 0
4

� � � �

� � �
� � � �

� � �
�

�

�
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i i

i i


�

�

�
�
�
�

�

� � � �

� � �
� � � �

� �

8
4 0 4 4

4 4 4 0
14 0 10 12

10 12 14

i i

i i
i i

i �
�

�

�










�

�

�
�
�
�

�

i0
4

�

� � � �

� � �
� � � �

� � �

192
12 0 12 0

12 0 12 0
40 0 24 32

24 32 40

i i

i i
i i

i i0
136

�

�










�

�

�
�
�
�

. (22)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (22) ïîëó÷åííàÿ â ðå-
çóëüòàòå óìíîæåíèÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ðàñùåïëåííîãî îêòîíèîíà (20).

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïåðåõîä îò ìàò-
ðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáû÷íûõ îêòîíèîíîâ ê ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëå-
íèþ ðàñùåïëåííûõ îêòîíèîíîâ òðåáóåò îïðåäåëåííîé êîððåêòèðîâêè èñ-
ïîëüçóåìûõ ìàòðèö è ïðàâèë èõ óìíîæåíèÿ. Ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ê
ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ îêòîíèîíîâ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðåäëà-
ãàåìûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö è â ñëó÷àå ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ðàñùåïëåííûõ îêòîíèîíîâ. Ýòî ñëåäóåò èç àíàëèçà ïîëó÷åííûõ îáû÷íûì
óìíîæåíèåì ìàòðèö � �A X ýëåìåíòîâ �b i j( , ) ïðè èõ ñîïîñòàâëåíèè ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè bm ðàñùåïëåííîãî îêòîíèîíà

�

b (15). Óêàçàííîå ñîïîñòàâëå-
íèå ïîäòâåðæäàåò íåîáõîäèìîñòü èçìåíåíèÿ çíàêîâ ñëàãàåìûõ �b i jk ( , ) íà
ïðîòèâîïîëîæíûå, êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ â öåïî÷êàõ ñóììèðîâàíèÿ íà
òåõ æå ïîçèöèÿõ, ÷òî è ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö ÀÕ. Äëÿ ïðèâåäåííîãî
÷èñëîâîãî ïðèìåðà ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû �A òàêîé, ÷òî

�
�a �A , íà ìàòðè-
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öó �X òàêóþ, ÷òî
�

�x �X , ïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó óìíîæåíèÿ ìàòðèö
ïðèâîäèò â ðåçóëüòàòå ê ìàòðèöå �B , òàêîé, ÷òî

�

�b �B :

B �

� � �

� � �

�

164 6 16 14 28 18 16 26

6 164 14 16 18 28 26 16

16 14 164 6 16 26 28 18

14 16 6 164 26 16 18 28

28 18 16 26 164 6 16 14

18

� �

� � �

� � �

�28 26 16 6 164 14 16

16 26 28 18 16 14 164 6

26 16 18 28 14 16

� �

� � �

� � �6 164

�

�






















�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

.

Êîìïëåêñíûå îêòîíèîíû (Complex Octonions) ñ êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè (áèîêòîíèîíû)

�� � � � � � � � �a a a i a j a k a l a il a jl a kl� � � � � � � �1 2 3 4 5 6 7 8 , (23)

ãäå �a a am m m� � � �� �i �, m �1 2 8, , ..., , âèçóàëèçèðóþòñÿ êàê ðàñùåïëåííûå îê-
òîíèîíû ïðè ïåðåõîäå ê áàçèñíûì ýëåìåíòàì; � — ìíîæåñòâî êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë.

u l1
1

2
1� �( )i , u i il2

1

2
� �( )i , u j jl3

1

2
� �( )i , u k kl4

1

2
� �( )i ,

u l5
1

2
1� �( )i , u i il6

1

2
� �( )i , u j jl7

1

2
� �( )i , u k kl8

1

2
� �( )i ,

(24)

ãäå i — ìíèìàÿ åäèíèöà, êîììóòèðóþùàÿ ñî âñåìè ìíèìûìè åäèíèöàìè
îêòîíèîíà [4]. Îíè òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ñ ó÷åòîì (24 ) âûðàæåíèå (23) ïðèíèìàåò âèä

�� � � � � � � � �a b u b u b u b u b u b u b u b u� � � � � � � �1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8. (25)

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû �am â âûðàæåíèè (23) è �bm â âûðàæåíèè (25)
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè

� � �b a a1 1 5� � i , � � �b a a2 2 6� � i , � � �b a a3 3 7� � i , � � �b a a4 4 8� � i ,

� � �b a a5 1 5� � i , � � �b a a6 2 6� � i , � � �b a a7 3 7� � i , � � �b a a8 4 8� � i ,

� ( � � )a b b1 1 5
1

2
� � , � ( � � )a b b2 2 6

1

2
� � , � ( � � )a b b3 3 7

1

2
� � , � ( � � )a b b4 4 8

1

2
� � ,

� ( � � )a b b5 1 5
1

2
� �i , � ( � � )a b b6 2 6

1

2
� � �i , � ( � � )a b b7 3 7

1

2
� � �i , � ( � � )a b b8 4 8

1

2
� � �i .
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Óìíîæåíèå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ (24) îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ òàáë. 3, õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íåé äåëè-
òåëè íóëÿ ïðåäñòàâëåíû â ÿâíîì âèäå (âèçóàëèçèðîâàíû), íàïðèìåð
u u1 5 0� .

Ïîñêîëüêó îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ è äåéñò-
âèòåëüíûõ ÷èñåë ïîä÷èíÿþòñÿ îäíèì è òåì æå àëãåáðàè÷åñêèì çàêîíàì,
ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì êîìïëåêñíûõ îêòîíèîíîâ ìîãóò áûòü ìàòðè-
öû, ñòðóêòóðà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðå ìàòðèöå A, íî ñ êîìï-
ëåêñíûìè ýëåìåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåíòàì
îêòîíèîíà (23):

�
�� �a A. Äëÿ óìíîæåíèÿ òàêèõ ìàòðèö òàêæå ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàí ïðåäëîæåííûé âûøå àëãîðèòì íåàññîöèàòèâíîãî óìíîæå-
íèÿ. Ïðè ýòîì ïîíÿòèå «ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê» êîìïëåêñíîãî ñëàãàå-
ìîãî � ( , )b i jk ñëåäóåò ïîíèìàòü, êàê ñëàãàåìîå � � ( , )b i jk , à ñëàãàåìîãî
� � ( , )b i jk — êàê ñëàãàåìîå � ( , )b i jk .

Ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå ÷èñëîâîãî ïðèìåðà êîìïëåêñíûå îêòîíèîíû

�� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a i j k il� � � � � � � � � � �1 2 2 3 3 4 4 5 5 6i i i i i

� � � �7 8i8) i9)jl kl( ,

�� ( ) ( ) ( ( ( (x i j k l i� � � � � � � � � � � �2 3 3 4 4 5 6 7i i i5) i6) i7) i8) l �

� � � �( (8 9i9) i10)jl kl

è èñïîëüçóÿ äëÿ èõ óìíîæåíèÿ òàáë. 1, ïîëó÷àåì êîìïëåêñíûé îêòîíèîí

��
( ) ( ) ( ) ( )b i j k� � � � � � � � � �552 6 22 4 28 6 34 8i i i i

� � � � � � � �( ) ( ) ( ) ( )72 22 54 4 52 14 74 0i i i il il jl kl.
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u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8

u1 u1 u2 u3 u4 0 0 0 0

u2 0 0 u8 – u7 u2 – u1 0 0

u3 0 – u8 0 u6 u3 0 – u1 0

u4 0 u7 – u6 0 u4 0 0 – u1

u5 0 0 0 0 u5 u6 u7 u8

u6 u6 – u5 0 0 0 0 u4 – u3

u7 u7 0 – u5 0 0 – u4 0 u2

u8 u8 0 0 – u5 0 u3 – u2 0

Òàáëèöà 3. Óìíîæåíèå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ u



Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû �A, ÿâëÿþùåéñÿ ïðåäñòàâëåíèåì êîìïëåêñíîãî îê-
òîíèîíà

��a (
�

�� �a A), íà ìàòðèöó �X, ÿâëÿþùóþñÿ ïðåäñòàâëåíèåì êîìï-
ëåêñíîãî îêòîíèîíà

��x (
�

�� �x X), ïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó óìíîæåíèÿ

ìàòðèö ïðèâîäèò â ðåçóëüòàòå ê ìàòðèöå �B òàêîé, ÷òî
�

�
� �b B:

�B =

=

� � � � � � � � � � � � � �552 6 22 4 28 6 34 8 72 22 54 4 52 14 74+ +i i i i i i i i

+ + i

0

22 4 552 6 34 8 28 6 54 4 72 22 74 0 52 14

2

� � � � � � � � � �i i i i i i i

8 6 34 8 552 6 22 4 52 14 74 0 72 22 54 4

34

� � � � � � � � � �

�
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i

+ +
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72 22 5

� � � � � � � � � �
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i
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� � � � � � � � � �
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� � � � � � � �
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i i
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.

Âûâîäû

Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ âñå ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ ãèïåð-
êîìïëåêñíûå ÷èñëîâûå ñèñòåìû áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, â ÷àñòíîñòè îêòî-
íèîíû. Ïðè ýòîì òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ âûçûâàþò èõ
âîçìîæíûå èçîìîðôíûå ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðåäëîæåííûé àëãî-
ðèòì íåàññîöèàòèâíîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìàòðè÷-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ îêòîíèîíîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö îñîáîé ñòðóê-
òóðû ðàçìåðíîñòè 8�8, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå
èëè êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû îêòîíèîíîâ. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàí êàê äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îáû÷íûõ îêòîíèîíîâ ñ äåëå-
íèåì, òàê è äëÿ ðàñùåïëåííûõ îêòîíèîíîâ, à òàêæå îêòîíèîíîâ ñ êîìï-
ëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Ñ.². Êë³ïêîâ

ÄÅßÊ² ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒ² ÌÀÒÐÈ×ÍÈÕ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÜ ÎÊÒÎÍ²ÎÍ²Â

Ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìè ìàòðè÷íèõ ïðåäñòàâëåíü íîðìîâàíèõ îêòîí³îí³â ç ä³ëåííÿì, à òàêîæ
ðîçùåïëåíèõ îêòîí³îí³â, îáóìîâëåí³ íåàñîö³àòèâíèì ìíîæåííÿì. Çàïðîïîíîâàíî àëãî-
ðèòì ìíîæåííÿ ìàòðèöü, ùî äîçâîëÿº ñôîðìóëþâàòè íîâèé ï³äõ³ä äî ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâ-
ëåííÿ îêòîí³îí³â, ÿêèé ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ ÿê çâè÷àéíèõ, òàê ³ ðîç-
ùåïëåíèõ îêòîí³îí³â. Íàâåäåíî ÷èñëîâ³ ïðèêëàäè ìàòðè÷íèõ ïðåäñòàâëåíü îêòîí³îí³â.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: îêòîí³îíè, ðîçùåïëåí³ îêòîí³îíè,íåàñîö³àòèâí³ñòü, ìàòðè÷í³
ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñëîâèõ ñèñòåì.

S.I. Klipkov

SOME FEATURES OF THE MATRIX REPRESENTATIONS OF THE OCTONIONS

The problems of matrix representations of normalized octonions with division, as well as split
octonions due to non-associative multiplication are considered. An algorithm for matrix multipli-
cation is proposed, which makes it possible to formulate a new approach to the matrix representa-
tion of octonions, which can equally be used to represent both ordinary and split octonions. The
examples illustrating the issues raised in the article are given.

K e y w o r d s: octonions, split octonions, nonassociative, matrix representations of number
systems.
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