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Анализ кумулянтных коэффициентов  
двухкомпонентных смесей сдвинутых гауссовых  
распределений с равными дисперсиями 

Проанализирована зависимость кумулянтных коэффициентов смесей, плотность вероят-
ностей которых может быть как одновершинной, так и двухвершинной, от параметра 
сдвига и весовых коэффициентов. Определены области возможных значений кумулянт-
ных коэффициентов и получены значения весовых коэффициентов, при которых куму-
лянтные коэффициенты равны нулю. Показано, что коэффициент эксцесса равен нулю 
при двух значениях весовых коэффициентов и любых значениях параметра сдвига. 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: двухкомпонентные смеси распределений, двухкомпонентная гауссо-
ва смесь, кумулянтный анализ, кумулянтные коэффициенты, коэффициент эксцесса.  

Применение негауссовых моделей исследуемых физических величин и 
процессов позволило достигнуть значительного прогресса при решении 
различных научно-технических задач. К числу таких моделей относятся 
конечные смеси распределений [1—4], частным случаем которых яв-
ляются n -компонентные смеси сдвинутых и масштабированных гауссо-
вых распределений [3—6]. Плотность вероятностей таких распределений 
описывается выражением 
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где kp  — весовые коэффициенты, 0 1kp  , 1 2 ... 1np p p    ; 

( , )km     — параметры сдвига; 0k   — параметры масштаба; 

( )x  — плотность вероятностей стандартного гауссова распределения,  
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Модели смесей гауссовых распределений широко используются в 
различных технических приложениях: в статистической радиотехнике 
[7], акустике [8], теории и практике измерений [9, 10], статистической 
физике [4, 11], авиации [12], экономике [4] и др. Анализ работ [3–12] по-
казал, что актуальной остается задача исследования кумулянтных коэф-
фициентов моделей смесей гауссовых распределений. Некоторые резуль-
таты решения этой задачи для двухкомпонентной смеси (1) представ-
лены в работах [13–17].  

В работе [13] исследован коэффициент эксцесса двухкомпонентной 
смеси с одинаковыми математическими ожиданиями и различными дис-
персиями, в работе [14] — ее кумулянтный коэффициент шестого поряд-
ка. В работе [15] численными методами определены области возможных 
значений коэффициентов асимметрии и эксцесса двухкомпонентной сме-
си, в работе [16] коэффициенты асимметрии и эксцесса исследованы ме-
тодами компьютерного моделирования. В работе [17] разработан алго-
ритм моделирования двухкомпонентной смеси с заданным коэффициен-
том эксцесса. 

Проанализируем кумулянтные коэффициенты двухкомпонентных сме-
сей гауссовых распределений с равными дисперсиями. 

Кумулянтные коэффициенты двухкомпонентных смесей сдвину-
тых гауссовых распределений. Рассмотрим двухкомпонентную смесь 
сдвинутых гауссовых распределений 
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где 1 2m m ; 0 1q  ; 0 1p  ; 1q p  . Найдем характеристическую 
функцию смеси (2): 
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Отсюда получаем характеристическую функцию смеси (2) 

0 0 1( ) ( ) ( )f u f u f u  ,       (3) 

где 0 ( ) ( )iuxf u e x dx




   — характеристическая функция стандартного 

гауссова распределения; 1 2
1( ) ium iumf u qe pe   — характеристическая 
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функция двухточечного распределения, функция распределения которо-
го имеет вид 

     1 1 2 1 2; ,F x m m qE x m pE x m    . (4) 

На основании формулы (3) можно утверждать, что смесь (2) является 
плотностью вероятностей случайной величины 

0 1     ,           (5) 

где 0 , 1  — независимые случайные величины; 0  — гауссова случай-

ная величина с нулевым математическим ожиданием и дисперсией 
2

0 0  D ; 1  — дискретная случайная величина с функцией распреде-

ления (4). 
На основании формул (3) и (5) делаем следующий вывод о кумулян-

тах s  смеси (2): 

,0 ,1s s s     ,        (6) 

где ,0s , ,1s  — кумулянты случайных величин 0 , 1 ; 1, 2, ...s   — по-

рядок кумулянтов. 
Кумулянты гауссовой случайной величины 0 имеют вид 1,0 0  , 

2
2,0 0 0    D  и все ,0 0s  , если 3s  . Поэтому из формулы (6) сле-

дует, что у смеси (2) кумулянты 1 1,1   , 2
2 0 2,1     , ,1s s   , если 

3s  , и кумулянтные коэффициенты s  имеют вид 

,1
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0 2,12 ( )
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Для анализа кумулянтных коэффициентов (7) смеси сдвинутых гаус-
ссовых распределений (2) необходимо знать кумулянты ,1s  случайной 

величины 1 , для получения которых воспользуемся результатами ра-

боты [18]. Обозначим 2 1 2m m a   и, не нарушая общности, зададим 

1m a  . Тогда 2m a  и формулы (2), (4) принимают вид  

0 0 0

1
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x a x a
p x q p

     
              

,    (8) 

 1 ; ( ) ( )F x a qE x a pE x a    .              (9)

В работе [18] получены кумулянты ,1 ,1( , )s s p a    двухточечного 

распределения (9) для 1, 8s  : 
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1,1( , ) ( )p a a p q   ; 2
2,1( , ) 4p a a pq  ;  

3
3,1( , ) 8 ( )p a a pq q p   ;  

4
4,1( , ) 16 (1 6 )p a a pq pq   ; 5

5,1( , ) 32 ( )(1 12 )p a a pq q p pq    ;  

6 2 2
6,1( , ) 64 (1 30 120 )p a a pq pq p q    ;               (10) 

7 2 2
7,1( , ) 128 ( )(1 60 360 )p a a pq q p pq p q     ; 

8 2 2 3 3
8,1( , ) 256 (1 126 1680 5040 )p a a pq pq p q p q     . 

С учетом (10) перепишем выражение (7) в виде 
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где 0a a   — нормированный параметр сдвига; ,1( ,1)s p  — значение 

кумулянта ,1( , )s p a  при 1a  . Используя формулу (11), проанализи-

руем зависимость кумулянтных коэффициентов ( , )s p a   смеси (8) для 

3,4,...s   от параметра сдвига a  и весового коэффициента p .  
Анализ зависимости коэффициентов γ ( , )s p a  от параметра сдви-

га a . Заметим, прежде всего, что значения параметра сдвига a  опреде-
ляют одно из важнейших свойств смеси (8) — ее одновершинность. В 
работе [5] доказано, что смесь (2) является одновершинной при выпол-
нении условия 2 1 2( ) 2m m    и двухвершинной, если это условие не 
выполняется. Отсюда следует, что смесь (8) является одновершинной 
при выполнении условия 
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Проанализируем зависимость кумулянтных коэффициентов (11) от 
параметра a . Пусть 0 1p  . Тогда  
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a

p a


 


 ,   ,1
,12

2,1

( ,1)
lim ( , ) ( )

( ,1)
s

s ssa

p
p a p

p


   


 .          (12) 

Следовательно, коэффициент ( , )s p a   является монотонной функцией 

параметра a , которая при ,1( ) 0s p   убывает от значения ( , ) 0s p a   до 

,1( )s p , а при ,1( ) 0s p   возрастает от значения ( , ) 0s p a   до ,1( )s p . 



Анализ кумулянтных коэффициентов двухкомпонентных смесей 

ISSN 0204—3572. Електрон. моделювання. 2020. Т. 42. № 3 75

Рассмотрим случай, когда 0 1a  , т.е. распределение (8) является 
одновершинным. При 1a   из формулы (11) получаем 

2
,1 2,1 ,1

/2 /2
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( ,1) ( ,1) ( )
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Из формул (12), (13) следует, что для одновершинных распределений 
при ,1( ) 0s p   справедливы неравенства  

,1( ) ( ,1) ( , ) 0s s sp p p a      , ,1( ) 0s p  , 

,10 ( , ) ( ,1) ( )s s sp a p p      , ,1( ) 0s p  . 

Пусть 0,5p q  . В этом случае распределение (8) — симметрич-
ное, у которого 2,1(0,5; 1) 1   и все кумулянты ,1(0,5;1)s  нечетных по-

рядков s  равны нулю, поэтому 
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В частности, используя формулы (10), находим кумулянтные коэффи-
циенты 4,1(0,5) 2   , 6,1(0,5) 16  , 8,1(0,5) 272   . Подставляя их в 

(14), получаем 
4 6

4 62 2 2 3

8

8 2 4

2 16
(0,5; ) , (0,5; ) ,

(1 ) (1 )

272
(0,5; ) .
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               (15) 

Из (15) находим области возможных значений кумулянтных коэффи-
циентов при 0,5p q  : 4 (0,5; ) ( 2;0)a   , 6 (0,5; ) (0;16)a  , 

8 (0,5; ) ( 272;0)a   .  

Рассмотрим случай, когда 0 1a  , т.е. распределение (8) является 
одновершинным. При 1a   формула (14) принимает вид  

,1
/2

0, нечетное,

(0,5;1) (0,5)
, четное.

2

s s
s

s

s


  



В частности, 4 (0,5;1) 0,5   , 6 (0,5;1) 2  , 8 (0,5;1) 17   . Из этого 

следует, что для  одновершинных распределений при 0,5p q   области 
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значений кумулянтных коэффициентов сужаются и принимают вид  

   4 0,5; 0,5;0a   ,    6 0,5; 0;2a  ,    8 0,5; 17;0a   . 

Анализ зависимости коэффициентов γ ( , )s p a  от весового коэф-

фициента p . Поскольку 0a  , из (11) следует, что коэффициент 

( , )s p a   — отрицательный, если ,1( ,1) 0s p  , положительный, если 

,1( ,1) 0s p  , и равен нулю, если ,1( ,1) 0s p  . Уравнение ,1( ,1) 0s p   

имеет s  корней, которые обозначим ,s kp , где k – номер корня. При оп-

ределенных значениях p коэффициент ( , )s p a   имеет экстремумы. Зна-

чения p, при которых коэффициент ( , )s p a   имеет k-й максимум (мини-

мум), обозначим ,maxs kp  ( ,mins kp ). 

Исследуем свойства кумулянтных коэффициентов ( , )s p a  , 3,6s  . 

Коэффициент асимметрии 3( , ) p a . На основании (10) и (11) полу-

чаем формулу 
3 3

3,1
3 2 3/2 2 3/2

2,1

( ,1) 8 ( )
( , )

(1 ( ,1)) (1 4 )

a p a pq q p
p a

a p a pq

 
  

  

 
 

.     (16) 

Решая уравнение 3,1( ,1) 8 ( ) 8 (1 )(1 2 ) 0p pq q p p p p       , находим 

значения ,s kp , при которых 3( , ) 0p a  : 3,1 0p  , 3,2 0,5p  , 3,3 1p  . С 

учетом полученного результата из формулы (16) следует, что при 
(0;0,5)p  коэффициент асимметрии 3( , ) 0p a   и имеет максимум, а 

при  0,5;1p коэффициент 3( , ) 0p a   и имеет минимум.

Найдем точки экстремумов коэффициента 3( , )p a  . Подставляя 

1q p   в формулу (16), преобразуем ее к виду 
3 2 3

3 2 2 3/2

8 ( 3 2 )
( , )

(1 4 ( ))

a p p p
p a

a p p

 
 

 




и найдем производную: 

2 2 2
33

3 2 2 5 2

( , ) 2 (3 ) 2 (3 ) 1
( , ) 8

(1 4 ( ))

d p a p a p a
p a a

dp a p p

      
 

   


.          (17) 

Из (17)  получаем  уравнение 2 2 22 (3 ) 2 (3 ) 1 0p a p a      , откуда  на-

ходим  значения 3,maxp   и  3,minp ,  при  которых  коэффициент  3( , )p a   
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имеет максимум и минимум: 

3,max 2

2
0,5 1 1

3
p

a

 
     

, 3,min 2

2
0,5 1 1

3
p

a

 
     

. 

Подставляя значения 3,maxp  и 3,minp  в (16), находим максимум и мини-

мум значения  3( , )p a  : 
3

3 3 3,max 3 2 2

3

3 3 3,min 3 2 2

4
max ( ) ( , ) , 0 0,5,

3 (1 )

4
min ( ) ( , ) , 0,5 1.

3 (1 )

     


      


a
a p a p

a

a
a p a p
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(18) 

Из (18) видно, что функция 3max ( )a   — положительная монотонно возрас-

тающая, 3
0

lim max ( ) 0
a

a


 


 , 3lim max ( )
a

a


  


 , а функция 3min ( )a   — от-

рицательная монотонно убывающая, 3
0

lim min ( ) 0
a

a


 


 , 3lim min ( )
a

a


  


 . 

Рассмотрим случай, когда 0 1a  , т.е. распределение (8) является 

одновершинным. При 1a   находим 3,max 0,5 (1 0,5) 0,14645p    , 

3,min 0,5 (1 0,5) 0,85355p    , 3 2
3max (1) 2 3 0,3849   , 3min (1) 

3 22 3 0,3849    . Таким образом, у одновершинных распределений 

30 ( , ) 0,3849p a    при 0 0,5p   и 30,3849 ( , ) 0p a     при 

0,5 1p  . 

На рис. 1, а, представлены графики коэффициента 3( , )p a   при 1a   

(сплошная линия) и при 1,8a   (штриховая линия), а на рис. 1, б, — гра-
фики плотности вероятностей смеси (8) при 0 1  , 3,2 0,5p p 

3( ( , ) 0)p a  ), 1a   (сплошная линия) и при 1,8a   (штриховая линия). 

Коэффициент эксцесса 4 ( , )p a  . На основании (10) и (11) получаем 

формулу 
4 4

4,1
4 2 2 2 2

2,1

( ,1) 16 (1 6 )
( , )

(1 ( ,1)) (1 4 )

 
  

  

a p a pq pq
p a

a p a pq

 
 

. (19) 

Проанализируем зависимость коэффициента  4 ,p a   от параметра a . 

Из формулы (19) следует 

 4
0

lim , 0
a

p a


 


 ;    4 4,1
1 6

lim ,
a

pq
p a p

pq


   


 . 
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   Рис. 1 

Поскольку  4,12 p     , при возрастании параметра a  коэффициент

 4 ,p a   при  4,12 0p     монотонно убывает от значения

 4 , 0p a   до  4,1 p , а при  4,1 0p   монотонно возрастает от зна-

чения  4 , 0p a   до  4,1 p .

Проанализируем зависимость коэффициента эксцесса  4 ;p a   от 

коэффициента p, учитывая, что 0a  . Решая уравнение 
2

4 ( ,1) 16 (1 6 ) 16 (1 )(1 6 6 ) 0p pq pq p p p p        , 

находим значения 4,kp , при которых  4 , 0p a  , а именно: 4,1 0p  , 

4,2 0,5 1 12 0,21133p    ; 4,3 0,5 1 12 0,78868p    ; 4,4 1p  . Таким 

образом, если 4,2 0,21133p p   или 4,3 0,78868p p  , то при любых зна-

чениях параметра сдвига a  коэффициент эксцесса  4 ,p a   равен нулю. 

Из формулы (19) следует, что при 0 0,21133p   или 0,78868 1p   

получим 1 6pq  , поэтому коэффициент  4 ,p a   больше нуля и имеет 

на этих участках максимумы. При 0,21133 0,78868p   получим 

1 6pq  , поэтому коэффициент эксцесса  4 ,p a   меньше нуля и имеет 

на этом участке минимум.  
Найдем точки экстремумов коэффициента  4 ,p a  . Подставляя

1q p   в формулу (19), преобразуем ее к виду 

4 2 3 4

4 2 2 2

16 ( 7 12 6 )
( , )

(1 4 ( ))

a p p p p
p a

a p p
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и найдем производную: 

4
4

( , )
( , )

d p a
p a

dp

  
  

2 2 2 3 2
4

2 2 3

1 (14 4 ) (36 12 ) (24 8 )
16 .

(1 4 ( ))

p a p a p a
a

a p p

     


 

  


         (20) 

Из формулы (20) получаем кубическое уравнение 
2 3 2 2 2(24 8 ) (36 12 ) (14 4 ) 1 0a p a p a p         ,   (21) 

решением которого являются три корня. Один из корней находим, рас-
сматривая неравенство   

4 4

4 42 2 2 2

16 (1 6 ) 2
( , ) (0,5; )

(1 4 ) (1 )

a pq pq a
p a a

a pq a


     

 

  
 

, 

из которого следует, что при 4,min 0,5p p   коэффициент 4 ( , )p a 
имеет минимум 

4

4 4 2 2

2
min ( ) (0,5; )

(1 )

a
a a

a
    



 


.    (22) 

Из (22) видно, что функция 4min ( )a   — отрицательная монотонно убы-
вающая, 4

0
lim min ( ) 0
a

a


 


 , 4lim min ( ) 2
a

a


  


 . 

Находим оставшиеся два корня. Разделив левую и правую части 
уравнения (21) на 4,min( ) ( 0,5)p p p   , 0,5p  , получаем квадратное 

уравнение  
2 2 24 (3 ) 4 (3 ) 1 0a p a p      .                         (23) 

Решая уравнение (23), находим значения 4,max1p  и 4,max 2p , при которых 

коэффициент 4 ( , )p a   имеет максимум: 

4,max1 2

1
0,5 1 1

3
p

a

 
     

, 4,max 2 2

1
0,5 1 1

3
p

a

 
     

. 

Подставляя эти значения в (19), находим максимум коэффициента 

 4 ,p a  :
4

4 4 4,max1 4 4,max 2 2
max ( ) ( , ) ( , )

1,5

a
a p a p a

a
     



  


, 

4,2 4,3(0; ) ( ;1)p p p  . (24) 
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  Рис. 2 

Из (24) видно, что функция 4max ( )a   — положительная монотонно воз-
растающая, 4

0
lim max ( ) 0
a

a


 


 , 4lim max ( )
a

a


  


 . 

Рассмотрим случай, когда 0 1a  , т.е. распределение (8) является од-
новершинным. При 1a   находим 4 4min (1) (0,5;1) 0,5     , 4,max1p 

0,5 (1 0,75) 0,06699   , 4,max 2 0,5 (1 0,75) 0,93301p    , 4max (1)    

0,4 . Таким образом, для одновершинных распределений коэффициент 

4 ( ; )p a   имеет область возможных значений 40,5 ( , ) 0,4p a    . 
На рис. 2, а, представлены графики коэффициента 4 ( , )p a   при 1a   

(сплошная линия) и при 1,8a   (штриховая линия), а на рис. 2, б, — гра-
фики  плотности  вероятностей  смеси (8) при  0 1  , 4,2p p  0,21133  

( 4 ( , ) 0p a  ), 1a   (сплошная линия) и при 1,8a   (штриховая линия). 

Коэффициент  p a 5 ,  . На основании (10) и (11) получаем формулу
5 5

5,1
5 2 5/2 2 5 2

2,1

( ,1) 32 ( )(1 12 )
( , )

(1 ( ,1)) (1 4 )

a p a pq q p pq
p a

a p a pq

  
  

  

 
 

.        (25) 

Найдем значение коэффициента p, при котором 5 ( ; ) 0p a  . Решая 

уравнение  

5

2

( ,1) 32 ( )(1 12 )

32 (1 )(1 2 )(1 12 12 ) 0,

p pq q p pq

p p p p p

    

     

находим значения 5,kp , при которых 5 ( , ) 0p a  : 5,1 0p  , 5,2p 

0,5 1 6 0,09175   , 5,3 0,5p  , 5,4 0,5 1 6 0,90825p    , 5,5 1p  . 
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Анализируя формулу (25) с учетом полученных результатов, видим, 
что при 0 0,09175p   и 0,5 0,90825p   коэффициент 5 ( ; )p a   

больше нуля и имеет на этих участках максимумы. На участках 
0,09175 0,5p   и 0,90825 1p   коэффициент 5 ( ; )p a   меньше нуля 

и имеет на этих участках минимумы.  
Исследовать аналитически экстремумы коэффициента 5 ( ; )p a   не 

представляется возможным, поэтому преобразуем формулу (25) к виду  

5 2 3 4 5

5 2 2 5/2

32 ( 15 50 60 24 )
( , )

(1 4 ( ))

a p p p p p
p a

a p p

   
 

 




. 

Численными методами найдем значения 5,max kp , 5,min kp  и соответству-

ющие значения 5 5 5,maxmax ( ; )k kp a    , 5 5 5,minmin ( ; )k kp a     для од-

новершинного распределения при 0,5a  , 1a   и двухвершинного рас-
пределения при 1,5a  , 2a   (табл. 1).  

Анализируя данные табл. 1, можно сделать следующие выводы. При 
всех значениях a  для точек экстремумов справедливы соотношения 

5,max1 5,min 2 1p p  , 5,min1 5,max 2 1p p  , а для значений коэффициента 

5 ( ; )p a  в точках экстремумов — соотношения 2 5 1 5min max    , 

2 5 1 5max min    .  При  увеличении параметра a  значения 5,max1p , 

5,min1p  уменьшаются, значения 5,max 2p , 5,min 2p  увеличиваются, абсо-

лютные значения коэффициента 5 ( ; )p a   в точках экстремумов возрас-

тают. Для одновершинных распределений ( 0 1a  ) коэффициент 

5 ( ; )p a   имеет область возможных значений 50,9285 ( ; ) 0,9285p a    . 

На рис. 3, а, представлены графики коэффициента  5 ,p a   при

1a   (сплошная линия), 1,8a   (штриховая линия),  на  рис.  3, б, — гра- 

Таблица 1 

a
Точка экстремума Значение 5 ( ; )p a   в точке экстремума 

5,max1p  5,min1p  5,max 2p  5,min 2p  1 5max  1 5min   2 5max  2 5min 

0,5 0,0391 0,28725 0,71275 0,9609 0,01734 0,07967 0,07967 0,01734

1,0 0,03359 0,26029 0,73971 0,96641 0,43594 0,9285 0,9285 0,43594

1,5 0,02707 0,23695 0,76305 0,97293 2,43262 2,41653 2,41653 2,43262 

2,0 0,0212 0,22091 0,77909 0,9788 7,46246 3,83876 3,83876 7,46246 
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Рис. 3 

фики  плотности  вероятностей  смеси (8) при 0 1  , 5,2 0,09175p p   

(  5 , 0p a  ), 1a   (сплошная линия), 1,8a   (штриховая линия).

Коэффициент  ,6 p a . На основании (10) и (11) получаем формулу

6 6 2 2
6,1

6 2 3 2 3
2,1

( ,1) 64 (1 30 120 )
( , )

(1 ( ,1)) (1 4 )

a p a pq pq p q
p a

a p a pq

  
  

  

 
 

.   (26) 

Найдем значение коэффициента p, при котором 6 ( ; ) 0p a  . Урав-

нение 6 2 2
6,1( ,1) 64 (1 30 120 ) 0p a pq pq p q      имеет шесть корней, из 

которых два очевидны: 6,1 0p  , 6,6 1p  . Оставшиеся корни, 6,2p , 6,3p , 

6,4p , 6,5p , являются решением уравнения четвертой степени 1 30 pq 
2 2 2 2120 1 30 (1 ) 120 (1 ) 0p q p p p p       , которое заменой перемен-

ной 2z pq p p    сводится к системе двух уравнений второй степени:  
2

2

120 30 1 0,

0.

z z

p p z

  

  
(27) 

Решая систему (27), находим корни: 

6,2 0,5 0,125 7 960 0,04132p     , 

6,3 0,5 0,125 7 960 0,30098p     , 

6,4 0,5 0,125 7 960 0,69902p     , 

6,5 0,5 0,125 7 960 0,95868p     . 
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С учетом полученных результатов из (26) следует, что при 
0 0,04132p  , 0,30098 0,69902p  , 0,95868 1p   коэффициент 

6 ( ; )p a   больше нуля и имеет на этих участках максимумы. На участках 

0,04132 0,30098p   и 0,69902 0,95868p   коэффициент 6 ( ; )p a   

меньше нуля и имеет на этих участках минимумы.  
Преобразуем формулу (26) к такому виду:  

6 2 3 4 5 6

6 2 2 3

64 ( 31 180 390 360 120 )
( , )

(1 4 ( ))

a p p p p p p
p a

a p p

    
 

 




. 

Численными методами найдем значения 6,max kp , 6,min kp  и соответст-

вующие значения 6 6 6,maxmax ( ; )k kp a    , 6 6 6,minmin ( ; )k kp a     для 

одновершинного распределения при 0,5a  , 1a   и двухвершинного 
распределения при 1,5a  , 2a   (табл. 2).  

Как видно из табл. 2, при всех значениях a  точки экстремумов свя-
заны соотношениями 6,max1p 6,max 3 1p  , 6,min1 6,min 2 1p p  , а значения 

6 ( ; )p a   в точках экстреммов — соотношениями  1 6 3 6max max   ,  

1 6 2 6min min   .  При увеличении параметра a  значения 6,max1p , 

6,min1p  уменьшаются, значения 6,min 2p ,  6,max 3p  увеличиваются, абсо-

лютные  значения  коэффициента )~;(5 ap  в точках экстремумов возрас-
тают. Для одновершинных распре-делений ( 0 1a  ) коэффициент 

)~;(6 ap  имеет область возможных значений 2)~;(07407,2 6  ap .

Таблица 2 

a  

Точка экстремума 

6,max1p
 6,min1p

 6,max 2p 6,min 2p
3max,6p

0,5 
1,0 
1,5 
2,0 

0,01856 
0,01695 
0,01474 
0,01239 

0,16948 
0,14645 
0,12488 
0,10921 

0,5 
0,5 
0,5 
0,5 

0,83052 
0,85355 
0,87512 
0,89079 

0,98144 
0,98305 
0,98526 
0,98761 

a  
Значение )~;(6 ap в точке экстремума

1 6max  1 6min  2 6max  2 6min  3 6max 

0,5 
1,0 
1,5 
2,0 

0,00851 
0,46875 
4,31823 
19,07898 

0,08014 

2,07407 

8,62964 

18,6682 

0,128 
2 

5,30906 
8,192 

0,08014 

2,07407 

8,62964 

18,6682 

0,00851 
0,46875 
4,31823 
19,07898 
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Рис. 4 

На рис. 4, а, представлены графики коэффициента  6 ,p a   при

1a   (сплошная линия), 1,8a   (штриховая линия), на рис. 4, б, — гра-

фики  плотности  вероятностей смеси (8) при 0 1  , 6,3 0,30098p p   

(  6 , 0p a  ), 1a   (сплошная линия), 1,8a   (штриховая линия).

Рассмотрим компьютерное моделирование случайных величин (5) с 
плотностью вероятностей (8). Обозначим  ;N m   — гауссову случай-

ную величину с математическим ожиданием  ;N m m  M  и диспер-

сией   2;N m   D , а  ;R a b  — случайную величину, равномерно

распределенную на интервале  ,a b . Тогда компьютерное моделирова-

ние случайной величины (5) сводится к моделированию независимых 
случайных величин  00;N   и  0;1R , а затем суммы

0 1 0(0; ) sign ( (0;1))         N Ra p .    (28) 

Формула (28) позволяет моделировать случайные величины   с плот-

ностью вероятностей (8), математическим ожиданием m  M

 1 1,0 1,1 a p q         и дисперсией 2
2 2,0 2,1         D

2 2
0 4a pq   . Для моделирования случайной величины  , у которой

0 M  и 1 D , случайную величину (28) нужно стандартизировать: 

 
 1 22 2

0 4

m a p q

a pq





    
  

  
 . (29) 
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Плотность вероятностей ( )p x  стандартизированной случайной величи-
ны (29) имеет вид 

   
0 0 0

x m a x m a
p x p x m q p    

  

          
                 

 . 

Выводы 

Для двухкомпонентных смесей сдвинутых гауссовых распределений с 
равными дисперсиями, плотность вероятностей которых может быть как 
одновершинной, так и двухвершинной, определены области возможных 
значений кумулянтных коэффициентов ( , )s p a  , 3,6s  , и значения ве-

совых коэффициентов p, при которых ( , ) 0s p a  . Полученные резуль-

таты дают возможность осуществлять математическое и компьютерное 
моделирование случайных величин с напередзаданными значениями ку-
мулянтных коэффициентов. Компьютерное моделирование случайных 
величин сводится к моделированию по известным алгоритмам суммы не-
зависимых случайных величин 0  и 1 .  
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О.І. Красильніков 

АНАЛІЗ КУМУЛЯНТНИХ КОЕФІЦІЄНТІВ  
ДВОКОМПОНЕНТНИХ СУМІШІЕЙ ЗСУНУТИХ  
ГАУСОВИХ РОЗПОДІЛІВ З РІВНИМИ ДИСПЕРСІЯМИ 

Проаналізовано залежність кумулянтних коефіцієнтів сумішей, щільність ймовірностей 
яких може бути як одновершинною, так і двовершинною, від параметра зсуву та вагових 
коефіцієнтів. Визначено області можливих значень кумулянтних коефіцієнтів та отри-
мано значення вагових коефіцієнтів, при яких кумулянтні коефіцієнти дорівнюють ну-
лю. Показано, що коефіцієнт ексцесу дорівнює нулю при двох значеннях вагових коефі-
цієнтів і будь-яких значеннях параметра зсуву.   

К л ю ч о в і  с л о в а: двокомпонентні суміші розподілів, двокомпонентна гаусова су-
міш, кумулянтний аналіз,  кумулянтні коефіцієнти, коефіцієнт ексцесу  

A.I. Krasilnikov 

ANALYSIS OF CUMULANT  COEFFICIENTS  
OF TWO-COMPONENT MIXTURES OF SHIFTED  
GAUSSIAN DISTRIBUTIONS WITH EQUAL VARIANCES 

The dependence of cumulant coefficients of mixtures, the probability density of which can be 
either single-vertex or two-vertex, on the shear parameter and weight coefficients is analyzed. 
The ranges of possible values of cumulant coefficients are determined and the values of 
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weighting coefficients at which cumulant coefficients are equal to zero are obtained. It is 
shown that the excess coefficient is zero for two values of the weight coefficients and any val-
ues of the shift parameter. 

K e y w o r d s: two-component mixtures of distributions, two-component Gaussian mixture, 
cumulant analysis, cumulant coefficients, kurtosis coefficient.  

КРАСИЛЬНИКОВ Александр Иванович, канд. физ.-мат. наук, доцент, вед. науч. сотр. 
Института технической теплофизики НАН Украины. В 1973 г. окончил Киевский поли-
технический институт. Область научных исследований — математические модели, 
вероятностные характеристики и методы статистической обработки флуктуацион-
ных сигналов в системах шумовой диагностики. 
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