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Анотація. У статті наведено основні рівняння динаміки бульбашок. Розглянуто випадок дії 
імпульсного тиску при опроміненні звуком бульбашки, а саме динаміку газової бульбашки з 
урахуванням перехідних процесів встановлення коливань після включення діючої сили (нестаціонарна 
динаміка газової бульбашки в рідині). Отримано залежності нестаціонарних коливань для газових 
бульбашок у трьох випадках: дорезонансні, резонансні, зарезонансні бульбашки.   
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Вступ. Дослідження динаміки бульбашок має давню історію, починаючи з класичних 

праць Релея [3, 26]. Особливий інтерес до бульбашок виник через встановлення резонансного 

характеру їх динаміки – так званого резонансу Міннерта [22]. З'ясувалося, що динаміка газової 

бульбашки багато в чому подібна до динаміки звичайного класичного осцилятора з одним 

ступенем свободи, тому результати, накопичені в теорії коливань, з певним ступенем 

наближеності застосовані і до газових бульбашок [9, 15]. Разом з тим газові бульбашки мають 

і специфічні риси, властиві лише їм, до яких традиційно відносять механізми дисипації енергії 

при коливаннях і особливості нелінійної динаміки газових бульбашок [21, 24, 25]. У першому 

випадку механізм дисипації енергії істотно залежить від розміру бульбашок та частоти 

звукового поля, оскільки поряд з традиційним радіаційним згасанням він обумовлений 

специфічним механізмом в'язкісного та теплового поглинання енергії [20, 23]. У другому 

випадку спостерігається велике різноманіття типів нелінійностей газових бульбашок (різні 

типи квадратичної та кубічної нелінійності, нелінійності параметричного типу тощо), що 

істотно залежить як від розміру бульбашок і частоти поля, так і від амплітуди зовнішнього 

поля. Всім цим випадкам присвячено велику кількість робіт, частково вони розглянуті у ряді 

монографій та оглядів (наприклад, [12, 21]). 

Зазвичай припускають, що бульбашка є сферичною з радіусом R менше довжини 

звукової хвилі λ в рідині, kR<1. Через суттєву стисливість бульбашок вивчення їх динаміки 

починають з аналізу радіально-сферичних пульсацій, що мають, як правило, найбільшу 

амплітуду в порівнянні з іншими типами коливань бульбашок під дією звуку. Введемо 

сферичну систему координат, помістивши її початок у центрі бульбашки. Тиск і температуру 
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рідини далеко від бульбашки без звуку позначимо через P0 і T0. Динаміка одиночної 

бульбашки в нестискуваній рідині описується відомим рівнянням Релея [3, 5, 10, 26]: 
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яке в наближенні адіабатичного рівняння стану газу та з урахуванням в'язкості рідини 

має вигляд: 
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де 0( ) ( ), ( )a aP t P P t P t    – акустичний тиск; 

R0  – рівноважний радіус бульбашки в початковий момент, коли виконується умова 

0 0
0
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   ; 

ρ – щільність; 

σ – коефіцієнт поверхневого натягу;  

η – коефіцієнт динамічної в'язкості; 

γ – показник адіабати, для повітря 1.4  .  

З урахуванням стисливості рідини в першому порядку по 
R

c


, де c – швидкість звуку, 

рівняння динаміки бульбашок набуває наступного вигляду [3]: 
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Рівняння (3) називається рівнянням Херрінга–Флінна [3], воно було отримано в 

наближенні, коли можна знехтувати стисливістю рідини далеко від бульбашки, тобто коли 

0
P

t




. Для бульбашки в умовах, коли можна знехтувати зміною радіуса за рахунок 

масообміну, слід писати U R  . Однак у випадку для газових і парових бульбашок за наявності 

масообміну швидкість частинок рідини не збігається зі швидкістю руху границі внаслідок 

додаткового потоку маси за допомогою газової дифузії чи фазових перетворень, тобто має 
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місце нерівність U R  . Для газових бульбашок при 1
U

c
  та з урахуванням стисливості 

рідини далеко від бульбашки маємо [4–7]: 
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Тут U – швидкість частинок рідини на поверхні бульбашки, позначення 
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             
  відповідає субстанціальній (повній) похідній за часом від тиску, 

взятої на поверхні, що рухається. У граничному випадку U/c→0 з (4) слідує рівняння, яке 

називають рівнянням Релея–Плессета і часто застосовують для аналізу динаміки газових 

бульбашок при врахуванні слабкої стисливості рідини: 
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У рівняннях (4), (5) величина тиску PR у рідині на межі бульбашки пов'язана з тиском 

усередині бульбашки RP  за допомогою граничної умови: 
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при цьому величина RP  для газової бульбашки з урахуванням рівняння адіабатичного стану 

газу дорівнює: 
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Видно, що з (5) – (7) випливає (3), якщо покласти 0
P

t




. 

У разі неадіабатичної поведінки газової бульбашки, особливо в умовах, коли радіус 

бульбашки порівняний з довжиною теплової хвилі, величина γ є складною функцією радіуса і 

частоти поля [4, 12, 24]. Для її визначення в загальному випадку слід вирішувати рівняння 

теплопровідності разом із вищевказаними рівняннями динаміки типу рівняння Релея. 

Величина γ змінюється в невеликих межах від ізотермічного значення γ = 1 до адіабатичного, 
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рівного, наприклад, у випадку двоатомного газу, γ = 1.4. Однак тоді вже не потрібно спільного 

вирішення рівняння теплопровідності з рівняннями динаміки, що суттєво полегшує вирішення 

цілої низки задач. 

Велику кількість задач акустичної діагностики можна вирішити у наближенні слабких 

нелінійних пульсацій бульбашок, коли можна прийняти: 

 

 0( ) 1 ( ) ,    1R t R z t z   . (8) 

 

Бульбашки пульсують під дією акустичного тиску в звуковій хвилі ( )aP t , який 

пов'язаний з величиною тиску далеко від бульбашки ( )P t  співвідношенням 

0( ) ( , ) ( )aP t P t P P t     , де P0 – гідростатичний тиск в рідині. 

Використовуючи малий параметр z<<1, рівняння (2) можна записати з точністю до 

третього порядку у такому вигляді: 
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У лінійному наближенні (9) можна отримати таке рівняння для z(t): 
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де 0  – власна циклічна частота радіально-симетричних пульсацій газових бульбашок.  

Коефіцієнт μ, що входить до рівняння (11), враховує втрати на тертя та визначає 

в'язкісний внесок у постійну згасання власних коливань, рівний: 
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Нелінійне рівняння (9) сильно спрощується для досить великих бульбашок з 0
0

2
R

P


 , 

коли можна знехтувати поверхневим тиском в порівнянні з гідростатичним, тоді отримуємо: 
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При опроміненні звуком на бульбашку діє імпульсний тиск, і тоді слід вирішувати задачу 

з початковими умовами по розгойдуванню коливань з моменту дії сили. Іншими словами, слід 

розглядати динаміку газової бульбашки з урахуванням перехідних процесів встановлення 

коливань після включення діючої сили. Надалі такий перехідний процес називатимемо 

нестаціонарною динамікою газової бульбашки в рідині. Рівняння коливань газової бульбашки 

в нестисливій рідині можна записати у вигляді модифікованого рівняння Релея (2). 

Розглядаємо лінійні пульсації радіуса бульбашки R(t), що задовольняють рівнянню (8). 

Отримуємо в лінійному наближенні рівняння (11) для z(t), яке зручно записати як: 
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з початковими умовами 
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Тут μ – декремент згасання, що залежить у загальному випадку від характеру дисипації 

енергії в процесі коливань – теплової, в'язкісної, радіаційної, але є очевидним, що μ отримуємо 

із рівняння (11) у вигляді (12), що враховує лише в'язкісні втрати. Для досить великих 

бульбашок 0R R , де 
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 , вираз сили P  спрощується і набуває вигляду: 
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Вважатимемо, що на бульбашку падає імпульсна акустична хвиля тривалості τ, так що 

акустичний тиск ( )P t  дорівнює: 
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де ( )t  – функція Хевісайда.  

Розв'язання задачі (15) – (18) отримуємо, використовуючи інтегральні перетворення, 

зокрема, виражаючи часові функції через спектральну щільність за допомогою перетворення 

Фур'є звичайним способом: 
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Підставляючи (19) – (20) в (15) – (18), отримуємо: 
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Звідси 
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Інтеграл (23) обчислюємо методом відрахувань, остаточно отримуємо [8]: 

 

 2 2
0

( ) Re ( ) ( ) ( ) ( ) ,
i t

i i
m

e
z t f e t t t t e


    

 


                 

 (24) 

 

де 
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0 0 0

0 0*
0 0 0

( ) ( ) ,       (1 )
2

t i t i te e e
t t i

  

   
    

   
       


 

. (25) 

 

З (24) – (25) видно, що поряд з коливаннями на частоті зовнішньої сили ω є затухаючі 

власні коливання бульбашок на частоті ω0. 

Врахування стисливості рідини призводить до рівняння коливань бульбашки Херрінга–

Флінна, яке за умови 1
U

c
  зручно записати у вигляді (5). У лінійному випадку з виразу (5) 

можна отримати такий вираз для z(t): 

 

 2 2
0

(1 )
( ) Re ( ) ( ) ( ) ( ) ,

i t
i i

m

e ikR
z t f e t t t t e


    

 


                 

 


 (26) 

 

де 

 

0 0 0

0 0 0 0*
0 0 0

( ) ( ) (1 ) (1 ) ,       (1 )
2

t i t i te e e
t t ik R ik R i

  

   
    

   
         


 

. (27) 

 

Висновки. На рис. представлені залежності z(t) для газових бульбашок у трьох різних 

випадках: дорезонансні бульбашки, коли 0  ; резонансні, коли 0  ; зарезонансні, коли 

0   [8, 19]. Добре видно відомі з теорії коливань якісні закономірності розгойдування 

лінійного осцилятора у зовнішньому полі. У дорезонансному випадку розгойдування на 

вимушеній частоті ω відбувається на тлі повільно затухаючої низькочастотної (на власній 

частоті осцилятора ω0) модуляції. При резонансі є повільне розгойдування своїх коливань 

осцилятора з характерним часом розгойдування, що визначається добротністю бульбашок на 

резонансі. У зарезонансному випадку високочастотні власні коливання осцилятора згасають 

за час, менший періоду низькочастотної зовнішньої сили. 

Важливою особливістю бульбашок є, як зазначалося вище, їх залежність від характеру 

втрат енергії при коливаннях, що, у свою чергу, визначається радіусом бульбашки, частотою 

поля, типом рідини, наприклад, її в'язкістю, а також газом, що заповнює бульбашку. Тому 

потрібно ретельно проводити вивчення нестаціонарних коливань стосовно бульбашок з 

урахуванням конкретних механізмів дисипації енергії та їх залежності від частоти поля та 

радіуса бульбашок.  

Механізм втрат при коливаннях газових бульбашок вивчався різними авторами, 

починаючи з перших робіт, присвячених динаміці бульбашок. Першою досить повною 

роботою, мабуть, була робота Г. Пфріма [23], який розрахував постійну згасання δ при 

коливаннях бульбашок з урахуванням радіаційних, в'язкісних і теплових втрат енергії. 
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К. Девіном [20] величина δ була розрахована іншим методом, і були уточнені співвідношення 

між зазначеними механізмами втрат.  

 

 

Рис. Нестаціонарні коливання газових бульбашок на різних частотах 

 

Слід також згадати роботи А. Просперіті [24, 25] та І.А. Чабан [18], що зіграли важливу 

роль у плані розроблення методики та уточнення частотної залежності (особливо на низьких 

частотах). Найбільш повно механізми втрат при різних розмірах бульбашок були 

проаналізовані в роботах низки авторів, що розглядають також вплив фазових перетворень [1, 

2, 4, 11, 13, 14, 16, 17].  
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Main regularities of non-stationary pulsation of gas bubbles in incompressible liquid 
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Abstract. The article presents the fundamental equations of bubble dynamics and explores the dynamics 
of gas bubbles subjected to pulse pressure from sound irradiation. Specifically, the article investigates the 
transient processes of oscillation after activation of the active force, taking into account the non-stationary 
dynamics of the gas bubble in the liquid. The study derived non-stationary vibration dependencies for gas 
bubbles in three cases: pre-resonance, resonance, and zarazonan bubbles. 
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