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ДД
осліджен ня ми різних вче них бу ло ви -
яв ле но, що  в ряді ви падків мож ли ве
існу ван ня кноїдаль них хвиль [1, 2].

Для опи сан ня цьо го яви ща не обхідно за сто со ву -
ва ти спеціальні ме то ди [3]. При цьо му об ласть
існу ван ня кноїдаль них хвиль ви хо дить за межі
кри тич ної точ ки з кри тич ним ста ном, ча ст ко во
охоп лю ю чи спокійні і бурх ливі по то ки.

На явність кноїдаль них хвиль під час ро бо ти
гідро технічних спо руд ви ма гає вра ху ван ня їх
особ ли во с тей при про ек ту ванні та ек сплу а тації
цих спо руд. Особ ли вості кноїдаль них хвиль у
кон крет них умо вах ре аль них во до го с по дарсь ких
об'єктів за пев них об ста вин вик ли ка ють ряд по -
зи тив них і не га тив них наслідків [4]. Спро би
уник ну ти ут во рен ня на ве де но го яви ща при ро -
боті ГТС не завжди ви яв ля ють ся вда ли ми, ви ма -
га ють суттєвих до дат ко вих коштів, а іноді уник -
ну ти фор му ван ня цих ре жимів вза галі не мож ли -
во. В та ких ви пад ках для за без пе чен ня надійно го
ком плек су розв'яз ку технічних про блем до во -
дить ся ви ко ри с то ву ва ти гідравлічне і ма те ма тич -
не мо де лю ван ня ре жимів ро бо ти спо руд. 

Під час та ко го мо де лю ван ня ос нов ною про -
бле мою по стає по бу до ва профілю вільної по -
верхні. Для «кла сич но го» опи су профілю вільної
по верхні кноїдаль них хвиль ви ко ри с то вується
ча ст ко вий розв'язок рівнян ня Кор те ве га—де
Фріса[5], що за пи сується за до по мо гою еліптич -
ної функції Якобі ампліту ди ко си ну са cn z [3].
Дані розв'яз ки ма ють ряд не доліків, го ло вним з
яких є, не вра ху ван ня за ту хан ня хвиль по до вжині
роз гля ду ва но го яви ща. Вра ху ван ня да но го не -
доліку по тре бує ду же склад них ма те ма тич них
роз ра хунків [6]. В даній ро боті на ве де ний про -
стий ма те ма тич ний ал го ритм, що доз во ляє вра ху -

ва ти за ту хан ня хвиль по до вжині при по бу дові
профілю вільної по верхні кноїдаль них хвиль.

Те о ре тич ний опис за ту ха ю чих ви му ше них
ко ли вань. 

На відміну від гар монічних ко ли вань, за ту ха -
ючі ко ли ван ня обу мов лені дією си ли опо ру ру ху,
а за ту ха ючі ко ли ван ня спри чи ня ються зовнішнім
дже ре лом ко ли вань. Тоб то, у ре аль них си с те мах
із тер тям (опо ром ру ху) з ча сом обов'яз ко во
відбу вається втра та енергії її ко ли вань. Оскільки
ампліту да ко ли вань про порційна ква д рат но му
ко ре ню з їх енергії, ре альні ко ли ван ня в дійсності
відбу ва ють ся із все мен шою ампліту дою (Рис.1). 

Ди фе ренціаль не рівнян ня за ту ха ю чих ви му -
ше них ко ли вань має         ви гляд [7]:

(1)

де: y — відхи лен ня від ну ль о во го рівно важ но го
по ло жен ня; t — час; b — ампліту да відхи лень; m —
ма са; k — ве ли чи на про ти леж на век то ру швид -
кості.
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Рис. 1. Затухаючі вимушені коливання в часі
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Розв'язок ди фе ренціаль но го рівнян ня (1) за -
пи сується у  на ступ но му ви гляді:

(2)

де:  — ек с по ненційно убут на ампліту да ко -

ли вань;  A0 — ста ла, що має сенс по чат ко вої
ампліту ди ко ли вань при t = 0; β = b/(2m) — па ра -
метр, що ха рак те ри зує за ту хан ня ко ли вань;

— циклічна ча с то та за ту ха ю чих ко -

ли вань, відмінна від ча с то ти ω0 відповідних
вільних ко ли вань; ϕ0 — де я ке зру шен ня фа зи.

Звідси вип ли ває, що за ту ха ючі ко ли ван ня
цілком не відповіда ють виз на чен ню періодич них
ко ли вань, яке по ля гає в їх стро го му по вто ренні
че рез виз на че ний проміжок ча су, що на зи вається
періодом. Про те при не знач но му змен шенні
ампліту ди за ту ха ю чих ко ли вань їх доцільно роз -
гля да ти як умов но періодичні і вве с ти їх період

, який завжди пе ре вер шує пе рі -

од T = 2π/ω0 вільних ко ли вань. Зо к ре ма, у разі,
ко ли β → 0, період  T → ∞, тоб то ко ли валь ний
про цес при цьо му пе ре хо дить в аперіодич ний, що
про яв ляється в ек с по ненційно му по вер ненні збу -
д же ної си с те ми до ста ну рівно ва ги без пе ре хо ду
че рез ньо го.

Ма те ма тич на мо дель роз ра хун ку про фі лю
вільної по верхні кноїдаль них хвиль. 

Го ло вна ідея про по но ва ної ма те ма тич ної мо -
делі по ля гає у ви ра женні ха рак те ри с тик
кноїдаль них хвиль че рез па ра ме т ри по то ку в їх
по чат ко во му пе рерізі 1—1, в яко му потік мо же бу -
ти або ввігну тим  (d2h/dx2 > 0), або па ра лель но ст -
ру мин ним  (d2h/dx2 = 0). Але при цьо му, роз гля -
да ю чи да не яви ще, як си с те му за ту ха ю чих ви му -
ше них ко ли вань, за по ча ток відра хун ку бу де мо
прий ма ти пе реріз 2—2, що відповідає другій спря -
женій гли бині h2 (Рис. 2). Та кож при про ве дені
серії по пе редніх ла бо ра тор них досліджень, та
згідно з  [8], бу ло вста нов ле но, що у пе рерізах

про ве де них че рез ек с т ре -
мальні точ  ки з мак си маль -
ною гли би ною роз поділ ти с -
ку по гли бині ви яв ляється
близь ким до па ра бо ліч но го
за ко ну. Цю особ ливість не -
обхідно вра хо ву ва ти при по -
бу дові профілю вільної по -
верхні.

Провівши ряд спро щень
і на бли жень, згідно на ве де -
них особ ли во с тей кноїдаль -
них хвиль, розв'язок ди фе -

ренціаль но го рівнян ня за ту ха ю чих ви му ше них
ко ли вань (2) на бе ре ви гляд:

(3)

де: h2 — гли би на дру гої спря же ної гли би ни; hB —
гли би на під вер ши ною пер шої хвилі; x — біжу ча
аб сци са; z — степінь за ту хан ня ко ли вань.

Дру гу спря же ну гли би ну знай де мо за за леж -
ніс тю:

(4)

де: h1, Fr1 — гли би на по то ку та чис ло Фру да в по -
чат ко во му пе рерізі відповідно; β1 — ко ефіцієнт кі -
не  тич ної енергії в по чат ко во му пе рерізі, що має
зв'язок з ко ефіцієнтом негідро ста тич ності  s1:

β1 = (1 + s1)/3.             (5)

Гли би ну під вер ши ною пер шої хвилі роз ра хо -
вуємо за фор му лою:

(6)

де: kШ — ко ефіцієнт нерівномірно го роз поділу гли -
би ни по ши рині досліджу ва но го по то ку, kШ = 1,05.

Згідно про ве де но го аналітич но го аналізу ек с -
пе ри мен таль них досліджень прий маємо степінь
за ту хан ня:

z = λ /(2Fr1),                           (7)

де:  λ — до вжи на пер шої хвилі, яку знай де мо за
на бли же ною фор му лою Тур су но ва [9]:

λ = 3,3 . h2,                           (8)

Циклічну ча с то ту ω знай де мо відповідно за за -
леж ністю:

(9)

Рис. 2. Розрахункова схема математичного алгоритму
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Е к с пе ри мен таль на ус та нов ка та ме то ди -
ка вимірю вань. 

З ме тою до с ко наль но го вив чен ня кно -
їдаль них хвиль в Національ но му універ си теті
вод но го гос по дар ст ва та при ро до ко ри с ту ван -
ня бу ли по став лені спеціальні ек с пе ри мен ти.
Дос лі ди про во ди лись сто сов но умов пло с кої
за дачі у ве ли ко му дзер каль но му ло то ку з пря -
мо кут ною фор мою по пе реч но го пе рерізу.
Досліджу ва не яви ще ут во рю ва ло ся за схе мою
витікан ня во ди зHпід за тво ра з обтіка чем, що
вста нов лю вав ся в 2 місцях.

Для вимірю ван ня осе ред не но го ти с ку на
дно по осі ло то ка бу ло вста нов ле но дві гру пи
п'єзо метрів за галь ною кіль кіс тю 89 штук.
Схе ма ла бо ра тор ної ус та нов ки по ка за на в ро -
боті [10]. Ос новні ха рак те ри с ти ки цих
дослідів на ве дені в Табл. 1.

Не обхідно підкрес ли ти, що вільна по -
верх ня кноїдаль них хвиль, по ло жен ня якої
виз на чається умо ва ми до сить нестійкої ди -
намічної рівно ва ги, в про ве де них дослідах не
бу ла аб со лют но не ру хо мою в часі, а здійсню -
ва ла певні ко ли ван ня віднос но де я ко го осе -
ред не но го по ло жен ня. Внаслідок цьо го в
будьHяко му фіксо ва но му пе рерізі по то ку гли -
би на і п'єзо ме т рич ний тиск на дні зміню ва ли -
ся в часі. На ви ко ри с то ву ваній ек с пе ри мен -
тальній ус та новці з до сить ве ли ки ми ге о ме т -
рич ни ми розміра ми ці ко ли ван ня ви я ви ли ся
істот ни ми. Вра хо ву ю чи цю об ста ви ну, бу ла
прий ня та на ступ на ме то ди ка здійснен ня не -
обхідних вимірю вань. На по чат ку досліду
фіксу ва лось осе ред не не в часі по ло жен ня
вільної по верхні досліджу ва но го яви ща. При
цьо му на бо кові стінки ло то ка на но си ли ся не -
обхідні мітки, а вимірю ван ня об рисів профілю
вільної по верхні та п'єзо ме т рич ної лінії про во ди -
ли ся ли ше в мо мен ти, ко ли досліджу ва не яви ще
зай ма ло ви б ра не осе ред не не по ло жен ня.

Про ве де ни ми ек с пе ри мен та ми бу ло чітко до -
ве де но, що на відміну від зви чай них без напірних
бурх ли вих та спокійних по токів з плав но змінним

ру хом кноїдальні хвилі не мож на од но знач но
опи са ти ли ше од ним чис лом Фру да Fr1 в їхньо му
по чат ко во му пе рерізі. Для ко рект но го опи сан ня
роз гля ду ва них течій в до да ток до чис ла Фру да Fri
не обхідно вра хо ву ва ти ще й мож ливі на хил та
кри виз ну еле мен тар них стру ми нок у вер ти -
кальній пло щині (або інши ми сло ва ми мож ли ве
відхи лен ня від гідро ста тич но го за ко ну роз поділу
ти с ку по гли бині) в то му ж пе рерізі.

Рис. 3. Профіль вільної поверхні кноїдальних хвиль:
а) кноїдальні хвилі у спокійному потоці: 

Q = 144,9 л/с; h1 = 17,5 см; s1 = 1,08; Fr1 = 0,40;

б) кноїдальні хвилі у спокійному потоці: 
Q = 116,8 л/с; h1 = 13,0 см; s1 = 1,022; Fr1 = 0,63;

в) кноїдальні хвилі у спокійному потоці: 
Q = 150,6 л/с; h1 = 13,0 см; s1 = 1,06; Fr1 = 0,89;

г) кноїдальні хвилі у бурхливому потоці: 
Q = 99,7 л/с; h1 = 10,0 см; s1 = 1,01; Fr1 = 1,02;

° — експериментальні точки вільної поверхні; 
& — теоретичний профіль вільної поверхні

Таблиця 1. 
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Порівнян ня ре зуль татів ла бо ра тор них дос -
лід жень та ма те ма тич них роз ра хунків. 

На Рис. 3 для дослідів з кноїдаль ни ми хви ля -
ми, в по чат ко во му пе рерізі яких має місце
негідро ста тич ний за кон роз поділу ти с ку, на не -
сені профілі по бу до вані за при ве де ним ви ще ма -
те ма тич ним ал го рит мом та відповідні ек с пе ри -
мен тальні точ ки.  

Співстав лен ня те о ре тич них і ек с пе ри мен -
таль них профілів вільної по верхні кноїдаль них
хвиль по ка за ло на ступ не: роз ра хо вані профілі
близькі з ек с пе ри мен таль ни ми зна чен ня ми, але
при цьо му ма ють не ве ли ке роз хо д жен ня віднос но
до вжи ни хвилі λ. Ця невідповідність те о ре тич них
ре зуль татів з ек с пе ри мен таль ни ми да ни ми по яс -
нюється тим, що в на ве де но му ал го ритмі ви ко ри -
с то вується на бли же на фор му ла Тур су но ва (8),
яка, в де я ких ви пад ках, дає за ви щенні ре зуль та ти.

Вис нов ки

1. Для опи сан ня кноїдаль них хвиль ви ко ри -
с то ву ють ся ма те ма тичні мо делі, що за пи су ють ся
за до по мо гою еліптич ної функції Якобі ампліту -
ди ко си ну са cn z. Дані мо делі ма ють не долік — во -
ни не вра хо ву ють за ту хан ня хвиль.

2. Ви ко ри с тан ня розв'яз ку ди фе ренціаль но -
го рівнян ня за ту ха ю чих  ви му ше них ко ли вань
доз во ляє по бу ду ва ти те о ре тич ний профіль
вільної по верхні кноїдаль них хвиль з ура ху ван -
ням негідро ста тич но го роз поділу ти с ку у по чат -
ко во му пе рерізі та за ту хан ня хвиль по до вжині
роз гля ду ва но го яви ща.

3. Порівнян ня те о ре тич них і ек с пе ри мен -
таль них профілів вільної по верхні кноїдаль них
хвиль (Рис. 3) по ка зує, що на ве де ний ма те ма тич -
ний ал го ритм є вірним.
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