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Наведено оптимальну за порядком точності 

кубатурну формулу наближеного обчислення 

потрійних інтегралів від швидко осцилюючих 

функцій загального виду на класі диференційо-

вних фінкцій. Кубатурна формула в своїй по-

будові як дані про функції використовує їх 

сліди на площинах.  

Ключові слова: інтеграли від швидко осцилю-

ючих функцій багатьох змінних, кубатурні 

формули, цифрова обробка сигналів та зобра-
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ОПТИМАЛЬНА ЗА ПОРЯДКОМ ТОЧНОСТІ 

КУБАТУРНА ФОРМУЛА НАБЛИЖЕНОГО 

ОБЧИСЛЕННЯ ПОТРІЙНИХ ІНТЕГРАЛІВ  

ВІД ШВИДКО ОСЦИЛЮЮЧИХ ФУНКЦІЙ 

ЗАГАЛЬНОГО ВИДУ 

Вступ. Швидкий розвиток цифрових технологій спо-

нукає науковців створювати нові або вдосконалювати 

існуючі математичні моделі технічних процесів. На 

часі є розробка математичних моделей з різними ти-

пами використання даних. Одним з прикладів іннова-

ційних рішень стали нові інформаційні оператори, ос-

новні принципи побудови яких викладено в [1–3]. Чи-

сельне інтегрування функцій багатьох змінних широко 

використовується у математичному моделюванні  

[4–6]. Окремо варто відмітити інтегрування швидко ос-

цилюючих функцій у цифровій обробці сигналів та зо-

бражень. В задачах цифрової обробки сигналів та зо-

бражень наближене обчислення інтегралів від швидко 

осцилюючих функцій з використанням нових інформа-

ційних операторів дозволило побудувати кубатурні 

формули з використанням різних типів завдання інфо-

рмації [7]. Побудовані кубатурні формули використо-

вують як дані значення функції на площинах, на лініях 

та в точках [8–11]. Доведено, що більшість таких фор-

мул – оптимальні за порядком точності. Більш складне 

та менш досліджене питання це наближене обчислення 

інтегралів від швидко осцилюючих функцій багатьох 

змінних у загальному вигляді [12–15]. В роботах [12–

16] представлені квадратурні формули наближеного 

обчислення потрійних та подвійних інтегралів від шви-

дко осцилюючих функцій загального виду на класі ди-

ференційовних функцій та класі Гельдера. Інформація 

про функції задавалася відповідними слідами на пло-

щинах, лініях. Дана робота має на меті представити оп-

тимальну за порядком точності кубатурну формулу на-

ближеного обчислення потрійного інтегралу від шви-

дко осцилюючих функцій загального виду на класі ди-

ференційовних функцій. Інформація про функції буде 

задаватися слідами на системах взаємно перпендикуля-

рних площин.  

https://doi.org/10.34229/2707-451X.23.3.5
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1. Постановка задачі. Для наближеного обчислення інтегралу 

1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )sin ( , , )I f g f x y z g x y z dxdydz                                           (1) 

побудувати та дослідити оптимальну за порядком точності кубатурну формулу на класі 

диференційовних функцій, яка у своїй побудові використовує значення функції  , ,f x y z  та 

 , ,g x y z  на плошинах 

1 1 / 2,kx k    1 1 / 2,jy j     1 1 / 2,sz s    1, , 1,k j s  , 1 11/  , 

2 2 / 2,px p    2 2 / 2,qy q     2 2 / 2,rz r    21,p,q,r  , 2 21/  . 

2. Оцінка знизу для похибки чисельного інтегрування на класі  3, ,rН M M . Нехай 

( , , )f x y z F ,  , ,g x y z G , F , G  – множини функцій, визначених в області      , , ,a b a b a b  . 

Розглянемо NL  – множину всіх кубатурних формул  ,Nl f g , що використовують інформацію про 

значення функцій  , ,f x y z  та  , ,g x y z  не більше ніж на N  площинах. В роботі [15] було введено 

величини  

     , , , , , ,N N NR f g l I f g l f g    , 

 , , ,N NR F G l  
,

sup , , ,N N
f F g G

R f g l
 

  , 

   , , inf , , ,
N N

N N N
l L

R F G R F G l


   . 

Означення 1. Кубатурна формула  ,Nl f g , на якій досягається  , ,NR F G  , називається опти-

мальною за точністю кубатурною формулою.  

Означення 2. Якщо  , , , NNR F G l   , ,NR F G    , 0 , то Nl  – оптимальна за точністю 

формула обчислення  , ,I f g   з точністю до  .  

Означення 3. Якщо  No R   або  NO R  , то Nl  називається оптимальною за порядком 

точності.  

В роботі [15] на класі функцій  3, ,rН M M  таких, що 
 ,0,0

( , , )
r

u x y z M ,  
 0, ,0

( , , )
r

u x y z M ,

 0,0,
( , , )

r
u x y z M , 

 , ,
( , , )

r r r
u x y z M  отримано оцінка знизу для похибки чисельного інтегру-

вання. 

Означення 4. Під слідом функції ( , , )f x y z  на площинах 1 1 / 2,kx k    1 1 / 2,jy j     

1 1 / 2,sz s    1, , 1,k j s  , 1 11/   розуміємо функції двох змінних ( , , )kf x y z , 0 1y  , 

0 1z  , ( , , ), 0 1, 0 1,jf x y z x z     ( , , ), 0 1, 0 1sf x y z x y    . 
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Означення 5. Під слідом функції ( , , )g x y z  на площинах 2 2 / 2,px p    2 2 / 2,qy q     

2 2 / 2,rz r    21,p,q,r  , 2 21/   розуміємо функції двох змінних g( , , ), 0 1px y z y  , 

0 1z  , g( , , ), 0 1, 0 1,qx y z x z     g( , , ), 0 1, 0 1rx y z x y    . 

Теорема 1 [15]. Нехай  3,( , , ), ( , , ) , ,rf x y z g x y z Н M M  функції ( , , ), (x,y, )f x y z g z  задані слі-

дами на 1 23 3N    відповідних системах взаємно перпендикулярних площин в області  
3

0,1G 

, тоді  при 1 2   

    3, 3,M, , , ,r r
NR H M H M M     3 3

1max ,min 1,r rK


. 

3. Оптимальна за порядком точності кубатурна формула. Будемо розглядати клас функцій 

 3,1 ,H M M , визначених в області  
3

0,1G   і таких, що 

   1,0,0 0,1,0
( , , ) , ( , , ) ,f x y z M f x y z M   

 0,0,1
( , , ) ,f x y z M  

 1,1,1
( , , ) , ( , , )f x y z M f x y z M  . 

Інтеграл від швидкоосцилюючої функції трьох змінних загального виду визначається формулою 

(1) для  3,1( , , ), ( , , ) ,f x y z g x y z H M M . Нехай  

 1/2 1/2 1/2 1/21 , , 1 , ,k k k j j jX x x Y y y   
      1/2 1/21 ,s s sZ z z  , 

1 2

1, 1 ,1, 1 ,
1 ( ) 1 ( )

0, 1 , 0, 1 ,

jk
k j

k j

y Yx X
h x h y

x X y Y

 
  

  
3

1, 1 ,
1 ( )

0, 1 ,

s
s

s

z Z
h z

z Z


 


 

1 1 / 2,kx k    1 1 / 2,jy j     1 1 / 2,sz s        1, , 1,k j s  , 1 11/  , 

1/2 1/2 1/2 1/22 , , 2 , ,p p p q q qX x x Y y y   
         1/2 1/22 ,r r rZ z z  . 

1 2

1, 2 , 1, 2 ,
2 ( ) 2 ( )

0, 2 , 0, 2 ,

p q

p q
p q

x X y Y
h x h y

x X y Y

   
  

   
3

1, 2 ,
2 ( )

0, 2 ,

r
r

r

z Z
h z

z Z


 


 

2 2 / 2,px p    2 2 / 2,qy q   2 2 / 2,rz r      21,p,q,r  , 2 21/  . 

Розглянемо оператор 

     1 2 3( , , ) , , , , , ,Jf x y z J f x y z J f x y z J f x y z     

     1 2 2 3 1 3, , , , , ,J J f x y z J J f x y z J J f x y z     1 2 3 , ,J J J f x y z , 

де 

1

1 1

1

( , , ) ( , , ) 1 ( )k k

k

J f x y z f x y z h x


 , 
1

2 2

1

( , , ) ( , , ) 1 ( )j j

j

J f x y z f x y z h y


 , 

1

3 3

1

( , , ) ( , , ) 1 ( )s s

s

J f x y z f x y z h z


 , 

а також оператор  

     1 2 3( , , ) , , , , , ,Og x y z O g x y z O g x y z O g x y z     
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     1 2 2 3 1 3, , , , , ,O O g x y z O O g x y z O O g x y z     1 2 3 , ,O O O g x y z , 

де 

2

1 1

1

( , , ) ( , , ) 2 ( )p p

p

O g x y z g x y z h x


 , 
2

2 2

1

( , , ) ( , , ) 2 ( )q q

q

O g x y z g x y z h y


 , 

2

3 3

1

( , , ) ( , , ) 2 ( )r r

r

O g x y z f x y z h z


 . 

Для обчислення інтегралу (1) пропонується кубатурна формула 

1 1 1
3

0 0 0

( ) ( , , )sin (x, y,z)Jf x y z Og dxdydz      . 

Теорема 2. Нехай  3,( , , ), ( , , ) , ,rf x y z g x y z Н M M та ( , , ), ( , , )f x y z g x y z  задані 1 23 3N    

слідами ( , , )kf x y z , ( , , ),jf x y z  ( , , )sf x y z , 11,k, j,s   and ( , , )pg x y z , ( , , )qg x y z , ( , , )rg x y z ,

21,p,q,r    системах взаємно перпендикулярних прямих в області 3[0,1]G  . Тоді кубатурна фор-

мула 3 ( )   – оптимальна за порядком точності та справедлива наступна оцінка:  

 3 3

3 3
1 2

1 1
( ), ( ) min 2; .

64 64

M M
I M

 
        

 

 

Доведення. Інтеграл 
3( )I   може бути записаний у вигляді  

1 1 1
3

0 0 0

( ) ( , , )sin (x, y,z)I f x y z g dxdydz    
1 1 1

0 0 0

( , , )sin (x, y,z)Jf x y z Og dxdydz      

 
1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , ) sin (x, y,z)f x y z Jf x y z Og dxdydz     

 
1 1 1

0 0 0

( , , ) sin (x, y,z) sin (x, y,z)f x y z g Og dxdydz      , 

тоді 

 3 3( ), ( )I    

1 1 1

0 0 0

( , , )sin (x, y,z)f x y z g dxdydz   
1 1 1

0 0 0

( , , )sin (x, y,z)Jf x y z Og dxdydz     

1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )f x y z Jf x y z dxdydz    
1 1 1

0 0 0

( , , ) sin (x, y,z) sin (x, y,z)f x y z g Og dxdydz       

1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )f x y z Jf x y z dxdydz      

1 1 1

0 0 0

g(x, y,z) g(x, y,z) g(x, y,z) g(x, y,z)
2 ( , , ) sin cos

2 2

O O
f x y z dxdydz

    
     
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   

1 1 1

2 2 21 1 1

1 1 1

2 2 2

1,1,1

1 1 1

, ,

k j s

k j s
k j s

x y z
yx z

k j s x y z x y z

f d d d dxdydz

  

  

  

               

1 1 1

2 2 22 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

( ( , , ) ( , , ))
2 sin

2

p q r

p q r

x y z

p q r x y z

g x y z Og x y z
M dxdydz

  

  

  

 
      

1 1 1

2 2 21 1 1

1 1 1

2 2 2

1 1 1

k j s

k j s

x y z

k j s

k j s x y z

M x x dx y y dy z z dz

  

  

  

         

1 1 1

2 2 22 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

( , , ) ( , , )
2 min 1;

2

p q r

p q r

x y z

p q r x y z

g x y z Og x y z
M dxdydz

  

  

  

  
  

 
     

1 1 1

2 2 21 1 1

1 1 1

2 2 2

1 1 1

k j s

k j s

x y z

k j j

k j s x y z

M x x dx y y dy z z dz

  

  

  

         

1 1 1

2 2 22 2 2

1 1 1

2 2 2

(1,1,1)

1 1 1

2 min 1; ( , , )
2

p q r

p s r
p q r

x y z
yx z

p q r x y z x y z

M g d d d dxdyd

  

  

  

 
         

  
 

        

1 1 1

2 2 22 2 2

1 1 1

2 2 2

2 2 2
3 1 1 1

1

1 1 1

2 min ,
4 4 4

p q r

p q r

x y z

p q r x y z

M M dxdydz

  

  

  


  

  




   

1 1 1

2 2 22 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 12

p q r

p q r

x y z

p q r

p q r x y z

M
x x y y z z dxdydz

  

  

  




   




     

2 2 2
3 3 3 3 2 2 2

1 2 2 22 min ,
64 2 4 4 4

M M
M

   
      

 

3 3
1 2min 2;

64 64

M M
M

 
     

 
 

 

3 3
1 2

1 1
min 2;

64 64

M M
M

 
    

 

. 

За теоремою 1,  при 1 2   та 1r   маємо наступну оцінку наближення на класі 

    3,1 3,1M, , , ,NR H M H M M     3 3
1max ,min 1,K


. 
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Оскільки правильно  

    3 3
3 3 1

3 3

1 1
( ), ( ) min 2; max ,min 1,

64 64

M M
I M С

 
        

 
, 

С  – константа, то кубатурна формула 
3( )Ф   для наближеного обчислення інтегралу 

3( )I   – опти-

мальна за порядком точності, що доводить теорему. 

4. Чисельний експеримент. В таблиці наведено результати тестування кубатурної формули 
3 ( )   для наближеного обчислення інтегралу 

3( )I  . Інформація про функції задається їх значен-

нями на площинах. В таблиці результати наведено для ( , , ) sin( )f x y z x y z   , 

( , , ) cos( )g x y z x y z   , при 1 2   та для 2 , 5 , 10      . В кожному випадку в таблиці 

наведено похибку    3 3 ,I      отриману в результаті обчислень та її оцінку  

3 3

1 1
min 2; .

64 64

M M
E M

 
    

 
 

Для функцій ( , , ) sin( )f x y z x y z   , ( , , ) cos( )g x y z x y z    маємо 
3 3

1
min 2; .

64 64
E

 
   

 
 

Представлені обчислення проведено в Wolfram Mathematica 10. Чисельний експеримент підтве-

рджують теоретичні результати. 

ТАБЛИЦЯ. Обчислення  3I   за кубатурною формулою 
3 ( )   

    3     E  

5 2  –0,005659773384241312 61,00 10  
49,10 10  

10 2  –0,005657576013215849 61,70 10  
41,13 10  

5 5  0,002969393727490588 52,59 10  
32,08 10  

10 5  0,002951850395219029 51,16 10  
42,61 10  

15 5  0.002947434378359690 63,58 10  
57,73 10  

20 5  0,002932224529620142 51,58 10  
53,26 10  

25 5  0,002945672856298047 65,13 10  
51,67 10  

5 10  0,000356265110351913 47,39 10  34,05 10  

10 10  –0,000261065518418426 63,62 10  45,06 10  

15 10  –0,000261837407624295 72,41 10  
41,05 10  

20 10  –0,000260805717278864 61,39 10  56,33 10  

25 10  –0,00026136986950217 78,36 10  
53,24 10  

20 20  0,00050210512582646 45,83 10  
41,24 10  

25 20  –0.00008515953820463 51,30 10  
56,38 10  
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Висновки. В роботі представлено кубатурну формулу наближеного обчислення потрійного ін-

тегралу від швидко осцилюючої функції загального виду. Особливість запропонованої формули це 

використання як дані значення функцій на системах взаємно перпендикулярних площин. Доведено, 

що на класі диференційовних функцій кубатурна формула наближеного обчислення потрійного ін-

тегралу від швидко осцилюючої функції загального виду – оптимальна за порядком точності. Про-

ведений чисельний експеримент підтвердив теоретичні твердження.  
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УДК 519.644 

О.П. Нечуйвітер *, С.С. Іванов * 

Оптимальна за порядком точності кубатурна формула наближеного обчислення пот-

рійних інтегралів від швидко осцилюючих функцій загального виду 

Українсько-інженерно-педагогічна академія, Харків 
* Листування: olesia.nechuiviter@gmail.com 

Вступ. Швидкий розвиток цифрових технологій спонукає науковців створювати нові або вдоскона-

лювати існуючі математичні моделі технічних процесів. На часі є розробка математичних моделей з різ-

ними типами використання даних. В задачах цифрової обробки сигналів та зображень наближене обчис-

лення інтегралів від швидко осцилюючих функцій з використанням нових інформаційних операторів до-

зволяє будувати кубатурні формули з використанням різних типів задання інформації, тобто як дані мо-

жуть бути значення функції на площинах, на лініях та в точках.  

Мета роботи. Представити та дослідити оптимальну за порядком точності кубатурну формулу на-

ближеного обчислення потрійного інтегралу від швидко осцилюючих функцій загального виду на класі 

диференційовних функцій. Інформація про функції має задаватися слідами на системах взаємно перпен-

дикулярних площин.  

Результати. Продовжено дослідження задач цифрової обробки сигналів та зображень на прикладі 

чисельного інтегрування потрійних інтегралів від швидко осцилюючих функцій загального виду.  

Побудована кубатурна формула, яка як вхідна інформація використовує значення функцій на систе-

мах взаємно перпендикулярних площин. 

Основна увага приділена отриманню оцінок похибок. Доведено, що запропонована кубатурна фор-

мула наближеного обчислення потрійного інтегралу від швидко осцилюючих функцій загального виду є 

оптимальною за порядком точності на класі диференційовних функцій. Проведений чисельний експери-

мент підтвердив теоретичні результати.  

Висновки. Отримані результати дозволяють будувати нові та удосконалювати існуючі математичні 

моделі процесів при різних типах вхідної інформації. Потужним інструментом при розробці таких моде-

лей є нові інформаційні оператори. Зокрема, створені кубатурні формули наближеного обчислення інте-

гралів від швидко осцилюючих функцій багатьох змінних. Формули в своїй побудові використовують 

сліди функції на площинах, лініях, точках. В даній роботі побудована та досліджена на класі диференці-

йовних функцій оптимальна за порядком точності кубатурна формула наближеного обчислення потрій-

ного інтегралу від швидко осцилюючої функції загального виду. Особливість запропонованої формули – 

використання як дані значень функцій на системах взаємно перпендикулярних площин. 

Ключові слова: інтеграли від швидко осцилюючих функцій багатьох змінних, кубатурні формули, 

нові інформаційні оператори, цифрова обробка сигналів та зображень. 
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Introduction. The rapid development of digital technologies encourages scientists to create new or improve 

existing mathematical models of technical processes. It is time to develop mathematical models with different 

types of data. In the tasks of digital signal and image processing, the approximate calculation of integrals from 
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rapidly oscillating functions using new information operators makes it possible to build cubature formulas using 

different types of information: the values of functions on planes, lines and points can be used as data. 

The purpose is to present and investigate the optimal cubature formula for the approximate calculation of 

the triple integral from rapidly oscillating functions in the general form on the class of differential functions. 

Information about functions are traces on systems of mutually perpendicular planes. 

Results. The study of the problems of digital signal and image processing continued using the example of 

numerical integration of triple integrals from rapidly oscillating functions in the general form. 

The values of functions on systems of mutually perpendicular planes are using for constructed cubature 

formula. 

The main attention in the research focuses on obtaining the estimations of errors. Proposed cubature formula 

for the approximate calculation of the triple integral from rapidly oscillating functions in general view is optimal 

in order of accuracy on the class of differential functions. The conducted numerical experiment confirmed the 

theoretical results. 

Conclusions. The obtained results make it possible to build new and improve existing mathematical models 

of processes with different types of input information. New information operators are a powerful tool in the 

development of such models. Cubature formulas for the approximate calculation of integrals from rapidly oscil-

lating functions of many variables have been created. Іn the construction of the formulas traces of the function 

on planes, lines, and points are used. Formulas in their construction use function traces on planes, lines, and 

points. In this work, a cubature formula for the approximate calculation of the triple integral from a rapidly 

oscillating function in the general form, which is optimal in order of accuracy, is constructed and investigated on 

the class of differentiable functions. A feature of the proposed formula is the use of values of functions on systems 

of mutually perpendicular planes as data. 

Keywords: integrals of rapidly oscillating functions of many variables, cubature formulas, new information 

operators, digital signal and image processing. 


