
МАТЕМАТИЧНА ТЕОРІЯ КЕРУВАННЯ 

ISSN 2707-4501. Cybernetics and Computer Technologies. 2024, No.2 5 

КІБЕРНЕТИКА 

та КОМП'ЮТЕРНІ 

ТЕХНОЛОГІЇ 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

Робота присвячена аналізу лінійної дискрет-

ної гри зближення з термінальною множи-

ною у вигляді лінійного підпростору, що від-

повідає пійманню втікача переслідувачем. 

Розглядається випадок квадратичних обме-

жень на керування гравців, які вони можуть 

використати на протязі всієї гри. Дослі-

дження проводиться в рамках першого пря-

мого методу Л.С. Понтрягіна. В основу роз-

робки покладений принцип розтягування ча-

су, запропонований його дискретний варіант. 

Вводиться аналог неперервної функції розтя-

гування часу, а саме так звана ціло-чисельна 

функція розтягування часу. Ця функція вико-

ристовується при формулюванні достатніх 

умов завершення гри за скінченний час.  
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ЛIНІЙНА ДИСКРЕТНА ГРА З КВАДРАТИЧНИМИ 

ОБМЕЖЕННЯМИ НА КЕРУВАННЯ 

Вступ. В теорії диференціальних ігор (конфліктно-

керованих процесів), як правило, розглядають випа-

док геометричних обмежень на керування гравців. Це 

стосується прямих методів Л.С. Понтрягіна [1], пра-

вила екстремального прицілювання М.М. Красовсько-

го [2], методу розв’язуючих функцій [3] та інших іде-

ологій. Перший прямий метод Л.С. Понтрягіна у ви-

падку інтегральних обмежень на керування був роз-

винутий в роботах М.С. Нікольского [4]. Пізніше в 

рамках зазначеного методу в роботах [5, 6] для вирі-

шення задачі зближення у випадку геометричних об-

межень був використаний прийом Д. Зонневенда, 

пов’язаний з розтягуванням часу [7, 8]. В роботі [9] 

метод розв’язуючих функцій був перенесений на ви-

падок інтегральних обмежень на керування. Правило 

екстремального прицілювання М.М. Красовського 

знайшло своє втілення у випадку інтегральних обме-

жень у роботі [10]. 

Слід зазначити, що випадок інтегральних обмежень 

вимагає застосування відповідної математичної техні-

ки і не є тривіальним. Все це стоcується неперервного 

часу у грі. Якщо ж у грі час є дискретним, то біль-

шість математичних проблем (існування розв’язку 

системи диференціальних рівнянь, неперервна залеж-

ність керування від фазового вектора) відпадає. Проте 

у випадку дискретного часу в ігрових конструкціях є 

свої особливості, які потребують корекції вихідних 

даних для ефективної реалізації методик та досягнен-

ня відповідних цілей у грі. 

В даній роботі на основі першого прямого методу 

Л.С. Понтрягіна розглядається лінійна дискретна гра з 

квадратичними обмеженнями на керування. При цьо-

му використовується принцип розтягування часу [8], а 

саме його дискретний варіант. Вводиться аналог не-

перервної функції розтягування часу –  ціло-чисельна 

функція розтягування часу. Її використання дало мо-

жливість отримати достатні умови виведення переслі-

дувачем траєкторії дискретного конфліктно-

керованого процесу при довільному допустимому ке-

руванні втікача на задану термінальну множину. Ця 

множина вважається лінійним підпростором, що від-

повідає пійманню переслідувачем втікача.  
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Раніше в роботі [11] ціло-чисельна функція розтягування часу застосовувалась для розв’язання 

задачі зближення у лінійних диференціальних іграх з імпульсними керуваннями. 

 

Використання функції розтягування часу в задачі з квадратичними обмеженнями на  

керування. Нехай динаміка гри описується наступною системою рівнянь: 

       1x k Ax k Bu k Cv k    ,    00x x .                                          (1) 

 x k  це стан гри,  u k  та  v k  – вектори керувань супротивників (переслідувача та втікача) на  

k -му кроці,   nx k R ,   pu k R ,   qv k R , 0,1,2,...k  , матриці A , B  і C  мають відповідно  

розмір n n , p n  та q n .  

При цьому вектори керувань повинні задовольняти наступним обмеженням: 

 
2 2

0k

u k




  ,                                                                    (2) 

 
2 2

0k

v k




  .                                                                    (3) 

Крім того, задана термінальна множина M , яка є лінійним підпростором в nR .  

Нехай 0x M . Будемо вважати, що гру можна завершити за k кроків, починаючи з стану 0x , 

якщо існують керування  0u ,  1u ,…,  1u k  , такі що  x k M .  

Позначимо  оператор ортогонального проектування з nR  на ортогональне доповнення до M  

в .nR  Тоді завершення гри означає, що   0x k  .  

Неважко перевірити, що  

     
1 1

1 1
0

0 0

k k
k k i k i

i i

x k A x A Bu i A Cv i
 

   

 

    . 

Означення. Функцію  I k . 0,1,2,...k  , що приймає цілі значення і таку, що  0 0I  , 

 I k k ,    1 2I k I k  при 1 2k k , назвемо ціло-чисельною функцією розтягування часу. 

Умова 1.  i kA C A BF i   , де i – ціле число,    1 1I k i I k    , а  F i  це лінійний опера-

тор, що діє з qR  в pR  і має обмежену норму  F i  при всіх 0,1,2,...i  . 

Розглянемо функцію 

 
 

   
 

2 2

0

2

0

( ) sup
I k

i

I k

i
v i

f k F i v i










 . 

Функція ( )f k  приймає скінченні значення при всіх 0,1,2,...k  . 

Нехай на перших 0k  кроках,  переслідувач використовує керування  

     0 0 0
00 , 1 ,...., 1u u u k  , 

при цьому  
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 
0 1 2

0 2

0

k

i

u i




  .                                                                  (4) 

Нехай  1 0 1I k k k  . Залишок ресурсу переслідувача позначимо через 

 
0 1 2

2 0

0

k

i

u i






     .                                                              (5) 

Умова 2.  f k    для  всіх 10,1,2,...,k k . 

 

Розглянемо множину 

       
2

0 0

:
k k

i

i i

W k A B i i f k

 

  
      
  
  . 

Множина  W k  – опуклий компакт. 

Умова 3. При деякому цілому числі 1k  виконується включення 

       
0

1 1

1
1 0

0 1

0

k
I k I k i

i

A x A Bu i W k


 



   . 

Теорема. Нехай виконані умови 1–3. Тоді, починаючи із стану 0x , гра (1)–(3) може бути заве-

ршена переслідувачем за  1 1I k   кроків.  

Доведення. З умови 3  випливає, що існують p -вимірні  вектори  

 0 ,  1 ….,  1k
 , 

такі що 

     
0

1 1

1
1 0

0

0

k
I k I k i

i

A x A Bu i


 



    
0

0

k
i

i

A B i



   ,    
1 2

1

0

k

i

i f k 



    .                  (6) 

Нехай задано деяке допустиме керування втікача  v i ,  10,1,2,....,i I k , тобто таке, що задо-

вольняє обмеженню (3). Керування переслідувача  u i ,  10,1,2,....,i I k , будемо будувати насту-

пним чином. 

   0u i u i , 00,1,2,...., 1i k  , 

        0 1 10u k F I k v k  , 

            0 1 1 11 1 1 1 ...u k i F I k i v I k I k i                                           (7) 

       1 1 1F I k i v I k I k i    +  k i  , 

11,2,...., .i k  

Використовуючи формули (4)–(7), покажемо, що наведене керування переслідувача  u i . 

 10,1,...,i I k , задовольняє обмеженню (2). Маємо: 



Г.Ц. ЧИКРІЙ 

8 ISSN 2707-4501. Кібернетика та комп'ютерні технології. 2024, № 2 

   

    
 

 
1 1 10 0 1

0

1 12 2 222 20 0 2
1

0 0 0 0 0

I k I k I kk k k

i i i i

i i i k i i i

u u u u F i v I k i i
 



     

              . 

Тепер перевіримо справедливість твердження теореми. Стан гри у момент часу  1 1I k   має 

вигляд: 

        
 

   
 1 1

1 1 11
1 0

0 0

1

I k I k
I k I k i I k i

i i

x I k A x A Bu i A Cv i
  

 

       

             
 10 1

1 1 11

1
1 0

0

0 0 0

0

I kk k
I k I k i I k ik i

i i i

A x A Bu i A Bu k i A Bv i


  

  

       . 

Із урахуванням способу керування переслідувача (7) має місце формула: 

          
1 1

1 1 1
0 1 1

0 0

0
k i k i

k i k k i

i i

A Bu k i A BF I k v A B k A B i
 

  

 

         

       
1

1
1 1 1

0

1 1 1 1 ...
k

k i

i

A B F I k i v I k I k i




          

       1 1 1F I k i v I k I k i    . 

Підставивши цей вираз у попередню формулу, отримаємо 

            
0 1

1 1

1
1 0 0

1

0 0

1 0
k k

I k I k i i

i i

x I k A x A Bu i A B i


 

 

 
         

 
 

 

         1
1 0 0

I kk
A BF I k v A Cv             

1

1 1
1 1 1

1

1 1 1
k

k

i

A BF I k i v I k I k i




          

      1 1 1
1 1 1 1 ...

I k i
A Cv I k I k i

  
        

               11
1 1 1 1 1

I k ik i
A BF I k i v I k I k i A Cv I k I k i


         . 

З умови 1 випливає, що  1 1 0xI k   . 

Бачимо, що при побудові свого керування на кожному кроці 0k i , 11 i k  , переслідувач  

використовує інформацію про керування втікача у моменти часу    1 11 1,...,I k i I k i    . 

Зауважимо, що у випадку  I k k  умова 1 має наступний вигляд: існує лінійний опера-

тор  F k  з qR  в pR , такий, що  k kA C A BF k   . 

Висновки. Для лінійної дискретної гри зближення вводиться поняття ціло-чисельної функції 

розтягування часу. За допомогою цієї функції отримані достатні умови на параметри гри, що за-

безпечують переслідувачу можливість виведення траєкторії об’єкту на термінальну множину за 

скінченний час. Описаний спеціальний спосіб поточного керування переслідувача, що реалізує та-

ку можливість. А саме, у кожний момент часу керування переслідувача будується з огляду на керу-

вання втікача на певному дискретному проміжку часу у минулому, що з часом змінюється. 
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Вступ. При дослідженні задач зближення рухомих об’єктів, як правило, використовуються непе-

рервні моделі руху з інтегральними обмеженнями на керування. Однак для практичних застосувань пі-

дходять лише дискретні моделі руху з квадратичними або ресурсними обмеженнями. 

Мета роботи – розробити дискретний аналог принципу розтягування часу для розв’язання задачі 

гарантованого зближення траєкторії дискретної конфліктно-керованої системи з термінальною множи-

ною у вигляді лінійного підпростору.  

Результати. Вводиться ціло-чисельна функція розтягування часу. Її використання у рамках дис-

кретного аналогу першого прямого методу Л.С. Понтрягіна дає можливість отримати достатні умови 

виведення переслідувачем траєкторії дискретного конфліктно-керованого процесу на задану терміналь-

ну множину. Описаний спосіб побудови поточного керування переслідувача, що виводить траєкторію 

об’єкта на термінальну множину за довільної протидії втікача. У дискретному випадку він істотно від-

різняється від способу побудови керування у неперервному випадку, коли поточне керування переслі-

дувача будується з огляду на керування втікача у певний момент часу у минулому, а саме, переслідувач 

у кожний момент часу обирає своє поточне керування на основі керувань супротивника на певному 

дискретному проміжку часу у минулому. При цьому виконуються квадратичні обмеження на  

керування.  

Висновки. Отримані умови зближення траєкторії конфліктно-керованого дискретного процесу з 

термінальною множиною при  квадратичних обмеженнях на керування. Ця множина є лінійним підпро-
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стором, що відповідає пійманню переслідувачем втікача. Описаний спосіб керування переслідувача на 

основі керувань втікача у минулому, що реалізує таке зближення. 

Ключові слова: лінійна дискретна гра зближення, квадратичні обмеження, переслідувач, втікач, 

ціло-чисельна функція розтягування часу, допустиме керування. 
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Introduction. In studies concerning the problems of approaching moving objects, the authors, as a rule, 

use continuous dynamic models under integral constrains on controls. However, only discrete models under 

quadratic or resource constraints are suitable for practical applications. 

The purpose of the paper is to develop a discrete analog of the method of time dilation for solving the 

problem of guaranteed approaching a terminal set by a discrete conflict-controlled system trajectory.  

Results. We introduce the concept of integer function of time dilation. Its using, in the frames of the dis-

crete analog of the Pontryagin First Direct method, makes it possible to deduce sufficient conditions for bring-

ing the trajectory of the discrete conflict-controlled process to the terminal set. We outline the way of construct-

ing current pursuer’s control, which brings the object trajectory to the terminal set under arbitrary admissible 

counteraction of the evader. It differs from the pursuer control choice in the continuous case, when the pursuer 

chooses his current control in view of the evader’s control at a certain moment of time in the past. In the dis-

crete case, the pursuer constructs his control on the basis of information about the evader’s controls on a whole 

discrete interval of time in the past. We prove that such control satisfies original quadratic constraints. 

Conclusions. We derive conditions for approaching the trajectory of conflict-controlled discrete process a 

terminal set. In so doing, quadratic constraints on controls are fulfilled. The terminal set is supposed to be a 

subset that corresponds to the catching the evader by the pursuer.  

Keywords: linear discrete game of approach, quadratic constraints, pursuer, evader, integer function of 

time dilation, admissible control. 
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