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Робота присвячена розробці основ електромагнітної теорії дофрактальних дифракційних ґраток (ДФДҐ). Значну увагу 

приділено системному аналізу процесу творення двох класів самоподібних фракталів зі змінною розмірністю Хаусдорфа, які є 
основою математичного впорядкування ДФДҐ. Наведено кілька математичних моделей процесу взаємодії плоскої Е-поляризованої 

електромагнітної хвилі з системою циліндричних стрічок, що утворюють ґратку. Детально розглядається асимптотична модель 

слабонаповнених ДФДҐ, що є ефективною при дослідженні їх фрактальних властивостей. Іл. 7. Бібліогр.: 11 назв. 
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Системи абсолютно тонких та ідеально 

провідних циліндричних стрічок, що називаються 

дифракційними ґратками (ДҐ) чи решітками, є 

найпростішими фізичними моделями для вивчен-

ня взаємодії провідних об’єктів з плоскими елект-

ромагнітними хвилями. Теорія ДҐ стрічкового 

типу та різних модифікацій свого часу була ґрун-

товно розроблена школою харківських радіофізи-

ків і знайшла широке застосування, про що свід-

чить значна кількість публікацій у різних видан-

нях включно з монографіями [1–5]. У розробці 

теорії ДҐ принципове місце займає математична 

впорядкованість стрічок чи інших елементів ґрат-

ки. Як правило, розглядались періодичні ДҐ, що 

визначаються двома параметрами:  період сис-

теми та a ширина стрічки ( a ). Була також 

побудована строга теорія ДҐ зі скінченої кількості 

стрічок різної ширини, але вона виявилась досить 

громіздкою за кількістю параметрів і не знайшла 

заслуженого застосування.  

З появою теорії фракталів почалось до-

слідження так званих «фрактальних» ДҐ, але тер-

мін «фрактал» до цього часу не має чіткого озна-

чення і тлумачиться досить вільно. З різноманіття 

«фрактальних» об’єктів різного роду можна виді-

лити досить широкий їх клас, для якого можна 

дати чітке математичне означення як множини, 

розмірність Ф. Хаусдорфа якої є строго більшою 

за її топологічну розмірність [6]. Найпростішим і 

найпоширенішим представником цього класу є 

досконала множина, вперше запропонована за-

сновником сучасної теорії множин Г. Кантором. 

Канторова досконала множина (КДМ) детально 

розглядається у кількох сучасних розділах вищої 

математики і є основою побудови ряду класичних 

самоподібних фракталів (СПФ): кривої та «сні-

жинки» Хельге фон Коха, «килима» чи «сервет-

ки» польського математика Серпінського тощо. 

СПФ взагалі та КДМ, зокрема, є математично впо-

рядкованими і використовують для своєї побудо-

ви простий початковий об’єкт (утворювач) та 

ітераційний принцип творення. Наприклад, КДМ 

має як утворювач два однакових сегменти, рівно-

великих відкинутому інтервалу з початкового 

сегмента (ініціатора), і використовує наступний 

принцип побудови. Утворювач зменшується у три 

рази та заміщує кожний з двох сегментів. В ре-

зультаті виникає 4 сегменти, розміщених у пев-

ному порядку, що утворюють другу стадію побу-

дови КДМ. Далі знову у три рази зменшують 

утворювач та заміщують сегменти другої генера-

ції, і виникає третя стадія побудови КДМ. Коли 

продовжувати такий процес необмежено, то ви-

никне досконала множина з розмірністю Хаус-

дорфа (РХ), що визначається виразом 
3ln

2ln
d . 

КДМ є ідеальним з певної точки зору граничним 

об’єктом, що зветься фракталом, не зручним для 

використання при моделюванні. Але його стадії 

генерації досить часто застосовують на практиці, 

тому доречно вести мову про дофрактальне моде-

лювання. Зокрема, коли взяти як напрямні систе-

ми циліндричних стрічок сегменти певної стадії 

побудови КДМ, то отримаємо дофрактальну 

ДҐ (ДФДҐ). Така ґратка має чітку математичну 

впорядкованість і певні переваги над періодич-

ною ДҐ (ПДҐ). По-перше, фізична модель ПДҐ є 

нескінченно двовимірна, тоді як модель ДФДҐ є 

тільки нескінченно одновимірна. По-друге, ДФДҐ 

має математичну впорядкованість більш високого 

рівня, ніж ПДҐ, і це надає їй більші можливості, 

особливо з огляду різноманітності принципів по-

будови СПФ [7]. Крім того, коли брати дофрактал 

досить високої генерації, то можна очікувати на 

певні його властивості відображати фрактальну 

природу об’єктів дослідження. 

У даній статті пропонуються ДФДҐ у виг-

ляді систем стрічок, що розташовані у відповід-

ності з відрізками, які утворюють певну стадію 

побудови КДМ зі змінною фрактальною розмір-

ністю. При цьому постановка задачі є класично 

строгою в рамках певних припущень [8–10]. Ос-

новною метою є розробка електромагнітної теорії 

ДФДҐ з використанням системного аналізу про-
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цесу творення двох СПФ зі змінною РХ, що ма-

тематично впорядковують ДФДҐ. 

1. Класи СПФ зі змінною РХ. Принцип 

творення КДМ, а також його початковий об’єкт 

побудови можна в певних межах змінювати. При 

цьому будуть виникати нові множини з іншими 

позитивними значеннями фрактальної розмірнос-

ті та нульовою топологічною розмірністю. Коли 

змінити розміри сегментів утворювача класичної 

КДМ, наприклад, взяти сегменти відносного роз-

міру 2 , що розташовані на відносній відста-

ні )(2    один від одного, то в результаті не-

скінченного процесу зменшення утворювача та 

заміщення ним сегментів виникне СПФ з РХ 




ln

2ln
d , де  /1 . Доведення цього виразу 

РХ можна отримати за її означенням з відповід-

ного дослідження міри Хаусдорфа [6]. Очевидно, 

що 0 , тому 2 , а значить, d  зміню-

ється в проміжку (0,1) в залежності від коефіцієн-

та подібності  , що вказує, як треба зменшувати 

утворювач при переході від однієї стадії побудо-

ви СПФ до наступної. При цьому кількість сегмен-

тів певної стадії буде така ж, як і у класичної 

КДМ, тобто n2 , де n – номер стадії творення. 

З ростом цього номера кількість сегментів, що 

утворюють дофрактал (дану стадію творення 

СПФ), досить швидко росте, але завдяки самопо-

дібності побудови є можливість параметризації 

сегментів, необхідної для спрощення математич-

ної моделі процесу взаємодії ДФДҐ з плоскою 

електромагнітною хвилею. 

Друге узагальнення класичної КДМ 

пов’язане зі зміною утворювача, який буде скла-

датись із трьох рівновіддалених сегментів віднос-

ної довжини 2 . Коли відстань між ними позна-

чити  2 , то процес творення СПФ визнача-

тиметься коефіцієнтом подібності 31 


 . 

У результаті нескінченного процесу зменшення 

утворювача та заміщення ним сегментів виникне 

СПФ з РХ, що визначається формулою 



ln

3ln
d . 

Її можна довести подібно до попереднього вира-

зу РХ. Очевидно, що маємо той же самий інтер-

вал зміни для d . При цьому кількість сегментів 

певної стадії буде більшою і визначатиметься 

степенем трійки, тобто n3 , де n номер стадії 

творення. 

Таким чином, маємо два досить широкі 

класи СПФ зі змінною РХ, які визначаються дво-

ма геометричними параметрами та є чітко впоряд-

кованими. Ці два параметри   і   є вхідними 

змінними математичної моделі процесу побудови 

СПФ. Вихідними змінними моделі слід вважати 

набір з n2  (для 1-го класу СПФ) чи n3  (для 2-го) 

функцій, що чітко закріплюють положення сег-

ментів довільної стадії на числовій вісі. Важли-

вість знаходження цих функцій у найбільш прос-

тому вигляді пов’язана з розробкою якісної мате-

матичної моделі процесу розсіювання ДФДҐ пло-

скої електромагнітної хвилі. Тому слід провести 

детальний системний аналіз процесу творення 

СПФ та, зокрема, побудувати структурну схему 

вказаного процесу. 

2. Системний аналіз процесу побудови 

СПФ. Характерною рисою СПФ є простота почат-

кового об’єкта та ітераційний принцип його тво-

рення. Утворювач СПФ можна досить просто 

формалізувати математично, використавши гео-

метричні параметри   і   та параметр ,t  для 

якого 1t . У випадку 1-го класу СПФ це будуть 

функції ,)1()(1 ttx m
m    ;2,1m  для 2-го кла-

су СПФ до них долучається центральна функція 

ttx )(1 . Верхній індекс у функцій позначає, що 

маємо першу стадію побудови СПФ. Поперед-

ньою стадією вважаємо певний прямолінійний 

сегмент, скажімо [–1,1], що зветься ініціатором, 

який розміщуємо в основі деревовидної структур-

ної схеми процесу побудови СПФ 2-го кла-

су (рис. 1). Наступною – другою стадією побудо-

ви 1-го класу СПФ є четвірка сегментів, що фор-

малізується функціями 
 

ttx m
m 22
2 )()1()(    для 4,1m  та  

 

ttx m
m 22
2 )()1()(    для 3,2m . 

 

Тут  /2  ,  /2   з  /1 . У випад-

ку 2-го класу СПФ буде 9 сегментів другої стадії, 

і до наведених вище чотирьох функцій слід ще 5 

долучити: 
 

,)( 2
2 ttx    ,)( 2

2 ttx   ttx 22
2 )(   . 

 

Ці функції слід занумерувати послідовно у по-

рядку розташування сегментів другої стадії по-

будови СПФ: )(2 txm , 9...,,1m . Так саме на основі 

самоподібності визначаються функції, що від-

повідають чи, точніше, закріплюють на числовій 

вісі сегменти наступних стадій. Для довільного 

натурального n, що визначає стадію побудови 

СПФ, маємо впорядковану послідовність функцій 

)(txn
m , де )3(2...,,1 nnm  . Коли цей процес зобра-

зити у вигляді дерева, то на кожному рівні, що від-

повідає певній стадії творення СПФ, маємо розга-

луження у точках )(txn
m  на дві (для СПФ 1-го кла-

су) чи три гілки, які в певному розумінні повто-

рюють все дерево (рис. 1). У цьому і полягає влас-

тивість самоподібності фракталів даного класу. 
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m
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n

m

  
2
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 1,1        t   t2      t3       …  tn  

   t33        …  … 

   t332        …  … 

t22       t32        …      tn 2  

   t332        …  … 

   t332       …      tnm

n

m

 
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  t332       …      tnm

n

m

 
2

 

 

Рис. 1. Структурна схема побудови СПФ 2-го класу 

___________________________________________ 

Для геометричної ілюстрації процесу 

творення СПФ можна використовувати дуги 

різного розміру та форми [8], що опираються на 

кінці сегментів стадій побудови, або зображу-

вати ці сегменти на різних рівнях, як це показа-

но на рис. 2. На ньому зображено початковий 

сегмент та 3 стадії побудови, зокрема, 27 сег-

ментів третьої стадії на рівні .3,0y  Слід за-

значити, що алгоритм та програма розрахунку 

для геометричної ілюстрації створюється на 

основі структурної схеми і разом з нею є елемен-

тами системного аналізу процесу творення СПФ. 

Рис. 2 наглядно показує напрямні трьох ДФДҐ, 

пов’язаних з першими трьома стадіями побудови 

СПФ з РХ 5,0d . 

Та в обох випадках геометричної ілюст-

рації суттєвою вадою є те, що стає неможливим 

зобразити вищі стадії побудови. Особливо це сто-

сується СПФ з невеликими фрактальними розмір-

ностями, де можливо показати тільки 3 чи 2 стадії 

побудови. Але як раз для таких СПФ виникає 

можливість отримати прості асимптотичні вирази 

вихідних змінних електродинамічної моделі роз-

сіювання хвилі ДФДҐ і провести дослідження 

інших характеристик з метою виділити фракталь-

ні властивості. 
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Рис. 2. Процес побудови СПФ з РХ 5,0d  

___________________________________________ 

Тому основною моделлю процесу побу-

дови СПФ зі змінною РХ є структурна схема, на-

ведена на рис. 1, де міститься, зокрема, повна 

інформація про вихідні змінні моделі процесу 

творення. На цій основі можна розглядати різні 

математичні моделі процесу розсіювання ДФДҐ 

плоскої електромагнітної хвилі у вигляді систем 

сингулярних інтегральних рівнянь (СІР) [8, 9]. 

3. Математичні моделі та їх перетво-

рення. Загальна постановка задачі розсіювання 

плоскої електромагнітної хвилі системою ідеаль-

но провідних та нескінченно тонких циліндрич-

них стрічок є класичною [10]. Тут є новим прові-

дний об’єкт, який змінює електромагнітне поле 

внаслідок взаємодії його з плоскою хвилею. Поле 

цієї хвилі відоме, має досить простий вигляд, і 

тому, віднявши його від нового поля, отримаємо 

так зване поле розсіювання: воно і буде предме-

том дослідження. Перехід від тривимірної фізич-

ної моделі до двовимірної математичної ґрунту-

ється на основі теорії диференціальних рівнянь 

математичної фізики. В результаті отримуємо 

двовимірні зовнішні задачу Діріхле (Е-поляриза-

ція) та задачу Неймана (Н-поляризація) для дво-

вимірного рівняння Гельмгольца з відповідною 

умовою випромінювання на нескінченності та 

крайовими умовами на кінцях сегментів [10]. За 

відомим методом інтегральних рівнянь вказані 

двовимірні задачі переводяться до одновимірної 

задачі розв’язання систем інтегральних рів-

нянь (ІР) або інтегрально-диференційних (ІДР). 

Випадок Н-поляризації є більш складним, але 

менш цікавим, бо у процесі творення СПФ розмі-

ри окремого сегмента суттєво зменшуються при 

переході від однієї стадії до наступної. Тому ос-

новну увагу приділимо дослідженню першого 

випадку, коли на систему набігає плоска Е-поля-

ризована хвиля і основною математичною модел-

лю є наступна система сингулярних ІР (СІР): 
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Вхідними змінними параметрами тут є: n номер 

стадії побудови СПФ, 1q перша компонента 

напрямного вектора плоскої хвилі та вихідні 

змінні )(txn
m  геометричної моделі побудови СПФ 

зі змінною РХ. Вихідними змінними цієї моделі є 

функції )(tjm , що визначають щільність поверх-

невих струмів на стрічках. 

Серед методів, що успішно застосову-

ються для визначення вихідних змінних, в пер-

шу чергу треба вказати на прямий чисельний 

метод механічних квадратур (МК) [8, 11]. Але в 

основному тут буде використовуватись чисель-

но-аналітичний метод регуляризації Векуа-

Карлемана (РВК), який пов’язаний з оберненням 

частини інтегрального оператора, що містить 

сингулярність (особливість) у найпростішому 

вигляді [8, 9]. При цьому СІР першого роду пере-

творюються в ІР другого роду, до яких вже за-

стосовуються класичні проекційні методи. Слід 

також зазначити, що метод РВК у найпростіших 

випадках дозволяє отримати розв’язок задачі 

розсіювання в явному вигляді. 

Очевидно, ядра системи (1), що не знахо-

дяться на діагоналі ( m ) є регулярними, а ось у 

діагональних ядер ( m ) виникає логарифмічна 

особливість при t . Виділимо зазначену особ-

ливість у найбільш простому вигляді. Для цього 

застосовуємо відоме розвинення функції Ханкеля 

в ряд і як результат маємо 
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Тут ),( tRmm   вже є регулярним ядром. В резуль-

таті таких перетворень можна отримати систему 
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 Ця система і є базовою як для застосу-

вання прямих чисельних методів, так і для подаль-

шого перетворення за методом РВК. Використо-

вуючи далі формулу обернення Карлемана, до-

сить просто отримати систему ІР другого роду, 

яка має наступний вигляд: 
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Ядра цієї системи, а також праві частини визна-

чаються через ядра і праві частини попередньої 

системи (3) за допомогою формул, подібних до 

формули Карлемана. Наведемо тут вираз для пра-

вої частини 
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Отриманими системами ІР другого роду, 

власне, і закінчується метод регуляризації, далі 

застосовують той чи інший метод розв’язку ІР 

другого роду. Тут для порівняння з попереднім 

методом обирається проекційний метод із засто-

суванням поліномів Чебишева першого роду як 

координатних функцій׃ шукані функції подають-

ся у вигляді розвинення 
 

 .
1

)(
)(

0
2




 


m

m
m

t
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tj 

  

Далі їх підставляють до системи (4), множать на 

21/)( xxT  і інтегрують, враховуючи ортого-

нальність зазначених поліномів на відрізку [–1,1] 

з множником 
21/1 x . У результаті виникає 

нескінченна система лінійних алгебраїчних рів-

нянь (СЛАР) відносно mc , яку розв’язуємо за ме-

тодом відтинань. 

Таким чином, маємо три системи ІР (1), 

(3) та (4), які описують процес розсіювання  

плоскої Е-поляризованої електромагнітної хвилі 

ДФДҐ. 

4. Вузькострічкова ДФДҐ. Під час тво-

рення СПФ параметр n  зменшується не менше 

ніж удвічі для 1-го класу та не менше ніж утричі 

для 2-го класу СПФ при переході від деякої стадії 

до наступної. Тому починаючи з певної стадії 

творення його можна вважати настільки малим, 

наскільки це потрібно, і, таким чином, можна 

розраховувати на ефективність асимптотичної 

моделі вузьких стрічок, вірніше, слабонаповне-

них ДФДҐ. Це пов’язано з тим, що інший пара-

метр n  не має бути малим і можна побудувати 

процес послідовних наближень відносно n . 

У даних припущеннях, застосовуючи асимп-

тотичні вирази для ядер та правих частин систе-

ми (4), приходимо до векторного рівняння наступ-

ного типу: 
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                          (5) 

Тут вектор-функція )(
_

tj  складена з компонент 

)(tjm ; nH  – відома матриця відповідного розміру, 

елементи якої визначаються наступними вираза-
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)]0(cosexp[ 0
nxi  ; 0 кут, під яким набігає плос-

ка хвиля на ґратку. 

Щоб знайти j


, візьмемо інтеграли від 

обох частин рівняння (5), тоді виникне СЛАР, що 

має наступну матричну форму: 
 

,)2ln( nnn qj
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 EH                           (6) 

де nE – одинична матриця. 

У випадку утворювачів для 1-го класу 

СПФ маємо наступну матрицю другого порядку 
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відповідно для 2-го класу СПФ матриця буде тре-

тього порядку 
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при цьому вектор у правій частині складається з 

компонент ]cos[åxp 0i , 1 та ]cos[åxp 0i . Ви-

значники 11 2ln EH   у зроблених припущеннях 

будуть відмінними від нуля. На графіках рис. 3 
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наведено залежності їх абсолютних величин від 

геометричних параметрів   і  . 
 

 
а) 

 

б) 
 

Рис. 3. Графіки залежності 11 2ln EH abs  від геометричних 

параметрів   і : а) – для 1-го класу СПФ; б) – для 2-го 

класу СПФ 

 

Тому для шуканого вектора j


 маємо 

 1
1

11 )2ln( qj


 EH , 

при цьому шукана вектор-функція має наступний 

вигляд: 
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Отже, з математичної точки зору задача 

розсіювання плоскої Е-поляризованої електро-

магнітної хвилі системою стрічок, що відповідає 

утворювачам СПФ, є повністю вирішеною. 

5. Діаграма направленості ДФДҐ. Після 

математичного розв’язання задачi розсіяне елект-

ромагнітне поле навколо розсіювача можна пода-

ти за допомогою функції, що визначається сумою 

інтегральних  перетворень розв’зку )(tj  
 

.)))((()(
4

),( 22)1(
0

1

1

)3(2

1

dtytxxHtj
i

yx

nn

 





  

Далi зручно для координат точки спосте-

реження взяти полярну систему, тобто cosrx  , 

sinry  . Тоді на достатній віддалі від ґратки 

отримаємо асимптотичний вираз 
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що визначає розсіяне електромагнітне поле в даль-

ній зоні. 

Якщо множник 
kr

eikr

, що залежить від від-

стані до розсіювача, відкинути, то залишиться 

вираз, який характеризує розподіл поля в далекій 

зоні в залежності від полярного кута. Позначимо 

його )(A : 
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де капелюшок над літерою позначає інтегральне 

перетворення, тобто 
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У випадку квазістатичної моделі 
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Зокрема при n  2 маємо 
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Графіки залежності | )(A | від полярного 

кута для значень 60/,60/29    та різних 

стадій творення СПФ 1n  (суцільна лінія) та 

2n  (крапки) наведені на рис. 4. 

 

 
 
Рис. 4. Діаграми направленості для різних стадій творення 

СПФ: cos0  0,5 

 

Тут слід вказати на те, що поперечний 

розмір ДФДҐ становить половину довжини хвилі, 

а на рис. 5 він співпадає з нею. В обох випадках 

форми діаграм направленості для різних 2,1n  
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однакові, хоча є відміна в розмірах, та це не зава-

дить говорити про фрактальність даної характе-

ристики ґратки.  

 

 
 

Рис. 5. Діаграми направленості для різних стадій творення 

СПФ: cos0  0,1 

 

Коли далі зменшувати довжину хвилі, то 

випадок 1n  вже виходить за межі дії даної  

асимптотичної моделі, але випадок 2n  ще дає 

впевнені результати.  

На рис. 6 наведено діаграму направленос-

ті для значень .,29    Тут маємо коефі-

цієнт подібності ,301 


  тому напрямні 

ДФДҐ відповідають другій стадії побудови СПФ з 

РХ .
30ln

3ln
d  

 

 
 

Рис. 6. Діаграма направленості для другої стадії творення 

СПФ: cos0  0,5 

 

Діаграма направленості на цьому рисун-

ку має досить багато вузьких пелюстків, але вони 

формують два широких пелюстки, що мають на-

прямок падіння плоскої хвилі. При цьому ДФДҐ 

складається з двох підґраток, поперечний розмір 

яких дорівнює довжині хвилі. 

На рис. 7 наведено діаграму направлено-

сті цієї ж ДФДҐ (відповідає другій стадії побу-

дови СПФ з РХ 
30ln

3ln
d ), але з параметрами 

2/,2/29   , тобто тут поперечний роз-

мір підґраток становить половину довжини хвилі. 

Тут теж маємо досить багато вузьких пелюстків, 

але вони формують вже один широкий пелюсток. 

 

 
 

Рис. 7. Діаграми направленості для другої стадії творення 

СПФ: cos0  0,1 

 

Висновки. На основі строгої електро-

магнітної теорії проведено дослідження дифрак-

ційних ґраток, що мають вигляд систем цилінд-

ричних стрічок, напрямні яких утворюють n-ну 

стадію побудови СПФ зі змінною РХ. Досліджен-

ня також ґрунтується на системному аналізі про-

цесу побудови двох класів СПФ. Наведено кілька 

математичних моделей процесу взаємодії плоскої 

Е-поляризованої електромагнітної хвилі з систе-

мою циліндричних стрічок, що утворюють ґрат-

ку. Детально аналізується асимптотична модель 

слабо наповнених ДФДҐ, що є ефективною при 

дослідженні фрактальних властивостей ДФДҐ. 
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G. I. Koshovy 

 

SYSTEMS APPROACH TO INVESTIGATION  

OF PREFRACTAL DIFFRACTIONAL GRATINGS 

 
The article deals with electro magnetic theory of prefractal 

diffractional gratings (PFDG). Much attention is given to systems 
analysis of two classes of self similar fractals with variable 

Hausdorf’s dimension, which is the base of PFDG’s order. Same 

mathematical models of electromagnetic waves scattering by 
PFDG are presented. An asymptotical model of weekly filled 

PFDG is considered in details. The model is effective to examine 

of fractal properties. 

Key words: self similar fractals, diffractional gratings, 
numeric analytical methods, modeling. 

 

Г. И. Кошевой 

 

CИСТЕМНЫЙ ПОДХОД К ИССЛЕДОВАНИЮ  

ДОФРАКТАЛЬНЫХ ДИФРАКЦИОННЫХ  

РЕШЕТОК 

 
Работа посвящена разработке основ электромагнит-

ной теории дофрактальных дифракционных решеток (ДФДР). 
Значительное внимание уделено системному анализу процес-

са построения двух классов самоподобных фракталов с пере-

менной размерностью Хаусдорфа, которая является основой 

математического упорядочения ДФДР. Приведено несколько 

математических моделей процесса взаимодействия плоской  
Е-поляризованной электромагнитной волны с системой ци-

линдрических лент, образующих решетку. Детально рассмот-

рена асимптотическая модель слабо наполненных ДФДР, 
которая эффективна при исследовании их фрактальных 

свойств. 

Ключевые слова: самоподобные фракталы, ди-
фракционные решетки, численно-аналитические методы, 

моделирование. 
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