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Iryna Kharytonova. The role of practical visualization in teaching higher geometry. 
The article presents the priority aspects of visual geometry teaching in the system of 

higher education. The role of a teacher in studying motivation is determined. 
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О МНОГООБРАЗИИ МОДУЛЕЙ )13,0;2(3P
M  СТАБИЛЬНЫХ 2-

РАССЛОЕНИЙ С КЛАССАМИ ЧЕРНА 01 c  И 132 c  НА 3P  
 

В данной статье мы доказываем существование единственной компоненты 
Эйна в многообразии модулей )13,0;2(3P

M , вычисляем ее размерность и 
устанавливаем соответствие этой компоненты спектру стабильных расслоений.  

Ключевые слова: стабильное расслоение, классы Черна, многообразие модулей. 
 

Введение. В 1979 году выдающийся американский математик, классик 
мировой алгебраической геометрии Робин Хартсхорн опубликовал в [6] 
перечень проблем, касающихся векторных расслоений на комплексных 
проективных пространствах. Идея опубликования такого перечня возникла у 
автора во время конференции по алгебраическим векторным расслоениям, 
проводившейся в Оксфорде в мае 1978 года и организованной филдсовским 
лауреатом Майклом Атьей. 

Проблема 7 из хартсхорновского перечня – изучение многообразий модулей 
),;2( nmM  стабильных векторных расслоений ранга 2 (называемых иногда для 

краткости «2-расслоениями») с первым классом Черна с1=m и вторым классом 
Черна с2=n на комплексном проективном пространстве. Вопросы, касающиеся 
поиска компонент, а также установления всевозможных качественных и 
количественных характеристик данных компонент являются одними из самых 
главных в исследовании многообразий (пространств, схем) модулей ),;2( nmM . 

Настоящая работа посвящена доказательству существования единственной 
компоненты Эйна в многообразии (пространстве) модулей )13,0;2(3P

M , 

вычислению ее размерности и установлению соответствия этой компоненты 
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конкретному спектру стабильных расслоений (по поводу основных определений и 
известных в этом направлении результатов см., например, [1]-[3], [7],[8]). 

Мы работаем над полем комплексных чисел С. 

Компонента Эйна в многообразии )13,0;2(3P
M  и ее характеристики 

Рассмотрим монаду 0)()()()()()(0 3##333  cObOaOaObOcO
PPPPPP

  (1) 

с когомологическим пучком E2, где c > 0 ab , c > ba   (см. [3, формулы (1)-

(3)]). Положим r=b-a, q=c-2a-r-1. Здесь r, q 0  в силу предыдущих неравенств.  

Тогда с2(E2)=(2a+r+1+q)
2
–(a+r)

2
–a

2
=(2a+r)

2
+(1+q)

2
+2(2a+r)(1+q)-2a

2
-2ar-

r
2
=4a

2
+4ar+r

2
+1+2q+q

2
+ 4a+4aq+2r+2rq-2a

2
-2ar-

r
2
=2a

2
+2ar+4a+4aq+2r+2rq+1+2q+q

2
. 

Поскольку a, r и q – неотрицательные целые числа, а с2(E2) представляет 

собой сумму единицы и произведений этих трех переменных в 

неотрицательных степенях, то с2(E2) является возрастающей функцией от трех 

переменных a, r и q, принимающей натуральные значения. (Фиксируя любые 

две из трех переменных a, r и q, легко проверяем, что с2(E2) - возрастающая 

функция от оставшегося переменного.) Анализируя с2(E2) как функцию от a, r и 

q, мы элементарными вычислениями получаем, что с2(E2)>13 при 2a . При 

этом равенство с2(E2)=13 возможно лишь при а=0, r=6, q=0. Тем самым, b=6 и 

c=7. Таким образом, в пространстве )13,0;2(3P
M  имеется в точности одна 

компонента Эйна. Теперь найдем спектр 2-расслоений E2 из компоненты Эйна и 

вычислим размерность этой компоненты.  
В работе [4] было показано, что для Е2 )13,0;2(3P

M  имеется 33 
реализуемых спектра. Перечислим эти спектры:  
1) Spec E2=(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 );  
2) Spec E2=(-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1);  
3) Spec E2= (-1,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1);  
4) Spec E2= (-2,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,2);  
5) Spec E2= (-1,-1,-1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1);  
6) Spec E2= (-2,-1,-1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,2);  
7) Spec E2=(-3,-2,-1,0,0,0,0,0,0,0,1,2,3);  
8) Spec E2= (-1,-1,-1,-1,0,0,0,0,0,1,1,1,1);  
9) Spec E2= (-2,-1,-1,-1,0,0,0,0,0,1,1,1,2);  
10) Spec E2= (-2,-2,-1,-1,0,0,0,0,0,1,1,2,2);  
11) Spec E2= (-3,-2,-1,-1,0,0,0,0,0,1,1,2,3);  
12) Spec E2= (-4,-3,-2,-1,0,0,0,0,0,1,2,3,4);  
13) Spec E2= (-1,-1,-1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,1,1);  
14) Spec E2= (-2,-1,-1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,1,2);  
15) Spec E2= (-2,-2,-1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,2,2);  
16) Spec E2= (-3,-2,-1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,2,3);  
17) Spec E2= (-3,-2,-2,-1,-1,0,0,0,1,1,2,2,3);  
18) Spec E2= (-4,-3,-2,-1,-1,0,0,0,1,1,2,3,4);  
19) Spec E2= (-5,-4,-3,-2,-1,0,0,0,1,2,3,4,5);  
20) Spec E2=(-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,1,1,1,1,1,1);  
21) Spec E2=(-2,-1,-1,-1,-1,-1,0,1,1,1,1,1,2);  
22) Spec E2=(-2,-2,-1,-1,-1,-1,0,1,1,1,1,2,2);  
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23) Spec E2=(-3,-2,-1,-1,-1,-1,0,1,1,1,1,2,3);  
24) Spec E2=(-2,-2,-2,-1,-1,-1,0,1,1,1,2,2,2);  
25) Spec E2=(-3,-2,-2,-1,-1,-1,0,1,1,1,2,2,3);  
26) Spec E2=(-4,-3,-2,-1,-1,-1,0,1,1,1,2,3,4);  
27) Spec E2=(-3,-3,-2,-2,-1,-1,0,1,1,2,2,3,3);  
28) Spec E2=(-4,-3,-2,-2,-1,-1,0,1,1,2,2,3,4);  
29) Spec E2=(-5,-4,-3,-2,-1,-1,0,1,1,2,3,4,5);  
30) Spec E2=(-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6); 
31) Spec E2=(-4,-3,-2,-2,-1,-1,0,1,1,2,2,3,4);  
32) Spec E2=(-5,-4,-3,-2,-1,-1,0,1,1,2,3,4,5);  
33) Spec E2=(-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6).  
 В нашем случае монада (1) имеет вид: 0)7()6(2)6()7(0 33333 

PPPPP
OOOOO . 

Отсюда, ее дисплей, подкрученный на )1(3 
P

О , имеет вид: 
                                          0                                 0 
                                                                             
0  )8(3P

O                    L(-1)                       E2(-1) 0 
         ||                                                                   
0  )8(3P

O   )5()1(2)7( 333 PPP
OOO            Q(-1) 0, 

                                                                              
                                      )6(3P

O                   =       )6(3P
O  

                                                                              
                                          0                                   0 
где L и Q - некоторые пучки. Отсюда с учетом стабильности E2 легко получаем  

                                                  h
1
E2(-1)=28.                                                             (2) 

Аналогично, для E2(-2) имеем дисплей:  
                                         0                                   0                                                                 
                                                                              
0  )9(3P

O                   L(-2)                         E2(-2) 0 
         ||                                                                    
0  )9(3P

O   )4()2(2)8( 333 PPP
OOO            Q(-2) 0, 

                                                                                
                                       )5(3P

O            =               )5(3P
O  

                                                                                
                                           0                                    0 
откуда с учетом стабильности E2 также легко получаем равенство  

                                             h
1
E2(-2)=21.                                                                   (3) 

Теперь рассмотрим спектр под номером 33) из вышеуказанного списка. 
Следуя технике Барта (см. работу [5]), имеем h

1
E2(-1)=h

0
K, h

1
E2(-2)=h

0
K(-1), где 

K=  kO
P1

, a числа k пробегают вышеуказанные спектры. Отсюда 
элементарным вычислением получаем, что равенства (2) и (3) верны только для  
спектра Spec E2= (-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6), входящего под номером 33) в 
наш список. Тем самым, в силу единственности спектра Spec E2 расслоения Е2 
получаем, что наша компонента Эйна соответствует именно спектру с 
порядковым номером 33). Применяя формулу (4) статьи [3] к монаде (1), 
находим размерность d этой компоненты Эйна: 

d=d1-d2-d3-d4, где 
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d1=dim Hom ( )6(2)6( 333 PPP
OOO  , )7(3P

O )= )1()7(2)13( 333

000

PPP
OhOhOh  = 

560+240+ 4=804;  
d2=dim Hom ( )7(3P

O , 7(3P
O ))= 3

0

P
Oh =1;  

d3=
20 (h ( )7(3P

O ))=0; 
d4 = (( 20 Sh )6(2)6( 333 PPP

OOO  (()) 20 Sh ))2)6( 33 PP
OO  +  33

00 )12(
PP

OhOh  
)6(2 3

0

P
Oh = )6(23)12( 333

000 
PPP

OhOhOh +455+1+168=0+3+0+624=627. 
В итоге d=804-1-0-627=176.  
         Таким образом, нами доказан основной результат настоящей работы - 
следующая 

Теорема. В пространстве )13,0;2(3P
M  имеется единственная компонента 

Эйна: компонента размерности 176, содержащая классы расслоений, имеющих 
спектр (-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6) и задаваемых монадой типа 

0)7()6(2)6()7(0 33333 
PPPPP

OOOOO . 
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В статье показана модель поддержки глухих и тугоухих студентов в 
Естественно-Гуманитарном Университете в г. Седльце, где впервые в Польше была 
введена интеграционная система обучения на уровне вуза. Представлены главные 


