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Апробовано застосування методів інженерної геометрії для апроксимації функціональних двопараметричних залежностей 

універсальних характеристик гідротурбін, які являють собою сукупність розімкнених та зімкнених ліній на площині, що 

характеризують результати експериментальних досліджень фізичних моделей турбін. Універсальні характеристики 

наведені в номенклатурі гідротурбін і слугують вихідною інформацією для вибору параметрів натурних зразків та 

визначення режимів їх ефективної експлуатації. Вони дозволяють розрахувати діаметр робочого колеса для отримання 

заданої потужності; номінальне число обертів турбіни; значення ККД і допустимі висоти відсмоктування при всіх напорах 

і потужностях; відкриття напрямного апарату для будь-якого навантаження турбіни. Проведення багатоваріантних 

розрахункових досліджень потребує цифрового оброблення вихідної графічної інформації та її подальшого використання. 

Тому були розглянуті питання апроксимації кривих та поверхні кубічними сплайн-функціями, графічного визначення 

максімори поверхні та графічного визначення перетину поверхонь. Розроблено методичні положення визначення 

енергоефективного режиму роботи пропелерних та радіально-осьових гідротурбін при змінних витратах води та частоти 

обертання. Положення ґрунтуються на застосуванні методів інженерної геометрії для апроксимації універсальної 

характеристики турбіни у формі поверхні тривимірного геометричного тіла та визначення максімори поверхні, яка 

характеризує оптимальну функціональну залежність між відкриттям напрямного апарату і частотою обертання, що 

забезпечує найбільшу енергетичну ефективність процесу перетворення гідроенергетичного потенціалу водотоку в механічну 

енергію обертового руху турбіни. Запропоновано алгоритм розрахунку коефіцієнтів апроксимаційних кубічних сплайн-

функцій універсальної характеристики гідротурбіни для визначення та реалізації законів керування енергоефективними 

режимами роботи гідроагрегатів при одночасній зміні двох параметрів керування. Алгоритм полягає в апроксимації вихідної 

універсальної характеристики гідротурбіни на рівномірну сітку параметрів керування з подальшим прямим розрахунком 

коефіцієнтів сплайн-функцій за рекурентними співвідношеннями. Бібл. 17, рис. 7. 

Ключові слова: гідротурбіна, апроксимація, лінія, поверхня, сплайн, характеристика. 

APPROXIMATION OF UNIVERSAL CHARACTERISTICS OF HYDROTURBINES 

BY ENGINEERING GEOMETRY METHODS 

P. Vasko, doctor of technical science 

Institute of Renewable Energy, NAS of Ukraine,

02094, St. Hnata Khotkevycha, 20А, Kyiv, Ukraine. 

The application of engineering geometry methods for approximation of functional two-parameter dependences of universal 

characteristics of hydroturbines, which are a set of open and closed lines on the plane, which characterize the results of experimental 

studies of physical models of turbines, is tested. Universal characteristics are given in the nomenclature of hydroturbines and serve as 

initial information for a choice of parameters of full-scale samples and definition of modes of their effective operation. They allow you 

to calculate the diameter of the impeller to obtain a given power; nominal turbine speed;  values coefficient of performance and 

allowable suction heights at all pressures and capacities; opening of the directing device for any loading of the turbine. Conducting 

multivariate computational research requires digital processing of the original graphical information and its further use, so the issues 

of approximation of curves and surfaces by cubic spline functions, graphical determination of surface maxima, graphical determination 

of surface cross section were considered. Methodical provisions for determining the energy-efficient mode of operation of propeller 
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and radial-axial hydraulic turbines at variable water flow rates and speed have been developed. The provisions are based on the 

application of engineering geometry methods to approximate the universal characteristics of the turbine in the form of the surface of 

a three-dimensional geometric body and determine the surface maxima, which characterizes the optimal functional relationship 

between the opening of the guide and speed and provides maximum energy turbines. An algorithm for calculating the coefficients of 

approximation cubic spline functions of the universal characteristic of a hydroturbine for determining and implementing the laws of 

control of energy-efficient modes of operation of hydraulic units with simultaneous change of two control parameters is proposed. The 

algorithm consists in approximating the initial universal characteristic of the hydroturbine to a uniform grid of control parameters 

with the subsequent direct calculation of coefficients of spline functions on recurrent relations. Bibl.. 17, fig. 7. 

Keywords: hydroturbine, approximation, line, surface, spline, characteristic. 
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Перелік використаних позначень та скорочень: 

ККД–коефіцієнт корисної дії; 

ГЕС–гідроелектрична станція; 

(Q1)– зведена витрата води; 

(n1)– зведена частота обертання; 

αо– відкриття напрямного апарату; 

ns– коефіцієнт швидкохідності; 

Nгран– гранична потужність; 

S – сплайн-функція; 

k– коефіцієнт сплайну; 

max – максимальне значення ККД.

Вступ. Універсальні характеристики 

слугують основним документом, на підставі якого 

здійснюється вибір всіх параметрів проєктованих 

турбін та оцінка їх енергетичних властивостей. 

Вони визначають залежність коефіцієнта корисної 

дії (ККД), критичного кавітаційного коефіцієнта, 

відкриття напрямного апарата і кута встановлення 

лопатей робочого колеса гідравлічної турбіни від 

зведених витрат і частот обертання гідравлічної 

турбіни. Зведені витрата і частота обертання 

характеризують гідравлічну турбіну з робочим 

колесом діаметром 1 м та напором 1 м [1]. 

Взаємний зв’язок між ККД (η), зведеними 

витратами (Q1) і зведеними числами обертів (n1) 

графічно зображується у вигляді сімейства кривих 

постійних значень ККД у координатах площини 

(Q1, n1 ). Також на цій площині наносяться криві 

постійних значень відкриття лопатей напрямного 

апарата αо, коефіцієнта швидкохідності ns, криві 

граничної потужності Nгран і 95 % Nгран, а для 

поворотно-лопатевих турбін, крім того, і криві 

кутів встановлення лопатей робочого колеса 

(рис.1).  
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Рис. 1. Зразок графічного зображення універсальної характеристики гідротурбіни 

Fig. 1.Sample graphic image of the universal characteristics of the turbine 

Універсальні характеристики наведені в 

номенклатурі гідротурбін і слугують вихідною 

інформацією для вибору параметрів натурних 

зразків та визначення режимів їх ефективної 

експлуатації. Вони дозволяють розрахувати 

діаметр робочого колеса для отримання заданої 

потужності; номінальне число обертів турбіни; 

значення ККД і допустимі висоти відсмоктування 

при всіх напорах і потужностях; відкриття 

напрямного апарату для будь-якого навантаження 

турбіни, а для поворотно-лопатевих турбін також 

кут встановлення лопатей робочого колеса [2,3]. 

Проведення багатоваріантних розрахункових 

досліджень потребує цифрового оброблення 

вихідної графічної інформації та її подальшого 

використання, яке може бути ефективно 

реалізовано шляхом застосування методів 

інженерної геометрії [4,5], зокрема сплайн-

апроксимації кривих та поверхні [6,7], графічного 

визначення максімори поверхні [8,9], графічного 

визначення перетину поверхонь [10]. 

Мета роботи полягає в апробації 

застосування алгоритмів геометричного 

моделювання для апроксимації функціональних 

двопараметричних залежностей універсальних 

характеристик гідротурбін.  

Вихідні положення. Основою 

геометричного моделювання є системи рівнянь, 

що описують форму геометричних об’єктів та їх 

рух. Все різноманіття можливих форм об’єктів 

може бути представлено комбінацією простих 

фігур, які складаються з точок, ліній та поверхонь 

[8]. Сьогодні геометричне моделювання широко 

застосовується в проєктуванні [4–7]. Розроблені 

методи і алгоритми інженерної геометрії можуть 

бути використані також для аналізу числових 

даних, якщо їм надати геометричну 

інтерпретацію. Оскільки універсальна 

характеристика (рис.1) являє собою сукупність 

розімкнених та зімкнених ліній на площині, що 

характеризують результати експериментальних 

досліджень фізичних моделей турбін, то для їх 
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аналізу апріорі може бути застосовано 

геометричне моделювання. 

Формулювання геометричних задач. 

Спершу розглянемо геометричну інтерпретацію 

результатів експериментальних досліджень, 

представлених на універсальній характеристиці 

розімкненими лініями. На рис. 1 до них належать 

сімейство кривих зі сталими значеннями 

відкриття напрямного апарату αо та, як зразок, 

одна крива зі сталим значенням коефіцієнта 

швидкохідності ns. На повномасштабних 

універсальних характеристиках наводяться також 

сімейство кривих ns та аналогічне сімейство 

кривих зі сталими значеннями кута повороту 

лопатей робочого колеса турбіни. Тому подальше 

викладення матеріалу щодо апроксимації 

розімкнених ліній виконаємо на прикладі 

кривих  αо.  

Кожна i-та крива αоi являє собою ізолінію, 

що складається з точок, які відповідають одному 

значенню відкриття напрямного апарата 

αоi=fі (Q
1, n1)= const,  i = 1,2,3,…,І.  (1) 

Сукупність ізоліній (1) може бути 

апроксимована неперервною поверхнею 

αо = f (Q1, n1),    (2) 

проєкція якої на площину (Q1, n1) також може бути 

представлена новою сукупністю ізоліній з 

довільною дискретністю між лініями для 

подальшого використання 

αо j=fj(Q
1, n1)= const,  j = 1,2,3,…,J.   (3)

За функціонування гідротурбіни зі 

змінними характеристиками водотоку 

незалежними параметрами керування слугують 

відкриття напрямного апарата, кут повороту 

лопатей і частота обертання робочого колеса. 

Тому функціональну залежність (2) доцільно 

трансформувати також до виду  

Q1=ψ(αо, n
1).   (4) 

Застосування залежностей у формі (4) 

актуально для малих гідроелектростанцій (ГЕС), 

які працюють в умовах природоохоронних 

обмежень на використання води стоку річки для 

виробництва електроенергії [11,12], та для малих 

ГЕС на зворотних водах технологічних 

процесів  [13]. 

Функціональні залежності (2), (4) можуть 

бути представлені у вигляді поверхні Кунса, 

Безье, Лагранжа, сплайну [8,9]. Зважаючи на 

успішне застосування кубічних сплайнів для 

апроксимації двопараметричних гідромеханічних 

характеристик турбін [14], подальше викладення 

буде ґрунтуватись на використанні сплайн-

функцій, які описують поверхню, зокрема (4), в 

такий спосіб [6,7]:  

     1 1 1 1

0 0 0

3
, ,

,3,3
(m, ) 0

, , ,
zmi j i j

m z i j

z

S Q n k n n  


   (5) 

де S -сплайн-функція, k - коефіцієнти сплайна.   

Графічна інтерпретація (5), відповідно до 

вихідних даних на рис.1, показана на рис.2 

(візуалізацію результатів в статті виконано 

М.Р.  Ібрагімовою ).  
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Рис. 2. Сплайн-апроксимація двопараметричної залежності  1 1

0,Q n  та її візуалізація неперервною поверхнею

Fig. 2. Spline approximation of one-parameter dependence  1 1

0,Q n and it’s visualization by a continuous surface

Тепер розглянемо замкнені криві на 

універсальній характеристиці, які являють собою 

ізолінії сталого значення ККД у функції зведених 

значень витрат (Q1) та обертів (n1). Ізолінії ККД 

також можуть бути представлені, з 

використанням (4), в координатах площини 

параметрів керування (αо , n1). Сплайн-

апроксимація сімейства ізоліній ККД 

неперервною поверхнею показана на рис.3. Форма 

поверхні випукла з наявністю екстремальних 

значень ККД. Сукупність точок з найбільшими 

екстремальними значеннями утворює криву 

максімори поверхні  1

max 0,n  , яка відповідає 

максимально досяжним значенням ККД у заданих 

діапазонах зміни параметрів керування (рис.3).  

Рис. 3. Двопараметрична залежність  1

0, n   з максіморою  1

max 0,n 

Fig. 3. Two-parameter dependence  1

0, n  with maximora  1

max 0,n 
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Проєкція просторової кривої максімори на 

площину параметрів керування (αо, n
1) визначає

функціональну залежність обертів від відкриття 

напрямного апарату n1(αо) при змінних витратах

води для досягнення максимально можливого 

значення ККД (рис.4). Таким чином отримуємо 

закон керування з оптимальним співвідношенням 

обертів та відкриття напрямного апарату, який 

забезпечує максимально досяжну енергетичну 

ефективність гідротурбіни при змінних витратах 

води. 

Рис. 4. Проєкція максімори поверхні на площину параметрів керування 

Fig.4. Projection of the surface maxima on the plane of control parameters 

У результаті проєкції просторової максімори на координатну площину відповідного параметра 

регулювання отримуємо однопараметричні залежності зміни ККД у процесі регулювання (рис.5). 

Рис. 5. Залежності ККД від параметрів регулювання 

Fig. 5. Dependencies of efficiency on regulation parameters 

Метод просторового перетину двох 

поверхонь може бути застосований для 

геометричного визначення сімейства 

необхідних для дослідження одно- та 

двопараметричних залежностей універсальної 

характеристики. Геометрична інтерпретація 

методу наведена на рис.6, де параметри 

представлені у відносних одиницях стосовно 

своїх номінальних значень. Відповідним 

чином можна отримати сімейство необхідних 

однопараметричних залежностей (рис.7). 
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Рис. 6. Ілюстрація методу перетину двох поверхонь 

Fig. 6. Illustration of the method of intersection of two surfaces 

Рис. 7. Сімейство однопараметричних залежностей, отриманих методом перетину поверхонь 

Fig. 7. The set of one-parameter dependences obtained by the method of intersection of surfaces 

Аналіз результатів. Використання 

вихідної універсальної характеристики в 

розрахункових дослідженнях режимів роботи 

гідротурбіни потребує її представлення 

числовими масивами даних. Автоматизація 

розрахункових досліджень може бути реалізована 

шляхом інтерпретації числових масивів з 

дискретними змінними деякою неперервною 

гладкою функцією (сплайном). Оскільки 

універсальна характеристика гідротурбіни являє 

собою сукупність розімкнених та замкнених ліній, 

зображених на площині, то сімейство однорідних 

розімкнених ліній (відкриття напрямного апарату, 

кут повороту лопатей робочого колеса) можна 

інтерпретувати твірними відповідної поверхні, а 

сімейство замкнених ліній – контурами перетину 

поверхні ККД горизонтальними площинами. Для 

математичного аналізу та візуалізації зазначених 

поверхонь доцільно застосування сплайнів на 

основі двопараметричних функцій, що надають 

можливості визначення положення довільної 

точки поверхні, коли координатна сітка 
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нерівномірна. В тривимірній графіці 

використовуються переважно кубічні сплайни, які 

дозволяють реалізувати процедуру з’єднання двох 

різних сплайнів із забезпеченням неперервності 

першої похідної для отримання гладкої складної 

поверхні (принагідно зазначимо, що термін 

«тривимірна графіка» означає візуалізацію 

тривимірних об’єктів на двовимірній 

площині монітора). 

Сучасні пакети прикладних програм 

реалізують апроксимацію поверхні кубічними 

сплайнами з неперервними похідними функції до 

другого порядку включно та крайовими умовами 

першого і третього роду [15], проте проміжні 

результати у вигляді матриць коефіцієнтів 

сплайну зазвичай недосяжні. Ця обставина значно 

зменшує ефективність проведення 

багатоваріантних розрахункових досліджень 

експлуатаційних режимів роботи, перехідних 

процесів пуску і зупинення гідроагрегатів, 

оскільки основні затрати часу при апроксимації 

необхідні для обчислення коефіцієнтів сплайну. 

Особливо актуально знання коефіцієнтів сплайну 

для створення систем керування 

енергоефективними режимами роботи 

гідроагрегатів при одночасній зміні відкриття 

напрямного апарату й частоти обертання турбіни 

(рис.3, 4). Цей режим роботи може бути 

досягнутий шляхом застосування як генератора 

електричної машини подвійного живлення з 

векторним способом управління, який дозволяє 

одночасне незалежне регулювання як частоти, так 

і моменту генератора [16]. При використанні 

цього способу математичні моделі гідротурбіни та 

генератора являють собою складові системи 

управління, і затрати часу на їх реалізацію істотно 

впливають на швидкодію регулювання. Тому для 

задач керування необхідно окремо попередньо 

розраховувати коефіцієнти сплайну і формувати 

необхідні двовимірні масиви, растри або матриці. 

Обчислення значень коефіцієнтів на 

нерівномірній сітці вихідних параметрів потребує 

формування і розв’язку відповідної системи 

алгебраїчних рівнянь [6,7].  

Оскільки універсальна характеристика 

представляється сукупністю достатньо гладких 

кривих, то для її апроксимації можуть бути 

застосовані й кубічні сплайни з неперервною 

першою похідною функції та крайовими умовами 

першого роду. В цьому разі визначення 

коефіцієнтів сплайну значно спрощується в 

результаті застосування рівномірної сітки 

параметрів регулювання і обчислення 

коефіцієнтів сплайну прямим розрахунком за 

рекурентними співвідношеннями на основі 

вихідних даних [17]. Отже, доцільний алгоритм 

визначення коефіцієнтів сплайну 

двопараметричної залежності універсальної 

характеристики, заданої на нерівномірній сітці 

параметрів, може полягати у проведенні 

апроксимації на основі існуючого пакету 

прикладних програм з наступним перерахунком 

на рівномірну сітку і формуванні необхідної 

матриці коефіцієнтів за рекурентними 

співвідношеннями. 

Висновки. 1. Розроблено методичні

положення визначення енергоефективного 

режиму роботи пропелерних та радіально-осьових 

гідротурбін при змінних витратах води та частоти 

обертання. Положення ґрунтуються на 

застосуванні методів інженерної геометрії для 

апроксимації універсальної характеристики 

турбіни у формі поверхні тривимірного 

геометричного тіла та визначення максімори 
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поверхні, яка характеризує оптимальну 

функціональну залежність між відкриттям 

напрямного апарату та частотою обертання і 

забезпечує найбільшу енергетичну ефективність 

процесу перетворення гідроенергетичного 

потенціалу водотоку в механічну енергію 

обертового руху турбіни. 

2. Запропоновано алгоритм розрахунку

коефіцієнтів апроксимаційних кубічних сплайн-

функцій універсальної характеристики 

гідротурбіни для визначення та реалізації законів 

керування енергоефективними режимами роботи 

гідроагрегатів при одночасній зміні двох 

параметрів керування. Алгоритм полягає в 

апроксимації вихідної універсальної 

характеристики гідротурбіни на рівномірну сітку 

параметрів керування з подальшим прямим 

розрахунком коефіцієнтів сплайн-функцій за 

рекурентними співвідношеннями. 
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